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RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Umelecky outsourcing vzordk Zuzka, opravovala Katka

Aby sme vyriesili pal¢iva otazku sviecky, musime sa najprv zamysliet nad tym, ako vznika tien. Tien je
vysledkom nejakej prekazky, ktort polozime toku foténov do cesty, od ktorej sa odrazaju. Od tienidla, ¢o je
v naSom pripade stena za svieckou, sa teda odraza do nasho oka menej foténov, ako od oblasti, pred ktorymi
ziadna prekdzka nestoji, a zdaji sa ndm teda tmavsie.

Vic¢sim zdrojom svetla na obrazku je lampa. Té svieti na sviecku, ktora na stene tvori tien (sviecka samotna
je zdrojom svetla, ale o tom potom). Podla obrazka, ktory Vladko Cajke nakreslil, sa situdcia tvari tak, Ze
foténom z lampy prekdza v ceste na tienidlo voskova cast sviecky, jej tréiaci knot aj plamen. A tu sa nam
zadina zdat, Ze nieco nesedi.

Plamen sviecky nie je ni¢ iné, nez zmes horiacich plynov. Zanedbavajuc drobné pevné castice odlietavajice
zo sviecky, svetlo z lampy sa nema na ¢om zastavit. Preto na stene za svieckou nebudeme vidiet tienl plamena
a spravne by mal byt obrazok nakresleny takto:

Obrazok 1: Spravny tien

Teraz by ste sa eSte mohli udivit nad tym, preco sa na stene nezobrazi plamen sviecky, ale nase oko ho vidi.
Ina¢, preco my mame schopnost vnimat plamen, ale tienidlo ho ,,nevnima® Sviecka je dost silnym zdrojom
svetla na to, aby nase o¢i nevedeli rozlisit predmety za jej plamenom. Svetlo zlampy v§ak nema ako ,,zastavit®

3.2 Tablbsia blcha vzorak Arthur, opravoval Arthur

Stanovme si nulovd hladinu potencidlnej energie vo vyske, v ktorej sa nachadza blcha. Pred skokom nema
ziadnu energiu. Energia, ktort musi blcha vyvinut na jeden skok, je E = imv?. Hladdme minimalne E
potrebné na doskocenie na okraj dal$ieho schodu, lebo nasa blcha je leniva a chce minit minimum energie.
Hmotnost mé konstantnd, teda hladdme minimaélne v2.

Uvazujme, Ze blcha skdce pod uhlom «. Napi$me si pohybové rovnice vo vodorovnom a zvislom smere:

veos(a)t = h,

2
vsin(a)t - % = h.
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Vyjadrime si z prvej rovnice t:

_ h
~ veos(a)
Dosadme za t do druhej rovnice a upravime:
sin(a)  gh*
cos(a) 2v2cos?(a)
. gh
sm(oc) - COS((X) = m,
gh

sin(a) cos(a) — cos*(a) =

Nakoniec si vyjadrime v
, &h 1
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" 2 sin(a) cos(a) - cos?(a)’

KedZe g a h st konstanty, tak pre minimélne v> musime ndjst maximum funkcie sin(«) cos(a) — cos?(«) na

intervale (0°90°). Maximum moéZeme ndjst napriklad graficky.
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Obrazok 2: Vykreslenie funkcie
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Z grafu vidime, Ze funkcia nadobida maximum pri « = 67,5° a Ze pri 45° a mensich uhloch je nemozné
doskodit na okraj. Minimalna energia na jeden skok je
mgh 1

4 sin(67,5°) cos(67,5°) — cos?(67,5°)

E=

Ako mozeme vidiet, energia zavisi jedine od vysky, a to linearne. Takze na dva skoky o jeden schod blcha
spotrebuje rovnako vela energie ako na jeden skok o dva schody. Teda ani jeden sposob skakania nie je
vyhodnejsi, nez ten druhy.

Je jedno akym spdsobom blcha skace, takze na vyskakanie celého schodiska musi spravit napriklad 12 skokov
o jeden schod. Celkova energia teda bude

3mgh
E = — .
sin(67,5°) cos(67,5°) — cos?(67,5°)

3.3 Luxusny problém vzordk Samasec, opravoval Samo$

Zamyslime sa najprv nad tym, ako funguje taka dyza, respektive systém dyz vypustajuci vzduch. Princip je
jednoduchy, na zac¢iatku mame kompresor, ktory stla¢i vzduch, ten prejde rurkami do potrubia, z ktorého
je viacero vyvodov do masdznej vane. Toto by nam malo stacit na opis situdcie. Podme si teraz rozobrat po
krokoch, ¢o sa stane z fyzikalneho hladiska:

Vzduch sa stla¢i v kompresore. Stlacenie jednoznacne spdsobi zohriatie, kedze ide o pomerne rychly dej.
Po rychlom zamysleni je ndm jasné, Ze tlak vzduchu musi byt vacsi, ako tlak tekutiny v mieste astia dyzy.
Dokonca musi byt podstatne vacsi, aby vzduch unikal vo velkom mnozstve cez malé vypusty, cez ktoré sa
voda nedostane do potrubia (po rychlom googleni som narazil na $pecifikacie takejto vane, kde uvadzali
pretlak 6 kPa). To zodpoved4 maximalnej hibke dyz vo vani asi 60 cm.

Vzduch pokracuje do potrubia cez rurky, v ktorych sa stihne tento vzduch ochladit na teplotu okolia. Je
to sposobené tym, ze vzduch ma velmi nizku tepelnu kapacitu a tak sa v rarkach velmi efektivne chladi.
Vzduch vchadza do potrubia, v ktorom je konstantny tlak. Aj keby sa neochladil doteraz, ochladi sa tu.
Vzduch vchadza cez dyzy do vane. Vo vani je tlak vyrazne nizsi ako v potrubi. Vzduch v bublinach musi
expandovat, kedze zmenil jeho tlak a rovnako aj schladne. Ako sme povedali uz skor, vzduch ma velmi nizku
tepelnu kapacitu a tak sa rychlo opit zohreje. Ale ak sa oprieme priamo o vypust dyzy, sme este stale schopni
vnimat vzduch ako chladny.

Podotkol by som este jednu vec, uvazovanie povrchového napdtia. O rozdieli tlakov v bublinke (tiez nazy-
vanom Laplaceov tlak) nam hovori Young-Laplaceova rovnica:
20
Ap==,
P R
kde ¢ je povrchové napitie (v naom pripade vzduch-voda pri teplote 25 ¥C je tato hodnota o = 0,073 N/m)
a R je polomer bublinky. Pri bublinkach s polomerom 2 mm je rozdiel tlakov ubohych 73 Pa. To je oproti
na$mu rozdielu tlakov Ap = 6 kPa absolutne zanedbatelné.

3.4 Fantasticky Kozmicky Softvér vzorék Kvik, opravoval Kvik

Povedal som si, Ze okrem pocitacich tloh by ste sa mohli s gravitaciou nakoniec aj trochu pohrat. Grafika
sice nebola ni¢ moc a ani zapletku to velmi nemalo, zato fyzikalne bola na tom simulacia podstatne lepsie,
nez som pdévodne planoval a vetko fungovalo zhruba tak, ako malo.
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Do buducna by som este rad vyriesil posuvanie v ¢ase — ziadna z uloh sice v idealnom pripade nezabrala ani
dve minuty, ale po prvé ste to nemuseli vediet, a po druhé vam tiez zrejme neslo vsetko idealne hned na prvy
pokus. Ostava dufat, Ze vas to aj napriek tymto nedostatkom aspon trochu bavilo.

TakzZe sa pozrime na ulohy.

Obezna draha

Prva tloha sa dala vyriesit vSelijako. Ale ak ste aj dosial Ziadny podobny simulator neskuasali, metédou po-
kusov a omylov by ste mali par dolezitych zasad rychlo objavit aj sami. Napriklad, ze

chceme plny tah motorov od samého zaciatku (idealne teda stlacime z);

raketu chceme zacat otacat do smeru planovaného pohybu ¢o najskor;

pri tom vSetkom sa ale potrebujeme vzdialit od povrchu planéty ¢o najmenej;

ale zase nie primalo, aby sme sa s povrchom nezrazili.

Preco je ale toto rieSenie najlepsie? Prvy bod by vam mal byt aj intuitivne jasny: motor musi prekonavat
gravita¢nu silu, ktora raketu taha smerom do stredu planéty. Celkovy impulz, ktory rakete udeli gravitacna
sila, vSak zavisi od ¢asu. Na orbite nas to uz trapit nebude, pretoze bude pdsobit kolmo na smer nasho pohybu
a teda nebude menit energiu.

Pri $tarte to ale doleZité je. Cim dlhsie ndam potrvéa dostat sa na orbitu, tym viac paliva budeme musiet spélit.
Cim vy$si tah motor m4, tym menej asu musi pdsobit proti gravitacii. Naopak, ak fah4 slabo, palivo veselo
mizne, ale raketa sa ani nepohne, pretoze sila motora nestaci ani len prekonat gravitaciu.

Rovnaky argument zdovodni aj na$u druht zésadu. V prvom momente je zrychlenie rakety 300 m/s?, pricom
gravita¢né zrychlenie na povrchu je 200 m/s?. Ak teda motor rakety smeruje priamo do stredu planéty, dve
tretiny jeho tahu sa spotrebuju iba na prekonanie gravita¢nej sily a len zvy$na tretina raketu urychluje.

Teraz naklonme raketu pod vhodnym uhlom - teda tak, aby radidlna zlozka sily akurat vyrovnavala gravi-
ta¢nu silu. V nasom pripade to bude

2
o = arcsin 3 = 41°.

Zlozka sily posobiaca v transverzalnom smere potom bude mat velkost

V5

2
cos (arcsin —) =—=745%
3 3

tahu motora. Ako raketa ziskava vysku, gravitacné zrychlenie klesa a teda sa mozeme otocit este viac. Okrem
toho raketa nabera rychlost v priecnom smere a povrch planéty sa pod nou zacina zakrivovat, takze musime
zatacat este viac. O chvilku dosiahneme apogeum, kde bude radidlna rychlost nulovd. Tam uz raketu mozeme
otocit v smere doty¢nice, teda rovnobezne s povrchom pod nou a pouzit na zrychlovanie cely tah motora.

Treti a §tvrty bod vysvetlovat nemusime. Planéta nemd atmosféru, takze mozeme letiet lubovolne blizko k jej
povrchu. Ak cely manéver prebehne dobre a neprestrelime to s vyskou, po dosiahnuti nizkej obeznej drahy
nam moze ostat prinajmensom 13180 kg paliva'.

'Rekord od Mattsa Kopunca. Za tplne idedlnych okolnosti to mohlo byt zhruba 13300 kg.
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Pre porovnanie, kebyze je tah rakety lubovolne velky (a teda zmeni svoju rychlost za zanedbatelne kratky
¢as, ako vystrel z kandna), potrebné palivo vieme spocitat z Ciolkovského rovnice.” V takom pripade by
nam ostalo priblizne 15421 kg paliva.

Unikova rychlost

Do nekonec¢na sa da dostat aj tplne primitivne - zapneme motory na plny vykon a cakame. Takto dosiahne-
me maximalnu rychlost priblizne 4350 m/s, pripadne ak motory vypneme v okamihu, ked sa drdha zmeni
na hyperbolickd, ostane ndm priblizne 1100 kg paliva.

Ked uz vsak vieme, ¢o dokaze spravit gravitacny odpor, hned by sme si mali uvedomit, Ze to veru vieme
spravit aj mudrejsie. Najprv dosiahneme nizku obeznu drahu, rovnako ako v predchadzajicom pripade.
Pravdepodobne sa ndm nepodari dokonale kruhova draha, to ale nicomu neprekdza. Vypneme motory a
pockame, kym sa raketa dostane do perigea, teda miesta, kde sa najviac priblizi k stredu planéty (a teda aj
povrchu). Tam je potencialna energia rakety najniz$ia, takze kineticka musi byt maximalna.

Raketa sa teraz nachadza na takzvanej parkovacej orbite. Pre samotny $tart totiz nie je dolezité, kedy nastane,
stoji nas vzdy rovnako. Preto mozeme vystartovat napriklad vtedy, ked je pekné pocasie, parkrat obletime
zem v malej vyske a potom v spravny okamih za¢neme opit zrychlovat. V tomto pripade nds zatial casovanie
samozrejme trapit nemusi.

Nasledne sa znovu oto¢ime progrddne, teda v smere pohybu, a znovu zapneme motory na plny vykon. Ma-
néver vsak nie je okamzity, takze pocas neho budeme potrebovat raketu este trochu natacat, aby sme stale
mierili do smeru pohybu.

Tento manéver sa nazyva powered fly-by*. Ide o to, Ze raketa dokaze z paliva vyuzit nielen chemicku energiu
ulozenu vo vizbach medzi atdémami, ale aj jeho kineticku energiu®. Pri spaleni urc¢itého mnozstva paliva sa
ale zakazdym vyvinie rovnaky celkovy impulz a teda aj zmena rychlosti Av.

Pre unik z gravita¢nej jamy nas vSak nezaujima priamo rychlost, ale celkové energia rakety. Ak vieme zmenit
rychlost o nejaku konstantu, urcite to chceme spravit pri vacsej rychlosti, nez pri mensej — zmena energie tak
bude podstatne vacsia a to hra v nas prospech. Preto sa oplati zapnut motory vtedy, ked je kineticka energia
velka, teda ¢o najnizie v potencialovej jame.

Ak vdm to ete nie je jasné, skisime to este inak. Raketa si svoje palivo vidy nesie so sebou. Cize ak chce
menit svoju rychlost v mieste, kde je potencial vy$si, musi si tam palivo najprv doniest - ¢ize dodat mu
potencialnu energiu. No a na to musi takisto palit palivo. Takze je vzdy vyhodnejsie palivo palit ¢o najhlbsie
v potencialovej jame, ¢iZe ¢o najblizsie pri povrchu.

Vrétme sa k nagej tilohe. Obezna rychlost na idealnej nizkej kruhovej drahe je \/10 km/s, zatial ¢o na unik
potrebujeme dosiahnut \/20 km/s, ¢ize musime zrychlit o priblizne 1,31 km/s. S trochou $ikovnosti nim
mozZe ostat vyse 6739 kg paliva.’

Pri okamzitom impulze by ndm teoreticky mohlo ostat az priblizne 8474 kg paliva.

Tu s tym nebudem zaberat miesto, ale ak v4s to zaujima, skuste si spocitat, ako som na to prisiel.

3Slovensky preklad, Zial, nepoznam... mozno ,,pohanany oblet“? :-)

*Mozno si spominate na ulohu Zahadné rakety z 3. kola letnej ¢asti 30. ro¢nika. Ak aj nie, oplati sa precitat si vzorak.
>Znovu Matasov rekord.

otazky@fks.sk 5 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 3. kola letnej casti - termin 02. 05. 2017 ‘ é)é)é)

Pristatie na mesiaci

Hlavnym predpokladom uspechu je tu vystartovat progrddne, teda v rovnakom smere, v akom mesiac pla-
nétku obieha. S mesiacom sa sice dokazeme lahko zrazit aj pri protismernom lete, na makké pristatie by sme
v$ak potrebovali trochu viac paliva, ako mame®. Preto budeme postupovat takto:

 Opit dosiahneme nizku parkovaciu orbitu v progrddnom, teda kladnom smere. Letime podstatne
vac¢Sou uhlovou rychlostou, ako mesiac.

o Tu si pockame, kym bude mesiac priblizne 75° pred raketou.

« Zapneme motory a zrychlime tak, aby nase apocentrum, teda najvzdialenejsi bod drahy od stredu
planéty, lezalo priblizne vo vzdialenosti mesiaca.

 Znovu pockame, kym sa k mesiacu dostato¢ne priblizime. Mézeme zazoomovat tak, aby sme planétu
nevideli. Kamera je vZdy zamerana na raketu — mesiac vyzerd, ako keby sa pomaly priblizoval k stredu
obrazovky.

« Otocime sa smerom od mesiaca a pomaly brzdime. Kvoli gravitacnému odporu a Oberthovmu efektu
je opit lepsie brzdit ¢o najnizsie. Samozrejme, nemdzeme to prehnat, inak sa rozdrizgame.

Ak sme ni¢ nepokazili, raketka spokojne dosadne na mesiac.

Ak mate dostatok trpezlivosti a budete to skusat dostato¢ne dlho, mohli by ste si v§imnut, Ze medzi dobou
letu a mnozstvom spaleného paliva vieme robit kompromisy. Mézeme dokonca zrychlit este viac a zdvihnut
apocentrum nad drahu mesiaca, ale za tu cenu, Ze pri mesiaci budeme musiet viac brzdit. A ak to prezenieme,
uz sa nam zabrzdit nepodari, lebo nebudeme mat dost paliva.

Toto je okrem iného dovod, pre¢o dnes nedokazeme pristat na Plute, aj ked sonda New Horizons uz bez
tazkosti preletela okolo. Ak poletime velkou rychlostou, ako bol jej pripad, mdzeme pri Plute byt za priblizne
10 rokov, ale minieme ho rychlostou zhruba 15 km/s. Ak by sme sonde udelili iba takd rychlost, aby tam
doletela ¢o najaspornejsie, brzdenie o zhruba 4 km/s by sa teoreticky dalo zvladnut, let by vSak trval vyse 50
rokov.

Komentar k rieSeniam

Viaceri ste mi pisali uz pocas série a chceli vediet, akd je hmotnost planéty. Tato informacia vam nemala byt
na nic, ale predpokladam, Ze ste chceli spocitat prvu a druht kozmicku rychlost. Zo zdrojovych kédov sa
lahko dalo zistit, ze hmotnost planéty je 500, nikto vam vS$ak nepovedal, ¢oho. Simulacia samozrejme bezi
bezrozmerne, mdzeme sa viak riadit jednotkami vo vypise v pravom dolnom rohu, kde st za jednotky dlzky
povazované kilometre, za jednotky ¢asu sekundy a za jednotky hmotnosti kilogramy. Zrychlenie bude teda
takisto v jednotkach 1000-krat vacsich, ako SI.

KedZe v simuldcii je aj gravita¢nd konstanta G = 1, hmotnost planéty v SI jednotkdch potom musi byt

500 k
08 1000 ~ 7,5 107 kg,
6,67-1071
Spatnym dosadenim potom lahko zistime, Ze gravita¢né zrychlenie na povrchu je 200 m/s?, ¢o by malo sediet
s pozorovanim :-)

Déval som po tri body ku kazdej tlohe, vic¢sinou dva za spravny postup a treti za to, ak sa vam aj naozaj
podarilo usetrit rozumné mnozstvo paliva. Drobné rozdiely mdzu byt este spdsobené vasimi nepresnymi
formuldciami, pripadne obcas zjavne nepravdivymi tvrdeniami (aj ked zvy$ok podilohy bol dobre).

%Na asi pitndsty pokus sa mi podarilo pristaf aj z retrogrédnej orbity. Ale je to o nervy.
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Tato uloha si okrem korektného riesenia aj pyta volake celkové umiestnenie. Takze tu ho mate:

Prva uloha: nizka obezna draha

Minimalne prvych desat najlepsich rieseni i$lo presne podla vzorového postupu, takze vysledna hodnota
zrejme odraza skor zru¢nost s klavesnicou a mnozstvo pokusov, ktoré ste boli ochotni spravit :-)

Miesto Autor USetrené palivo
1. Matu$ Kopunec 13180 kg

. Ivan Cermék 12992 kg

3. Tomas Svihorik 12778 kg

Druha dloha: unikova rychlost

Opiit, vietky riesenia su robené optimalnym spdsobom.

Miesto Autor USetrené palivo
1.  Matu$ Kopunec 6739 kg

. Toma43 Svihorik 6550 kg

3. Ivan Cermak 6463 kg

Tretia uloha: mikké pristatie

Tu som nakoniec vyhodnotil ¢as, a nie mnozstvo paliva. V redlnom pripade by sme na névrat potrebovali
eSte asi Av ~ 1km/s.

Miesto Autor Cas

1. Jona$ Dujava  67,04s
2. Marek Jankola 69 s
3. Ivan Cermak  75,48s

3.5 O drzku vzorak Jaro, opravovala Majka

Zo zadania mame informadciu, Ze z rychlosti v = 10 m/s zabrzdime na drahe s = 10 m. To by sme mohli vyuzit
na ziskanie informacie o maximalnom zrychleni (spomaleni) bicykla a tym padom aj o velkosti brzdnej sily.
Avsak neda sa to urobit jednoduchsie?

Predpokladajme, Ze bicykel s jazdcom maju celkovii hmotnost m. Tym ale pozname pociatocnu energiu
bicykla pred zacatim brzdenia E = 3mv?. Po zastaveni ma bicykel nulovu energiu, takze nejaké sily museli
konat pracu.

Zamyslime sa nad tym, aké sily su povodcom tohto brzdenia. Je jasné, Ze zdrojom tejto prace sme my tym,
ze sme zatiahli za packu. Lenze pocitat takto vykonanu pracu je trosku problematické.

Je dolezité uvedomit si, kde dochddza k strataim energie. Zadanie hovori, ze koleso pri brzdeni nepresmykuje,
takze na kontakte koleso-vozovka k Ziadnym stratdm energie nedochddza. Jedinym miestom je teda kontakt
brzd s kolesom. Uvazovat budeme klasické celustové brzdy, takze toto miesto lezi prakticky na okraji kolesa.
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Obrazok 3: Cyklista na svahu

Co sa teda pri brzdeni deje? Zatiahneme za pa¢ku a pomocou lanka sa zovru éeluste brzd, ¢im vyvolaji
brzdnu silu F na obvode kolesa. V$§imnime si, Ze rovnaky efekt by sme dosiahli, keby sme priamo pdsobili na
okraj kolesa silou F, takze pracu W potrebnu na zabrzdenie mozno pocitat pomocou tejto sily F a nie podla
toho, akou silou pdsobime pri zatiahnuti packy.

Predpokladajme, Ze brzdime rovnomerne, takze sila F je konstantnd pocas celého brzdenia. Potom pracu
vypocitame ako obyc¢ajny sucin tejto sily a drahy, na ktorej posobi. Tym, Ze brzdna sila posobi prakticky na
okraji kolesa a koleso nepresmykuje, je tato draha rovna brzdnej drahe bicykla s. Tym padom W = F.

Dajme do rovnosti pociato¢nu energiu bicykla a pracu brzdnej sily. Odtial vieme ziskat informéciu o velkosti
brzdnej sily
mvy?
F=—. (3.5.1)
2s

Teraz uz pristupme k situacii, ked ideme dolu kopcom. Predpokladajme sklon svahu a. Situdcia vyzerd ako na
obrazku. To, ¢o rozhoduje o tom, ¢i sa v kone¢nom dosledku pri brzdeni prevratime alebo nie, si momenty
sil. Momenty sil budeme pocitat vzhladom na bod, okolo ktorého sa bude bicykel v pripade prevratenia

otacat. Je nim os predného kolesa.

AKké sily na bicykel pdsobia? V prvom rade je to tiazova sila F; = mg pdsobiaca nadol a normalové sily Np
a Nz, ktorymi pdsobi svah na predné a zadné koleso. Po zacati brzdenia k nim pribudne e$te brzdna sila F
posobiaca na okraji kolesa.

Zritajme si momenty tychto sil. Moment vypocitame ako oby¢ajny sucin velkosti sily a dlzky ramena sily, t.
j. vzdialenosti vektorovej priamky sily” od osi otacania, ktorou je os predného kolesa.

V pripade sily Np jej vektorova priamka prechadza priamo osou otacania, takze jej moment je nulovy. Mo-
ment sily N, nas nezaujima, pretoze iba zabezpecuje to, Ze za beznych okolnosti sa bicykel neotaca. V mo-
mente, ked sa bicykel za¢ne pri brzdeni pretacat, zadné koleso sa nadvihne a vtedy je N, = 0, CiZe aj jej
moment je v tomto pripade nulovy.

Zaver je, ze o tom, ¢i sa bicykel pribrzdeni prevrhne, rozhoduji len momenty tiazovej a brzdnej sily. Moment
brzdnej sily ma velkost Fr, kde r je polomer kolesa, a spdsobuje otd¢anie v zaépornom zmysle. Moment

’Vektorové priamka je priamka, na ktorej sila lezi.
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tiazovej sily je mgx, kde x je horizontdlna vzdialenost taziska bicykla s cyklistom od osi predného kolesa, a
posobi v kladnom zmysle.

Teraz uz vieme povedat, za akych okolnosti sa bicykel pri brzdeni prevrhne. Za prevrhnutie je zodpovedna
brzdna sila. Tiazova sila sa naopak snazi brzdna silu umravnit. K prevrhnutiu teda dojde, ak moment brzdnej

YY 7

sily je va¢$i nez moment tiazovej sily. Pre hrani¢ny pripad plati Fr = mgx.® Svyuzitim ({eq. 3.5.1}) dostavame
vir

=—. 3.5.2
= o5 (3.5.2)

Zatial sme nikde nespomenuli sklon svahu a pritom to je to, ¢o nas zaujima. Kde tu teda sklon svahu vystu-
puje? Na sklone zavisi rameno tiazovej sily x. Vyjadrime si ho z geometrie problému. Na to ale potrebujeme
lokalizovat tazisko bicykla s cyklistom.

Zvolme si dva vyzna¢né smery dané spojnicou kolies a kolmicou na nu. Nech tazisko lezi vo vzdialenosti a
za osou predného kolesa a vyske b nad spojnicou kolies. Potom rameno tiazovej sily mozno vyjadrit ako

x=acosa—bsina. (3.5.3)

Dajme do rovnosti vyrazy ({eq. 3.5.2}) a ({eq. 3.5.3}). Odtial uz mozno dopocitat hrani¢ny sklon svahu a.
Pri vypocte vyuzijeme, Ze « je ostry uhol, a teda jeho sinus i kosinus su kladné. Potom cos & = +V/1 - sin* a.

Postupnymi Gpravami dostdavame
x=aV1-sin’a - bsina,

1y ‘ +x2—a2
sin“a + ——sina + ———— =
a2 + b2 a?+b>
. ~-bx +£ava?+b*-x?
sina =
az+b? ’

kde x je dané vyrazom ({eq. 3.5.2}). Hladame riesenie, ktoré dava kladny ostry uhol. Vidime, Ze ho dosta-
vame, ked vezmeme rie$enie pre ,,+ teda

(3.5.4)

. [aVva®+b>—x?-bx

a = arcsin .
a? + b?

Dopracovali sme sa k nejakému vysledku, takze by sme sa mali zamysliet nad tym, ¢i zodpoveda tomu, ¢o by

sme ocakavali. Predstavme si, ze nase brzdy st velmi slabé. V takom pripade brzdna draha je velmi velka.

Vyraz ({eq. 3.5.2}) potom ide do nuly. Ked v ({eq. 3.5.4}) polozime x = 0, dostaneme « = arcsin (ﬁ),
¢o zodpoveda takému sklonu svahu, kedy tazisko je priamo nad osou predného kolesa, takze i zanedbatelne
slabé brzdenie spdsobi prevratenie. Vidime, Ze vysledok je konzistentny s tym, ¢o o¢akdvame, takZe moZeme

o ¢osi pokojnejsie spavat, Ze sme to vyriesili dobre.

Néjdime e$te numericky odhad. Na to potrebujeme odhadnut polohu taziska a polomer kolesa. Povedzme,
zea=b=05mar=30cm. Vtakom pripade dostavame o = 32,75°.

8Prisne vzaté, toto je podmienka pre nadvihnutie zadného kolesa. Stale sa moZe stat, Ze pri brzdeni sa zadné koleso nadvihne,
no akt brzdenia netrva dostato¢ne dlho na to, aby sa spolo¢né tazisko cyklistu s bicyklom do momentu zastavenia bicykla dostalo
nad os otdcania, a teda bicykel sa neprevrati, ale dosadne spit na zadné koleso. Désledok bude taky, Ze skuto¢ny hrani¢ny sklon
svahu, kedy sa bicykel e$te neprevrati, bude o ¢osi vdc¢si, nez sklon, ktory dostaneme nasim odhadom. O kolko, to samozrejme
zavisi na rychlosti, z ktorej brzdime.
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Prv nez sa dostaneme k druhej otazke, povedzme si, ¢o by sa zmenilo, keby sme uvazovali kotacové brzdy
namiesto celustovych. Pre kotuc¢ové brzdy plati, Ze k brzdeniu dochadza blizsie k osi otd¢ania vo vzdialenosti
p < r, takze brzdna sila F teraz posobi na drdhe § = N - 271p, kde N = 5>~ je pocet otacok kolesa od zaciatku

brzdenia do zastavenia, ¢ize § = £s. Z rovnosti pociato¢nej energie a vykonanej préce teraz dostdvame F =

r mv?

52
ze aj jej moment by mohol byt vicsi a teda k prevrateniu bicykla by mohlo dojst skor. Nenechajme sa vSak
zmiast. Tym, Ze sila F posobi vo vzdialenosti p < r, jej moment je Fp = ZFp = Fr, Co je presne rovnaky

= - F, takie kott¢ové brzdy vyvoldvaju pri rovnakej brzdnej drahe vacsiu silu. To by mohlo naznacovat,

moment, aky sposobovali celustové brzdy, takze nezalezi na tom, aky typ bfzd pouzivame.

Pristipme konec¢ne k druhej otazke. Tu by mal byt vypocet uz priamociary. Opit budeme vychadzat z
energetickej bilancie. Jediny rozdiel oproti rovine je, Ze v tomto pripade sa meni aj potencidlna energia.
Predpokladajme, Ze bicykel zastane na drahe s’, takze brzdna sila vykona pracu W’ = Fs’. Ta sa ma rovnat
celkovému poklesu energie E’ = 2mv? + mg Ah, kde Ah = s’ sin « je vy$kovy rozdiel, ktory cyklista prekon4,
kym zastane. Vyuzijuc ({eq. 3.5.1}) odtial dostavame

v2s

' —— 3.5.5
v:-2gssina ( )

kde « je dana vyrazom ({eq. 3.5.4}). Uz len dosadit ¢iselné hodnoty a dostaneme numericky vysledok.

Hups. Ked tak urobime, dostdvame zapornu dréhu s’ = —122 m. No ni¢ to, niekde sme sa sekli pri nahadzo-
vani do kalkulacky, tak to skiisme este raz. Znova ta istd chyba?! A znova? Do tretice ten isty vysledok? To
uz nebude nahoda! Kde sme teda urobili chybu? Ved na$ postup musel byt spravny.

Nech ¢, je ¢as, v ktorom sme zacali brzdit a mali sme vtedy rychlost v dolu kopcom. Predpokladajme teraz
ale, Ze aj pred ¢asom f, sme brzdili rovnako, takze vSetky zrychlenia boli aj vtedy rovnaké. V takom pripade
nam zaporna brzdnd draha hovori, Ze nulovu rychlost sme mali v nejakom case ¢ < t, ¢ize vyssie na svahu.
Jediné rozumné vysvetlenie je, Ze aj napriek brzdeniu stale zrychlujeme. Podme to overit.

Uvazujme, Ze sa na svahu posunieme o mald vzdialenost d. Brzdy na tejto drahe vykonaju pracu W = Fd.
Potencidlna energia zatial klesne o dU = mgdsina. To znamend, Ze kineticka energia sa musi zmenit o
0T = U - 8W = (mgsina — F)d. Aby kineticka energia klesala, musi byt §T < 0, teda F > mgsina.
Vyuzijuc ({eq. 3.5.1}) dostavame
2
sina < —. (3.5.6)
2sg
Pre dané numerické hodnoty to vychadza a < 30°, lenze sklon svahu je az a = 32,75°, takze nech sa akokolvek
snazime, len s prednou funk¢nou brzdou sa zrazke nevyhneme.

###Komentdr k rieSeniam

Ukazalo sa, ze tato uloha sposobila o osi vicsie problémy, nez by sa ¢akalo. Casto sa objavovali nasledovné
dve chyby.

Prvou z nich bolo, Ze ste za os otdcania brali bod kontaktu predného kolesa so zemou. To samozrejme mo-
zete, lenze potom by bicykel nevykonaval translacny pohyb len v smere svahu. Predstavte si, Ze z papiera
vystrihneme bicykel a polozime ho na nakreslent priamku predstavujicu povrch zeme. Teraz spodok pred-
ného kolesa prispendlime na ti priamku a bicykel oto¢ime. Cast predného kolesa by sa dostala pod tito
priamku, takze vidime, Ze prevracanie bicykla nemozno modelovat translaciou v smere svahu a rotaciou
okolo bodu dotyku kolesa so zemou. Ak v$ak za bod rotacie zvolime os ota¢ania predného kolesa, tento
problém nenastane.
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Omnoho vid¢Sou chybou bolo, Ze ste sa rozhodli riesit tlohu v neinercidlnej sustave, a potom ste zabudali na
jeden moment sily. Volba vztaznej sistavy pohybujtcej sa spolu s bicyklom sa javila ako dobry napad. Ved'v
nej je predsa bicykel v pokoji, takze sa sta¢i zamerat na otacanie. Spravne ste pridali neinercidlnu zotrva¢nu
silu, a nasledne ste porovnavali jej moment s momentom tiazovej sily. Ale moment! Nezabudli ste na nie¢o?
Rovnice zapisané v nejakej vztaznej sistave popisuju, ako dany fyzikalny systém vidime v tejto sustave. Pred-
pokladajme, Ze v43 popis pomocou momentov zotrvaénej a tiazovej sily je spravny. Dalej predpokladajme,
ze sa bicykel prevracia, ¢ize podla tohto matematického popisu musi byt moment zotrvacénej sily vacsi nez
moment tiazovej sily. Prejdime teraz spat do inercidlnej sistavy. V matematickom popise sa to prejavi tak,
ze odstranime neinercidlnu zotrva¢na silu. To ale znamena, Ze jediny moment, ktory zostane, je moment
tiazovej sily, a teda v inercidlnej sustave by sme mali pozorovat, Ze sa bicykel neprevracia. Je toto spravne?
No zrejme nie. Tak kde sa stala chyba? Zabudli ste totiZ na to, Ze i v neinercidlnej ststave sa na bicykli
tocia kolesd, takze ked zovrieme celuste brzd, tak predné koleso bude na brzdy (a tym padom na bicykel)
posobit trecou silou, ktora ma nenulovy moment a snazi sa bicykel prevratit. Aké z toho plynie ponaucenie?
Neinercidlne vztazné sustavy su fuj a treba sa im vyhnut, pokial to je mozné.

Prave uvedené chyby vic¢sinou nesposobovali velké chyby v odhadoch. Pri bodovani sme boli benevolentni
a ak ste sa aj dopustili niektorej z nich, no dostali ste rozumné odhady a spravne ste ich zd6vodnili, tak ste
stale mohli dostat plny pocet bodov. Rozpitie vasich odhadov bolo skuto¢ne $iroké - od 0° az po vyse 70°.

3.6 Zelezny platypus vzorak Fero, opravoval Fero

V prvom rade si musime vyjasnit, ako funguje bezné rezanie. Napriklad, pre¢o mozno krajat n6zom? Ak
pohybujeme nozom v materiali, dochddza k treniu. Vdaka nemu sa kontaktné plochy zahreju a ukradnu
nam energiu. KedZe nozik je tenky, je tato energia aplikovana len v tenkej vrstve atdmov v materiali a v
noziku. KedZe atémy v nozi st silno viazané, va¢$inou ostant na svojich miestach’. Avsak atémy v rezanom
materiali va¢sinou dodanie energie nepreziju a ich vizby sa rozpadnu. Pri rezani je este fajn si premysliet, Ze
energiu nedoda materialu Ziadna tajomna trecia sila, ale elektricka sila medzi ¢asticami nozika a ¢asticami
materidlu, ktord sa prejavi pri ich dostato¢nom priblizeni. Pri pohybe nozika sa v jej dosledku rozkmitaju
atdmy materialu, takze sa im odovzda energia.'’

Pre nds je dolezity fakt, Ze ked chceme rozrezat nieco na dve ¢asti, musime molekuldm v reze dodat dostatok
energie na to, aby sa rozpadli ich vézby. Je uz jedno, ¢i to urobime $ibrinkovanim nozom, laserom, vitackou
alebo vodnym priadom, ktory nas zaujima. V takomto pripade ¢astice vody narazia na material a pri zbrzdeni
mu odovzdaja svoju kinetickd energiu.

Teraz k samotnym odhadom. Je asi nekone¢né mnozstvo sposobov, ako odhadnut potrebny tlak — napriklad
si zistime, kolko energie musime vynaloZit na rozlozenie jedného molu latky. Potom odhadneme ¢as, ktory
nam bude rezanie materidlu trvat a spocitame energiu dodant materialu. My sa tu ale skdsime vydat inym
smerom.

Inzinieri pouzivaju veli¢inu zvanu specific cutting energy, ktora mam hovori, kolko energie musime dodat
1 kg materialu, aby sme ho vedeli rozrezat na kisky. Majme prud vody s prierezom S,,, striekany pod tlakom
pw a s hustotou p,, a nech rezanie bude trvat ¢as t. Dalej predpokladajme, Ze pri tsti trysky ma voda iba
tlakovu energiu, a naopak po dotyku s materidlom uz iba kinetickt. Z Bernoulliho rovnice vieme, ze

? Ale skuste prerezat Zelezo — vietci vieme, ako to dopadne.
1% Ano, rozumiete spravne, prave vysvetlujeme pdvod trecej sily. Préve elektrické sily st povodcom trecich sil.
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Predpokladajme, Ze Castice pri naraze odovzdaji materialu vSetku svoju energiu. Za ¢as t potom

32 21/2

1
zprthvz = Swtpw R (3.6.1)

Pravu cast rovnice sme dostali iba dosadenim rychlosti z Bernoulliho rovnice do lavej strany. Nech sa tato
energia pouzije na rozbitie materialu. Ak vyuzijeme tabulkovi hodnotu $pecifickej energie na kilogram C;,
energia potrebna na odrezanie kvadru o objeme V je E = C;V = C;S.d.:

) (P_W)l/3(C$PtSCdC)2/3
Pv=17 St '

Teraz urobime péar odhadov. Nech prud vody ma prierez S; = 1 mm? a rezanie trvd ¢t = 5s. Nech na$ rez ma
tvar obdlnika a jeho hibka je d = 0,02 m. Dalej nech jeho plocha je S, = 50 mm?. Nagim materialom bude
titdn s hustotou p; = 4500 kg/m?>. Jeho $pecifickd energia rezania je C, = 1000 kJ/kg'!. Pre¢o prave takéto
rozmery a preco titan? InSpirovali sme sa z videi na youtube, kde mdzeme vidiet priemyselné vodné rezacky
v akcii, aby sme vedeli posudit spravnost nasich modelov.

Po dosadeni do rovnice 3.6.1 dostavame priblizny vysledok p, = 5-107 Pa. Skuto¢ny potrebny tlak je vsak
priblizne sedemkrat viac¢si.'? Velkost redlne v praxi pouzivaného tlaku je priblizne p = 3,5 -108 Pa.

Musime si priznat, Ze na§ odhad ma viacero chyb. Najma ¢as potrebny na prerezanie a aj rozmery sme odhadli
pomerne nepresne. Moze nas ale tesit, ze sa aspon radovo priblizujeme k spravnemu vysledku. Skdsme sa

zamysliet, ¢o je najvacsi problém modelu. Hovori nam, Ze aj velmi maly tlak je schopny prerezat plat, iba mu
to bude trvat nekonecne dlho. Z praxe ale vieme, Ze nic¢ také v redlnom svete nepozorujeme.

Jednym z hlavnych dévodov je vedenie tepla. Totizto ¢astice si prostrednictvom vzajomnych interakcii odo-
vzdévaju energiu. Statisticky, ak ma nejaké castica prebytok energie voci svojim susedom, velmi pravde-
podobne sa s nimi o tento prebytok podeli, ti zasa so svojimi susedmi, atd... Takto dochadza k vedeniu
energie.'”?

Problém nastava v momente, ked sa energia odvadza rychlejsie ako ju dodavame, vtedy nikdy ziadnu vizbu
nezrusime. Nazornou analégiou je napustanie suda vodou. Predstavme si, ze sud ma na dne diery. Ak za¢ne
vytekat rovnako vela vody, ako vtekd, nikdy sud nenaplnime. Dokonca ma nasa analogia este aj hlbsi suvis.
Menovite, ¢im je vys$sia hladina, tym rychlejsie voda vytekd. Analogicky je to s energiou (teplom) — ¢im jej
mame vacsi prebytok, tym rychlejsie vyteka von.

Vcelku dobrym, ale matematicky zlozitym zlep$enim modelu by bolo vyrie$enie rovnice vedenia tepla pre
nekonec¢nu dosku, ktorej spodna a vrchna strana je drzana na konstantnej teplote (kvoli obtekaniu vodou) a
v jednom bode na povrchu je zvonku dodavana energia.

Inym pristupom by sme si vedeli odhadnut typické energie vizieb v nejakom peknom kockatom krystali,
spocitat, kolko vazieb treba znicit a nakoniec by sme nasli suvis s tlakom. Ak v$ak prideme ku krystalom
so zlozitou Strukturou a viacerymi druhmi vézieb'*, problémom bude, ze nas model je prili§ jednoduchy.

Uhttp://web.mit.edu/2.813/www/readings/Mfg%20Ch%206 . pdf, strana 17

P2https://www.youtube.com/watch?v=04Avb2 R Jec. Iskry, ktoré vidime na videu, st sposobené tuhymi (abrazivnymi) ¢asticami
vo vode. Casto sa aj umyselne priddvaji do vodnej rezacky kvdli lepsiemu vykonu.

BVgimnite si, Ze z takychto jednoduchych modelov ziskame néhlad o tom, ako dobre material vedie teplo. Totizto, ak st atémy
v materidli tesne pri sebe, prebytok energie nejakého atému sa prejavi ako jeho kmitavy pohyb. Cim st iné atémy pri iom bliZsie,
tym rychlejsie do nich narazi a rychlesie ich rozkmita. Preto st va¢s$inou kovy dobrymi vodi¢mi tepla a plyny dobrymi izolantmi.

Kovy majti vizbu, ktord je zmie$aninou kovalentnej a iénove;j.
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Mohli by sme ho postavit na tom, Ze mame krystal soli s krasnou $truktirou, a potom naskalovat konstanty
na zelezo alebo nie¢o podobné.

My skidsime urobit jeden odhad, zalozeny na podobnej myslienke. Pokial mame peknt kubickd mriezku,
vieme odhadnut pocet vizieb N v typickej elementarnej bunke mriezky materidlu. Nech st atémy v kocke
od seba vzdialené d. Ak energia potrebd na znicenie vazby je JE, celkova energia je N 0E. Kebyze vizby
ni¢ime len spdsobom, Ze na ne tla¢ime tak silno, azZ sa rozdrvia, potom vykonana praca je

W = Fd = pSd,

kde p je tlak, S = d? plocha rezu a d je typicka vzdialenost atdémov mriezky. Potom

_JEN
-

KedZe nam ide o velmi radovy odhad, vykasleme sa na hocijaké skalovanie poctom vizieb, a povieme, Ze
N = 1. Je to sice velmi odvazne, ale chyba takéhoto odhadu je priblizne jeden rad, s ¢im sa radi zmierime.
Energiu 0E pre krystély Zeleza ziskame z wikipédie: E; = 2500 kJ/mol.

Qdotial §E ~ 30 eV a vzdialenost d = 0,2856 nm. Dostdvame

p ~ 210 GPa.

Ale pozor! Tlak, ktory sme teraz vypocitali, je tlak, ktory spdsobuje dopadajuici prud vody na dosku. Nie
je to tlak p,,, pod ktorym je prud vody vystrekovany z trysky, ktory sme nasli v prvom odhade. Ak chceme
tieto dva odhady porovnat, musime najst vztah medzi tymito tlakmi.

Uvazujme rovnaky rez, ako pri prvom odhade. Nech je prierez dopadajiceho prudu vody S,,. Potom spo-

sobuje tlakovu silu F = pS,,. Tato sila nie je ni¢ iné, nez zmena hybnosti dopadajticeho prudu vody za cas

Fw %. At je Cas, za ktory sa prudu vody podari rozbit jednu elementarnu bunku krystalovej mriezky, a nie

celkové trvanie rezania t. Potrebujeme teda odhadnut, kolko buniek mriezky potrebujeme pri rezani rozbit.

Nech je celkové plocha rezu S, a jeho hibka d.. Potom sa vo vyrezanom objeme nachadza priblizne n ~ S{%

elementarnych buniek.

Na rozbitie jednej z nich teda pripada ¢as At ~ £ ~ %. Teraz sa vratme k 2. Newtonovmu zdkonu. Postup-
nymi dpravami dostaneme
td>* OE_ td* S,0Et

Agw~FAtw ps,~4 & 2Zg
1 Pow e B d T s,

Za cas At dopadne na dosku voda s objemom V = S, vAt. Predpokladajme, Ze pri dopade odovzda doske
vsetku svoju hybnost, teda

td?
Sd,

Aq =S, vAtp, v~ S,p,v°

Porovnanim najdenych vyjadreni pre zmenu hybnosti dopadajtcej vody dostavame §E ~ p,,v2d>. Pripomen-
me, Ze z Bernoulliho rovnice pozname stvis medzi tlakom, pod ktorym je prud vody striekany, a rychlostou
tejto vody, takze konecne ziskavame pre hladany tlak

>

L
pw® S PwV R

_ENl
FE 4

N | =
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Dostali sme, Ze tlak v tryske je porovnatelny s tlakom, ktory spdsobuje dopadajica voda na dosku p,, » p. To
dava celkom zmysel. Oc¢akavali by sme predsa, Ze tlak, ktory vodu urychlil, je porovnatelny s tym, ktory voda
vyvolala svojim ndrazom na nehybnu prekazku. Navyse to ani neodporuje energetickej bilancii. Vypocitali
sme, Ze na rozbitie jednej elementdrnej bunky krystalovej mriezky je potrebna energia dE ~ pd>. Ak voda
chce rozbit bunku mriezky, m6zeme predpokladat, Ze zaplni jej miesto, teda na rozbitie mriezky sa spotrebuje
zhruba voda s objemom raddovo d°. Na tlak v tryske sa m6Zeme pozerat ako na hustotu energie, teda celkové
dodané mnozstvo energie je priblizne p,,d3, ¢iZe naozaj p,, ~ p.

Tento odhad je strasne nepresny — vidime, Ze hodnota sa od redlnej hodnoty odlisuje asi o tri rady. Rovnako
ani nezavisi na case, ¢o nie je spravne (premyslite si preco). Je to nie¢o podobné, ako keby sme chceli rozpilit
drevo len tym, Ze budeme tlacit na pilu. Proste ide to aj jednoduchsie. Pekné je ale na tomto odhade to,
ze vysledny tlak je rovny Youngovmu modulu pruznosti. MozZeme aspon povedat, Ze sme odhadli hornu
hranicu potrebného tlaku.

Na zaver si skuste premysliet, preco sa v praxi vyuziva rezanie vodou."”

3.7 Estancia Crudero vzorék Adam, opravoval Adam

Na zaciatok je vhodné uvedomit si a nasledne vyuzit fakt, Ze bratia Cruderovci sa v premise postavenej zada-
nim hybu po Zemi vyhradne po kruzniciach na nej leziacich. To prvé by ¢lovek majuci zakladné vedomosti
z geografie a jazyka, v ktorom sa mu zadanie dostalo do rik, mal mat v tejto chvili zvladnuté. To druhé ihned
rozoberieme.

Poludniky a rovnobezky zaujimaji vysostné miesto spomedzi kriviek na zemeguli kvoli tomu, Ze pri pohybe
po nich sa meni len zemepisna $irka, respektive dlzka. Pokdsme sa teraz posuny zo zadania v kilometroch
prelozit do reci, zemepisnych suradnic. Kedze vetky poludniky st hlavné kruznice (pre puristov polkruz-
nice), pricom hlavnd kruznica je v kratkosti na zemeguli kruznica najpoprednejsia v dlhosti.

To znadi, ze véetky poludniky maju rovnaky polomer, a to polomer Zeme. Tato nuansa nam umoznuje pre-
klad do zemepisnych (sférickych) suradnic takmer spakruky, ako s = %, kde ds je zmena zemepisne;j Sirky
(zo zatial e$te malo zjavnych dévodov v radidnoch),  je dlzka nasej cesty smerom na sever (50 km) a R je
polomer Zeme.

Po vyrieSeni poludnikov sa nam sice hlavné kruznice neminuli, ale veselou (vdaka tomu ma tento priklad
zmysel) spravou je, Ze z rovnobeziek je hlavnou kruznicou len rovnik. Bez dal$ieho otalania vyjavime, Ze po-
lomer rovnobezky je p = Rcoss, kde s je prislu$na zemepisnd Sirka. A teda aj preklad oby(:ajnej vzdialenosti

v zépado-vychodnom smere na zemepisnu dlzku je krivociareji, i ked analogicky: 8d = =— = 2=

Teraz uz mozeme presuny, presnejsie konec¢né lokacie Juana a Jorgeho uviest v stérickych saradniciach. Pre
Juana je to l’ahéie, zemepisna $irka mu vzrastla o uZ vysiie uvedené 8s a zemepisna dlzka o uz vyssie uve-
dené 6d = -, kde s je nami hladana zemepisna $irka. Jorge taktiez zvysil svoju zemepisnu $irku o Js,
ale zemepisnt dizku uz o 8d’ = m kedZe sa hybal po inej rovnobezke (absolutna hodnota pribudla
kvoli moznému prechodu cez severny pdl, ¢o ndm zadanie explicitne nezakazuje. Takto nebude mat nova

rovnobezka zaporny polomer).

Zadanie nam déva podmienku riesenia: na konci bol Juan od Jorgeho jeden kilometer, a naopak. Co to
znamena? Ze kruznicovy tsek vytyéeny bratstvom na hlavnej kruznici udanej nimi dvoma je dlhy prave
jeden kilometer. To je ekvivalentné s podmienkou, ze velkost uhla Juan-stred Zeme-Jorge je prave r/ >0 =&
Ako ale ziskame tento uhol zo zemepisnych stradnic? Teraz si treba uvedomit, ze z pozicie bratov sme

schopni vytvorit jednotkové vektory s pociatkom v strede Zeme, a teda zo skalarneho sucinu tychto dvoch

>Hint: Jeden z dévodov stvisi préve s vedenim tepla a ochladzovanim kovu vodou.
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vektorov v kartezianskych suradniciach dostaneme kosinus pozadovaného uhla.

cos (s + 0s) cos &d cos (s + 8s) cos 2=

7 juan = | cos (s + 85) sin 8d | = | cos (s + &s) sin 2 (3.7.1)

sin (s + 0s) sin (s + Js)

cos (s + 0s) cos &d’ cos (s + 0s) cos |COS(§—155)|

7 Jorge = | €08 (s + 8s) sin8d” | = | cos (s + &s) sin @S(z—i&)' (3.7.2)

sin (s + &s) sin (s + ds)

Po vykonani skaldrneho sucinu:
0 0 o o o
cos® (s + 8s) | cos ° cos n T sin——— sin u +sin? (s + &s) = cos el
coss  |cos(s+ 0s)| coss  |cos(s+ ds)] 50

Tu treba povedat, Ze by sme mohli aj skoncit analyzu, a zacat hladat rieSenie numericky. Mne ale neda, a
pokusim sa prinajmensom tento vysledok trochu poludstit. Ako si m6Zeme cvicenym okom v§imnut, v tej
dlho¢iznej zatvorke je jedna strana su¢tového vzorca pre cos (a — b). Teda:

1
coss |cos (s + Os)|

cos? (s + 0s) cos (65( )) +sin® (s + J0s) = cosg—g.

To vieme este trocha upravit:

|cos (s + &s)| — cosss

cos? (s + 0s) cos (65 ) +sin? (s + &s) = cos ;3_(5)

|cos (s + 8s)|coss

Toto je, uprimne verim, najhumannejsia podoba nasej rovnice, k akej sa d4 dopracovat. Teraz uz je ozaj
rieSenim numerika. Nepeknou vlastnostou tlohy je jej citlivost na jemnosti. Ak si na$u rovnicu upravime
na funkciu s jednou nulovou stranou, zodpovedajuce $irky (v radianoch) hladame ako priese¢niky s x-ovou
osou. Ak tak spravime, v§imneme si nespocet rieSeni okolo polov, ktoré sa ale lis$ia 0 pomerne malé ¢isla. Tu
je uz na riesitelovi, ¢o si zvoli za rozne rieSenia (t. j. na aku presnost chce byt schopny ur¢it polohu estancie
Crudero). Ak ndm staci vediet polohu s presnostou na ~ 1km, vieme si lahko vypocitat, Ze $irka nas zaujima
maximalne na desattisiciny. Takdto mentalna akrobacia nebola predvadzana nahodou, kedZze potom si moz-
no vs§imnut, ze nespocet polarnych rieSeni sa ndm zhrkne prakticky do intervalu. A teda estancia Crudero
moze lezat priblizne v nasledujucich Sirkach (po prepoéte na stupne) v (—89,94°% -68,60°); (68,54° 89,51°).
Cloveka majtceho vedomost, ze 8s << 1, méze pochytit tizba vyriesit rovnicu s pouzitim nejakych aproxi-
macii. Netreba sa ale rozkokosit, celd tloha sa deje v malych hodnotach, a teda aproximacia nam moze zabit
nejaké/vsetky/moznost riesenia. Tu sa predvedie elegantna cesta k dvom nepolarnym rieseniam, ale priam s
prekvapivou presnostou a [ah$im vypoctom. Pouzime na najdlhsi kosinus aproximéciu coss »~ 1 — "2—2

2
cos? (s + 0s) (1 ! ((SSCOS (s+95) - COSS) ) +sin? (s + &s) = cos g_(s)

2 cos(s+ 0s)coss
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® oo

Upravujeme:

= C0S —,

50

2
l—lcosz (54 85) 5508 (s+0s)—coss _Os
2 cos(s+ Js)coss

2
1_%((Sscos(s+65)—c:oss) _ . Os

cos —,
cos's 50
cos(s+9ds) — )
cos((?s (s+95) COSS) = cos =,
cos's 50
A kedzZe kosinus je parna funkcia, musi platit
cos (s +9ds) - )
5s (s+0s) coss _ s
coss 50
+0s) -
cos (s + ds) — coss 40,02,

COS s

Aby sme sa dostali k rieSeniu, treba ndm este rozseparovat s a §s cez suctovy vzorec.

cosscos Os — sinssin ds — coss = £0,02 cos s

Ak coss # 0, ¢o zo zadania vieme vytusit, pretoze ind¢ by bolo nezmyselné, dostaneme sa k
cosds — tanssin ds — 1 = +0,02,

cosds — (1+0,02)

tans = >
sin d's
(cos ds — (1+0,02) )
s = arctan - .
sin d's

Ak si date namahu vycislit si tieto rieSenia, uvidite, Ze sme ich dostali dost presne na nase (aspon moje)

naroky.
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