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RieSenia 1. kola letnej Casti

1.1 Plytvanie vzordk Fero, opravovala Katka

V prvom rade si musime uvedomit, ¢o od nds zadanie chce. Mame zistit, kolko elektrickej energie, respektive
paliva, usetrime. Tieto hodnoty vyjadrime v jednotkach energie. Ak vés tento uvod zmiatol, neprepadajte
panike a pokracujte. Vetko sa vyjasni.

Ako to teda bude so ziarovkou? Velmi jednoducho, lebo tento tidaj ndm prezradza vyrobca. Povedzme, ze
mame 60 W ziarovku. To nam hovori, Ze za 1 sekundu spotrebuje 60 J. Za hodinu potom spotrebuje 3600-krat
viac, ¢ize 216 KJ.

S autom je to podobne jednoduché'. Predpokladajme, ze nase auto vazi jednu tonu. Enka ako spravna mestska
piratka jazdi na hranici zdkona, ¢ize 50km/h = 13,888 m/s. Kinetickd energia takéhoto auta je potom E =
3mv? = 96,45K]. Pri zastaveni a naslednom rozbehnuti teda vyplytvime 96,45 k]J.

Avsak teraz pride vec, na ktoru sa nas snazili navnadit tvodné vety. Redlne totiz minieme ovela viac energie, za
ktoru budeme musiet zaplatit — konkrétne benzin. U¢innost spalovacich motorov sa pohybuje okolo hodnoty
30 %. Preto v skuto¢nosti minieme az 321,5k]J.

Na zéaver najtazsi orieSok - chladnic¢ka. Pri nej sa vieme zaoberat niekolkymi drsnymi modelmi. Na internete’
sme si nasli minimalny a maximalny vykon chladnicky. Predpokladajme, Ze pri otvorenych chladnicka naozaj
dosahuje svoj maximalny vykon, menovite 400 W.

Pri zavretych dverach je to kusok tazsie. Chladnicka vtedy prepina medzi rezimami: najprv ochladzuje veci
vnutri, a ked ich dostato¢ne ochladi, tak chladit prestane a ,,oddychuje®. My si situdciu zjednodusime a budeme
predpokladat, ze vnutri chladnicky je konstantna teplota. A teplo z nej priebezne unikd. Toto unikanie tepla
popiseme jednoduchym modelom vedenia tepla’.

Tento model déva do suvisu mnozstvo tepla, ktoré sa prenesie* medzi dvoma objektmi s réznou teplotou, doty-
kajucich sa plochou S, oddelenych ,,izola¢nou® vrstvou, za ¢as 7, pricom teplota tychto objektov sa v dosledku
tepelnych strat nezmeni.

AT

(2 =AS —;{'T,

kde AT je rozdiel teplot a A je konstanta charakterizujtica izola¢nu vrstvu.
Pokusime sa odhadnut jednotlivé parametre:
o povrch chladnicky je priblizne 5m?,

« rozdiel teplot je cca 20 °C,
« hrubka stien je d = 0,05 cm.

'Pokial nie sme sadomasochisti a nechceme si komplikovat Zivot — auto pri brzdeni ast energie premienia na elektricku energiu,
ktorou dobija batérie v aute, budeme sa ale tvarit, Ze je to zanedbatelna hodnota.

2https ./ /www.daftlogic.com/information-appliance- power-consumption.htm

3https://sk.wikipedia.org/w'lki/S%C3%BA%C4%8Dinite%C4%BE_tepelnej_vodivosti

“KedZe teplo je iba préca konan4 na molekularnej drovni (molekuly do seba nardzajti a odovzdavajd si energiu), spravne by sme
mali povedat, Ze teplo sa kona a nie Ze sa prenasa.
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S VY

Najtazsie je to s koeficientom tepelnej vodivosti pre chladnicku, ale A = 0,01 Wm~'K~"! je dobry odhad. Cas
zostava jedna hodina. Ak to celé dame dokopy, vyjde nam Q = 72k]J. To ale treba prendsobit uc¢innostou
chladnicky, povedzme, Ze to bude 50 %. Za hodinu teda vyplytvame E = 400 W - 3600 s — 144 k] = 1260 k].

A aké poucenie teda vyplyva z tohoto prikladu? Nezastavujte na cervenu!

1.2 Casticovy psycholég vzorak Jaro, opravovala :Denda

To, ze sa molekuly hybu z miest s vy$sou koncentraciou do miest s niz§ou koncentraciou, je znamy fakt, ktory
nam byva predostreny v skole. Ddvod, preco to tak je, sa vSak vic¢§inou zaml¢i. A pritom nejde o nic¢ zlozité.
Zamyslime sa nad tym, ¢o sa v takom roztoku deje.

V prvom rade je rozumné predpokladat, Ze molekuly nemaju slobodnu volu, a teda sa nemdzu rozhodovat,
kam pdjdu. Pravdepodobne za tym nebude ani ich autizmus a snaha izolovat sa od okolia. V takom pripade
nam zostavaju snad len fyzikalne zakony. A v duchu Occamovej britvy podme hladat hned to najjednoduchsie
rieSenie. No a ¢o mdze byt jednoduchsie, nez nahodny pohyb?

Vieme, Ze molekuly kvapalin vykonavaju chaoticky pohyb. Pocas toho narazaju aj do molekul primesi, kto-
rych pohyb je jednozna¢ne determinovany pohybovymi rovnicami. Ngjst ich riesenie je vSak vzhladom na
mnozstvo interagujucich molekdl nemozné. Preto treba problém uchopit $tatisticky.

Uvazujme nejaku nadobu, pre jednoduchost s jednozlozkovym roztokom, pricom koncentracia primesi nie je
v celom objeme konstantna. Rozdelme nadobu na myslené kocoeky s dlzkou hrany a. Velkost kocdéok volime
tak, aby sa koncentracia v jednotlivych kocockach dala povazovat za konstantnt. Dalej uvazujme kratucky
casovy usek 7. Aky kratky md byt? Zhruba taky, aby zodpovedal dobe medzi dvomi nasledujucimi zrazkami
jednej konkrétnej molekuly.

Nech P oznacuje pravdepodobnost, ze ked do niektorej kocd¢ky nahodne umiestnime jednu molekulu primesi,
ta za cas 7 tuto kococku opusti. Uvedomme si, ze pravdepodobnost P zavisi len od strednej rychlosti molekul,
a teda od teploty. Ak je vSak teplota v celom objeme rovnak, tato pravdepodobnost je spolo¢nd pre vsetky
kococky.

Pozrime sa teraz na dvojicu susednych kocdciek s koncentraciami n; a n,. V kocdcke ,,1je Ny = n;a® molekul.
V priemere ju preto za ¢as 7 opusti No = Pnja® molekdl a z toho do kococky ,,2“ sa dostane v priemere
N, = éPn1a3. Ked pouzijeme rovnaku tvahu aj pre kocdcku ,,2¢ dostaneme N, = %Pn2a3.

V kocdeke ,,1 sa pocet molekil prechodom cez jedint spolo¢nt stenu zmeni o AN, = ¢ P (n, — ny) a* a v ko-
cocke ,2“ 0 AN, = £ P (n; — n,) a°. Predpokladajme, Ze povodne bola vyssia koncentracia v kococke ,,1% teda
ny > n,. Potom AN; < 0a AN, > 0. Vidime teda, Ze v kocdcke s vy$$ou koncentraciou pocet molekdl primesi
poklesol, zatial ¢o v kocdcke s niz§ou koncentraciou vzrastol, teda rozdiel v koncentracidch sa znizil.” Tento
proces bude pokracovat az dovtedy, kym sa koncentracie v oboch kocdckach nevyrovnaja.

Nas model s ndhodnym pohybom dal presne ten vysledok, ktory pozorujeme experimentalne. Molekuly roz-
toku prechadzaju z miest s vy$sou koncentraciou do miest s nizsou koncentraciou a ta sa vyrovnava. Ak ste
nasli iné riesenie, pokojne ho zahodte, lebo podla Occama je spravne to nase. Na zaver si v§imnime, Ze kon-
covy stav systému je taky, ktory ma najvyssiu moznd mieru neusporiadanosti, tzv. entropiu. Je to v stlade
s tym, ze pri vetkych termodynamickych pochodoch entropia izolovaného systému neklesa.

>Nezabtdajme, 7e na$u dvahu robime len pre jednu dvojicu kociek. V skuto¢nosti treba urobif tiito Gvahu pre vietky dvojice
susediacich kociek v celom objeme.
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1.3 Mlady vynalezca vzorak Jaro, opravoval Ply$

Uvazujme nejaky véeobecny tvar prelievacich hodin ur¢eny zavislostou S(4), ¢o nie je ni¢ iné ako plocha prie-
rezu hodin vo vodorovnom smere, pri¢Com h meriame vo zvislom smere od zuzenia prelievacich hodin. Nech
mé toto zuZenie prierez S(h = 0) = S;. Predpokladajme, ze hladina je vo vyske h. Potom vytokovd rychlost
a rychlost klesania hladiny je jednoznac¢ne urcena tvarom hodin a touto vyskou. Ozna¢me vytokovu rychlost
prisluchajicu vyske h v(h) a rychlost klesania hladiny u(h).

Pre vodu v prelievacich hodinach zrejme plati zdkon zachovania mechanickej energie. Uvazujme malé mnoz-
stvo vody s hmotnostou Am, ktoré je v povrchovej vrstve. Celkova mechanickd energia tohto kusku vody
je E = Amgh + 3 Amu?(h). Pozrime sa na hodiny o kusok neskor — vtedy, ked ich hrdlom pretecie prave
mnozstvo Am vody. Pozorujeme, Ze nami uvazovana povrchova vrstva vody ,,zmizla“ a rovnaké mnozstvo
pretekd hrdlom rychlostou v(h), takze jeho mechanické energia je E' = 3 Amv?(h). Zo zékona zachovania
mechanickej energie plati

Amgh + % Amu*(h) = % Amv*(h).

V hodinach nam ziadna voda nevznika ani nemizne, preto musi platit zakon zachovania hmotnosti. Ak pova-
zujeme vodu za nestlacitelnu, je to ekvivalentné zachovaniu objemu, ¢o vyjadruje rovnica kontinuity. Pre nas
zaujimavé su prierezy hrdlom hodin a volnou hladinou. Rovnica kontinuity zapisand pre tieto dva prierezy
dava

Sov(h) = S(h)u(h).

KedZe o vytokovej rychlosti nemame ziadnu informaciu, vyli¢me ju z rovnic. Pre rychlost klesania hladiny
dostdavame vyjadrenie

Odetial uz vieme vyjadrit hladanu zavislost

2
S(h) = Sox /1+ Eh,

Uvazujme rota¢ne symetrické hodiny okolo zvislej osi. V takom pripade S(h) = nr*(h). Dosadme to do
predchadzajuceho vyrazu. Lepsiu predstavu o tvare hodin dostaneme, ked ndjdeme inverzné vyjadrenie

Matematici znali analytickej geometrie okamzitie $ipia, ze povrch hodin tvori tzv. kvarticka plocha, teda ver-
tikalnym rezom prechadzajucim osou hodin dostaneme krivku $tvrtého stupna.

1.4 Husty objekt poprvé vzorak Adam, opravoval Adam

Ako paranoidnejsi riesitel mohol vytusit zo zadania, ambiciou ulohy bolo dotlacit vas k inému vypoctu (prie-
mernej) hustoty telesa nez bezprostrednym vyuzitim definitorického p = {7. K dispozicii mdme neforemnu
nadobu, rovnoramenné vahy a zavazia. Na nase velké potesenie a na uzitok nasho rieSenia sme stale schopny
a tuto schopnost vyuzivajuci zistit hmotnost nami zvoleného telesa (pomocou rovnoramennych vah a zavazi),
ozna¢me ju m (m = Vp). Tvar nadoby sice ovplyviuje nasu ochotu, schopnost a moznost merat objem, avsak
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Archimedov zakon v nej funguje rovnako dobre. Uvazujme teleso hustoty vyssej nez voda (hustota vody je
v kontexte prikladu povazovana za znamu, kedZze je znama vSeobecne). Ak odvazime nase teleso tak, ze celé
bude ponorené vo vode, nameriame ,nadlah¢ent hmotnost“ m’ = V(p - p,), kde p, je hustota vody. Mame
teda dve rovnice o dvoch neznamych (z ktorych nas dokonca zaujima len jedna), a teda hustotu telesa mame
ako na podnose. A teda:

Po

ml
1 m

P:

Ako bolo zlahka naznacené, problém nastava ak je hustota meraného telesa nizsia nez hustota vody. Avsak
ani technické peripetie spojené s tymto nie si neprekonatelné, staci teleso dostato¢ne zatazit nie¢im, ¢oho
»nadlah¢ent hmotnost“ pozname, a ti nasledne odpocitat od vyslednej. V tom pripade bude nasa ,,nadlah-
¢ena hmotnost® zaporna, ¢o ale nie je ziaden problém, kedZe nas vypocet funguje rovnako dobre (je namieste
overit si, ze v tom pripade bude vypocitana hustota nizsia od hustoty vody, presne podla ocakavania). Este je
nutné podotknut Ze postup doteraz nacrtnuty predpoklada (v mnohych pripadoch rozumne) zanedbatelnost
misky/hoc¢oho na ¢om vazime v porovnani s meranym telesom.

Bolo by vhodné k meraniam aspon odhadnit aj ich chybu. Jediny vstup do chyby (okrem dosadenej hustoty
vody, ale td nie je vysledkom ndsho merania, a teda ju v odhade vynechame) je nepresnost merania hmotnosti.
Pouzivali sme najmensie patgramové zdvazia, a teda nepresnost merania dm je asi dva a pol gramu. Trochu si
upravme vzorec z ktorého pocitame hustotu:

S¢itavanim absolutnych (pre m—m’ dostaneme odchylku) a relativnych odchylok sa vieme dopracovatk vztahu:

20m  0m
op = +—
p=(—+—)p
teleso mfg m'[g p/gem™>  Jp/gem3
skleneny pohar 305 185 2,54 0,13
ocelové gulo¢ky 35 30 7,00 7,5
jablko 95 75 0,56 0,03

Tabulka 1: namerané hmotnosti a vypocitané hustoty

Ak sa pozrieme na odchylky, badame neprijemnti nedéveryhodnost merania pre ocelové gulocky. To vsak nie
je az také prekvapivé, kedZe ocel ma v porovnani s husotou privelkd hustotu na to, aby ponorenie do vody malo
spolahlivo meratelny efekt na ,,hmotnost telesa.

Samozrejme, tento postup nie je jediny mozny, ale ostatné st len nejakou variaciou zdielajucou principy s tymto
postupom.

1.5 Zase sustava vzordk MatoB, opravoval MatoB

Riesenie tejto tlohy si rozdelime do niekolkych uvah, tak, aby kazda z nich bola jednoducha. Napriek tomu
celok moze vyzerat komplikovane, aj ked to tak nie je ;-). Co tymto celym chce autor vzordku povedat? Ze
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neradno preskakovat jeho casti a nad kazdou Gvahou sa oplati na chvilku zastat a rozmysliet si ju.

Uvaha prva: taziskova vztazna sustava

Na zaciatok pouvazujme, aké sily posobia na jednotlivé telieska spojené pruzinkou. Okrem sily od pruzinky
su to aj tiazoveé sily, tie st véak kompenzované normalovymi silami. KedZe v zadani sa spomina akasi dokonale
navoskovana podlozka, mozeme si v nasich ivahach odpustit aj trecie sily (ak by sme ich uvazovali, nevedeli
by sme uz len s pomocou papiera a pera dostat celt zavislost pohybu teliesok v case). Jediné, ¢o nam teda
zostalo, je zatial neznama sila od pruzinky, ktora posobi na kazdé teliesko a konstantna sila F, ktorou napr.
pravé teliesko tahame.

Prvy trik je nasledovny. Skusme si predstavit pomyselnu krabicu, ktora obsahuje dve zévazia hmotnosti m
spojené pruzinkou. Jedina sila, ktora pdsobi na takuto krabicu, je konstantna sila F (sila od pruzinky je uz
z hladiska krabice vnutornd sila, ¢ize ak $tudujeme pohyb krabice ako celku, nevidime jej prejavy). Tazisko
krabice (s hmotnostou 2m) sa teda bude hybat iba pod vplyvom konstantnej sily F, pojde teda o priamociary
rovnomernerne zrychleny pohyb so zrychlenim 5--. KedZze pruzinky na zadiatku stali, tak aj po¢iato¢nd rych-
lost taziska je nulova. Ak si na opis pohybu teliesok zvolime taku ststavu, pri ktorej je pociato¢nd pozicia
taziska nulova (pre jednoduchost, ni¢ to nemeni na vysledku), poziciu taziska xt(t) v ¢ase vieme zapisat ako

1 F
XT(t) = E%tz

Ostava nam uz len vyriesit, ako sa hybu telieska vzhladom na tazisko. Kvéli tomu na chvilu ststavu spojent
s taziskom opustime. Znali riesitelia fyzikalnych tloh by mohli nasledujicu tvahu presko¢it, lebo si uvedomia,
7e aj v stistave spojenej so zrychlujucim faziskom plati zakon zachovania hybnosti. TaZisko teda stoji na mieste
(v sustave spojenej so zrychlucim taziskom), a teda ked je teliesko na pravo vzdialené od taziska o y, tak aj
teliesko nalavo je od taziska vzdialené o y, len opa¢nym smerom a rovno napisu pohybovu rovnice pre telieska
vyjadrené cez xr(t) a y.

Uvaha druha: pohyb teliesok v laboratérnej sustave

Ti z Vas, ktori si tento trik nevSimli, nemusia zufat, staci sa len na telieska pozriet v laboratérnej sustave.
Ozna¢me poziciu pravého telieska x,(t) a polohu lavého telieska x, (¢). KedZe maju rovnaké hmotnosti, pre
tazisko plati

x1(t) + x2(¢)

XT(t) = 2

Analogicky vztah musi platit® aj pre zrychlenia taziska a jednotlivych teliesok,

ar(t) = a(t) +ax(1)

2

Skdsme si teraz napisat pohybové rovnice. Na druhé teliesko pdsobi sila F smerom doprava a sila k(x, — x; — 1)
dolava. x,—x, —je totiz predlZenie pruzinky vo¢i pokojovej dizke I. Na prvé telesko posobi len sila od pruzinky
k(x, — x; — 1), ale opaénym smerom:

may = k(x; —x; — 1),

ma, = F—k(x, —x; - 1).

®Drti¢i si dokazu derivovanim, ostatni si uvedomia, Ze ked mé rovnost pre pozicie platif v kazdom ¢ase, tak musi platif aj pre
rychlosti a aj pre zrychlenia.
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X+ X
XT: 12 2
X, :
X
A AT
0/ /)
X,- X,

Obrazok 1: Pozicie teliesok

Ak by sme tieto rovnice s¢itali a predelili dvomi, dostaneme prave pohybovu rovnicu pre pohyb taziska (skuste
si to sami urobit). Co teda moZzeme este s rovnicami urobit? Skisme ich od seba od¢itat a predelit dvomi. Vyraz
=% bude potom prave uz spominané y, t. j. pozicia druhého telieska voci tazisku. Oznac¢me teda

1(6) = %, (1) ;xl(t)

a prislusny rozdiel zrychleni ako

a (f) = az(t) al(t)

Odc¢itanim rovnic a predelenim dvomi ziskame

MM_E_Zk(u l),

2 2

2 2

Cize inak povedané

a()= 52 (10 -3).

Zabudnime teraz na chvilku, ze mame nejaké dve telieska, v tejto rovnici mame uz iba jednu poziciu v case
x(t) azodpovedajuce zrychlenie a,(t), prisluchajice napr. nejakému pomyselnému teliesku. Ak by sme vedeli
tuto pohybovu rovnicu pre vzdialenost teliesok voci tazisku y(t) vyriesit, tak uz poznadme aj pohyb teliesok,
kedze plati (skuste podumat alebo sa pozriet na obrazok):

x1(8) = %r(t) = x(1),
x(t) = xr(8) + x(8).

Uvaha tretia: pohyb teliesok vodi tazisku

Pustime sa do rieSenia

a(®) = 5= 2 (30 - 3).

Co nam to pripomina? Rovnicu jednoduchého harmonického oscildtora. Co ndm tam ale vadi? Konstantnd
sila. Podumajme, ako to vyzera na zaciatku. Na zaciatku st obidve telieska v pokoji a pruzinka ma svoju
pokojovii dlzku L. Obidve telieska majui rovnakit hmotnost, takze st obidve od faziska vzdialené o /2, preto
je na zaciatku y(t) = I/2. Taktiez aj rychlosti obidvoch teliesok st nulové, aj voci tazisku, a preto rychlost
prislichajica y(f) je tieZ rovnd nule, v, (f) = 0. Rovnovazna dlzka pruzinky je I/2.
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Za&neme teliesko tahat. Co sa stane? Okamzite sa zmeni rovnovazna poloha pruzinky. Pre¢o? Sktisme si pred-
stavit pokojne visiacu pruzinku v gravitacnom poli a zavesme na nu pomalicky zavazie. Pruzinka sa predlzi,
no nebude kmitat (kvoli tlmeniu). Ak do pruzinky drgneme, bude kmitat uz okolo tejto novej polohy.

Ak teda na pruzinku za¢ne pdsobit konstantna sila, rovnovazna poloha sa posunie. (Ako to mozeme vidiet
inak v rovnici? Clen so silou F mozeme str¢it do zatvorky opisujuce predlzenie pruziny, staci ho len rozsirit

a vydelif vhodnym vyrazom). Teda nova pokojova dlzka bude % + 4.

a®--2(x0-(5+5)):

V tomto by sme uz mali vidiet rovnicu jednoduchého harmonického oscilatora s w? = %k, ktory kmita okolo
rovnovéznej polohy 1 + £ Ako zistime aké je novd rovnovézna poloha? Rovnovézna poloha je definovand
ako poloha, kedy na zévazie posobi nulové zrychlenie. Stadi sa teda pozerat, kedy je a,(t) = 0.

KedZze uz pozname frekvenciu harmonického oscildtora a rovnovéznu polohu, tak uz vieme, ze y(t) bude

vyzerat nejako ako
x(t) = (£+4_1;<)+A5m(\/2_nft+ (p),

kde A je amplitida a ¢ je pociato¢na faza. Zostava uz teda urcit iba tieto dve veli¢iny. Na to sa pozrieme na
tzv. pociato¢né podmienky, t.j. to ako vyzerala vzdielnost medzi telieskami (y) a ich vzdjomna rychlost (v,)
v okamihu ako za¢neme tahat jedno teliesko silou F.

Na zaciatku pohybu obidve telieska pokojne stoja na podlozke (v laboratérnej sustave), dolezita je ich vsak
rychlost (v,) v taZiskovej stistave . KedZe v8ak taZisko na zaciatku pohybu voci laboratérnej sistave stoji, tak
a telieska su v nej v pokoji, tak aj na zaklade zdravého sedliackeho rozumu, tusime, ze vzajomna rychlost
teliesok je nulova. TaktieZ vieme, Ze na zadiatku su telieska vzdialené od taziska o y = I/2. Teraz si uz len staéi
uvedomit, Ze teliesko na pruzinke ma nulovu rychlost v pozicii, ktora zodpoveda maximalnemu natiahnutiu
resp. stlaceniu pruzinky.

Odtial teda vieme, Ze amplitida pohybu, t.j. ako daleko sa teliesko dostane od rovnovaznej polohy pocas svojho

pohybu je
(o)
2 4k)| 4k

Uz staci len zistit pociatocnu fazu phi, na to si uvedomime, Ze na zaciatku pohybu sme v stave, kedy nulovi
rychlost) a vychylku od rovnovaznej polohy — £ = % . ( % + £ ) Stav oscilatora s nulovou rychlostou zodpoveda
maximélnej vychylke, preto bude amplituda kmitov prave 1. Pozicia kyvadla bude mat tendenciu narastat,

odtial teda ur¢ime pociato¢nu fazu kyvadla (pociato¢na pozicia je zdpornd, preto narastd) ako ¢ = 37/2

Preto pre x(t) moZeme napisat

(t)—(£+£)+£in z—kt+3—n —£+£ 1- %t
A=\ ") T ad m 2 )72 T\ R

Pre pozicie teliesok potom plati

x1(t) = xp(t) — x(t) = %%tz - é - 4—12 (1 —cos( %t)) ,

xo(t) = x2(£) + x(£) = 1—mt2 LB (1 —cos( Z—t)).
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1.6 Rozladené kyvadlo vzorak Jaro, opravoval Jaro

Takze podme na to! Ako prvé si musime vyjasnit, preco by sa vobec malo rotujice kyvadlo oneskorovat. Po-
zrime sa nan vo vztaznej sustave spojenej so sklenenymi doskami, takze trajektorie oboch kyvadiel vyzeraju
navlas rovnako, akurat ¢asovy priebeh polohy zavazia kyvadla na tejto trajektorii je v jednotlivych pripadoch
odlisny. V ¢om sa rotujuce kyvadlo li$i od obycajného? V ni¢om... lenze ho popisujeme v neinercialnej vztaz-
nej sustave, preto nan posobi okrem tiazovej i neinercialna odstrediva sila. Pozrime sa, ako sa to prejavi na

pohybe kyvadla.

Aby sme mali referencné vysledky, popisme v kratkosti spravanie nerotujuceho kyvadla. Podrobnu analyzu tu
nebudeme robit, pretoze predpokladame, ze problematika obyc¢ajného matematického kyvadla je vSeobecne
znama.” Po vychyleni kyvadla z rovnovaznej polohy nan posobi tiazova sila nenulovym momentom, ktory
sa ho snazi vratit do rovnovaznej polohy. V priblizeni malych vychyliek kona kyvadlo harmonicky pohyb
s uhlovou frekvenciou wy = \/g—/l, a teda peridda obyc¢ajného matematického kyvadla je

TO = 27'[\/?
g

Teraz mozeme pristapit k analyze rotujiceho kyvadla. Budeme vychadzat z druhej vety impulzovej, ktora
hovori, Ze ¢asova zmena momentu hybnosti je rovna celkovému pdsobiacemu momentu sil.* Matematicky
vyjadrené

AL —

V]

At
AT
At
polohy, napriklad v kladnom zmysle. Potom nan pdsobi tiazova sila momentom velkosti

V zmysle analdgie s transla¢nym pohybom” = Je. Nech je kyvadlo vychylené o uhol ¢ z rovnovaznej

‘]\7(;‘ = ‘7’_5 X FC:| = rg.mg = mglsin .

Priradime mu znamienko .- pretoze sa snazi vratit kyvadlo do rovnovaznej polohy, t. j. pdsobi v zdpornom
zmysle. Toto zatial plati aj pre nerotujtce kyvadlo. Lenze v pripade rotacie roviny kmitania uhlovou rychlostou
Q posobi aj odstrediva sila svojim momentom velkosti

. 1
IM,| = | x F,| = 15, - mQ?p = Icos ¢ - mQ*Isin g = EMFQZ sin (2¢).

Odstrediva sila ,,odtlaca“ kyvadlo od rovnovaznej polohy, t. j. jej moment posobi v kladnom zmysle, preto
mu priradime znamienko ,,+“. Moment tahovej sily lanka je nulovy. Teraz uz mozeme sformulovat pohybova
rovnicu rotujuceho matematického kyvadla

1
Je = —mglsin ¢ + Emle2 sin (2¢).

V priblizeni malych uhlov plati sinx ~ x. Matematické kyvadlo predstavuje hmotny bod na nehmotnom
zavese, preto ] = ml?. Aplikovanim tychto vztahov dostavame

s+(‘%—02)(p=0.

7 Ak nie je: vypocet je rovnaky ako pre ,,rotujiice” matematické kyvadlo s nulovou uhlovou rychlostou, t. j. bez odstredivej sily.

8Pri analyze rota¢ného pohybu je dobré uvedomit si analégiu s translaénym pohybom. Prislugné pohybové rovnice dostaneme
formalnou zamenou zodpovedajucich si veli¢in: hybnost — moment hybnosti, sila — moment sily, hmotnost - moment zotrva¢nosti,
zrychlenie — uhlové zrychlenie. ..

9|AT | _
‘At = ma
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Za predpokladu, Ze g > IQ?, v tom spoznavame rovnicu harmonického oscildtora s uhlovou frekvenciou w =

g/l - Q*. Periéda kmitania rotujiceho matematického kyvadla je teda

l
T=2m g—W>TO.

Zadanie sa nas pyta na cas 7, za ktory sa rotujice kyvadlo oneskori o polperiédu oproti oby¢ajnému mate-
matickému kyvadlu. Znamena to, zZe za tento Cas rotujuce kyvadlo prekmitne n-krat, teda v = nT, zatial ¢o
obyc¢ajné kyvadlo prekmitne (n + %)—krét, Cize T = (n + %) Ty. Dajme tieto vyjadrenia do rovnosti a dosadme
periody. Jednoduchymi matematickymi upravami dostaneme:

l ! 1 l
Sy B AN
g-1Q 2 g

, gl g-107
ST TR T

i (Ve )

Z vyjadrenia n v tomto tvare vidime, ze kladny pocet prekmitnuti dostaneme pre ,,+“, comu zodpoveda cas

T /8 g
T:YlT:§( ?—Qz'l'\/;).

Poznamka pre naro¢nych

V tomto momente sme sa dopracovali k vysledku, takze mozeme byt spokojni. Alebo Zeby nie? V priebehu
vypoctu sme narazili na situdciu, v ktorej sme predpokladali, ze g > IQ?.

Co by sa ale stalo, keby kyvadlo rotovalo tak rychlo, Ze by tito podmienka nebola splnena? V takom pripade
by rieSenie pohybovej rovnice kyvadla neviedlo na harmonické kmity, ale na exponencialny narast vychylky.
Znamena to, Ze by kyvadlo zacalo Sialene rotovat? Nie, pretoZe nami odvodenad linearizovana pohybova rovnica
plati len pre malé vychylky.

Tak ¢o sa teda deje v pripade vysokej uhlovej rychlosti otacania? Aby sme to vedeli rozhodnut, pozrime sa na
to, ako sa meni celkovy moment sily pdsobiaci na kyvadlo v zavislosti od vychylky

= —mglsin ¢ + mPQ? sin ¢ cos ¢ = mlsin ¢ (lQ2 cos ¢ —g) .

Kyvadlo je v rovnovéznej polohe, ked nan posobi nulovy moment sily. Hned vidime, Ze poloha ¢, = 0 je
rovnovaznou polohou za kazdych okolnosti. Ako v$ak nasa analyza ukazala, je stabilna, t. j. umoznuje har-
monické kmitanie, len kym Q < \/g , a potom sa stava nestabilnou. Avsak pri prekroceni tejto uhlovej rychlosti
sa objavuje nova rovnovéazna poloha ¢, = arccos :25,'” ktora je stabilnou, takze kyvadlo prejde do tejto novej
polohy a bude okolo nej kmitat.

Ako bonus si skuste spocitat, ze takéto kmitanie je naozaj mozné. Na prvy pohlad sa to mdze zdat ako totalny
humus, ale je to naozaj spocitatelné. Hint: postup je uplne rovnaky, akurat vychylku tentokrat merajte od
rovnovaznej polohy ¢,.

10T4to rovnovazna poloha sa objavuje, az ked g < IQ?, pretoze argument funkcie arccos neméze byt vacsi nez 1.
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Komentar k rieSeniam

Pri opravovani som nenarazil na ziadnu chybu, ktora by sa hromadne vyskytovala, preto by som tu chcel uviest
len dve poznambky.

Viécsina z vas na rozdiel od vzoraku riesila tuto tlohu pomocou sil. Tento postup vas doviedol k spravnemu
vysledku, pretoze sa jednalo o matematické kyvadlo. V pripade fyzikalneho kyvadla by ste sa vSak momentom
sil a druhej vete impulzovej nevyhli. Preto odporuc¢am osvojit si postup pouzity vo vzoraku.

Po druhé by som vas chcel vyzvat, aby ste upravovali vysledky do Iudskejsej podoby. Isteze, vyraz, ktory je vdaka
zlozenym zlomkom na papieri vyssi nez dlhsi, s po¢etnymi odmocninami moéze mat svoje ¢aro. Nechcem si
ale predstavit, ako ho nahadzujete do kalkulacky, keby ste chceli numericky vysledok. Tymto chcem pochvalit
Legolasa, ktory ako jediny myslel na opravovatela a vysledok uviedol v stravitelnom tvare.

1.7 Vesmirne prazdniny vzoréak Kvik, opravoval Kvik

Zakladom bolo sa tejto tlohy nezlaknut. Na prvy pohlad mozno vyzera celkom desivo'’, ved pohyb po elipse
v centralnom poli je nepravidelny, rychlost sa neustale meni a vysledné rieSenie pohybovych rovnic je hnusne
komplikované. Pravdaze, integrovanim sa da vyriesit mnoho vaznych zivotnych problémov a toto nahodou
je jeden z nich. Hlbsie zamyslenie vSak rychlo ukaze, Ze sa da vyriesit rychlo a priamociaro. Ukazeme si, ako
pouzit nejaké kladivo, ktoré pozname'?. Napriklad druhy Keplerov zakon.

Cteny kolega Kepler svojho ¢asu analyzoval velmi presné a detailné pozorovania pohybov planét. Pri doklad-
nom prezavani dat prisiel na to, Ze planéty sa pohybuju po elipsach a Ze plo$na rychlost, ktorou sprievodic
planéty ,zameta“ plochu drahy, je konstantna. Sprievodi¢om sa rozumie usecka spajajica bod, do ktorého nas
sila taha (teda v naSom pripade Slnko) s telesom. Teda ked'sa na planétu pozrieme v dvoch rdznych okamihoch,
vzdialenych v ¢ase AT, zametena plocha bude vzdy rovnaka, nezavisle na case a presnej polohe telesa.

Obrazok 2: Plochy zametené sprievodicom za rovnaky cas AT

Na dodkladnejsie vysvetlenie, preco to tak je, vSak prisiel az obcan Newton. Druhy Keplerov zakon je v skuto¢-
nosti iba dosledkom zakona zachovania momentu hybnosti. Centralna sila, teda v naSom pripade gravita¢na,
totiz moment hybnosti menit nemoéze - jej zlozka, kolma na polohovy vektor, je predsa nulovd. Lepsie to
uvidime, ked' si nakreslime malicky tusek drahy:

""Popravde sa medzi¢asom skuto¢ne vyskytla na skuske na Matfyze :-)
12 Alebo by sme ho uréite poznat mali.
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Obrazok 3: Plocha zametend sprievodicom za zanedbatelne krdtky cas dt

Plocha trojuholnika zameteného za maly cas df je zjavne rovna polovici plochy rovnobeznika, ktorého plochu
vieme vyjadrit vektorovym su¢inom 7 x V. No a moment hybnosti je — aZ na konstantu m/2 - vyjadreny
zjavne tym istym vyrazom:

L=Fxp=Fxmv=mFx7,
takze oba zakony tu popisuju tu istt skutoc¢nost.
No a teraz k ulohe. Najprv si dokladne zanalyzujeme elipsu a zamyslime sa, ¢o o nej vieme zistit. Vzdialenost
ohniska od geometrického stredu elipsy udava linedrna excentricita ae, kde a je dlzka jej hlavnej (dlhsej) polosi.
e je numericka excentricita, spomenutd v zadani, teda bezrozmerné ¢islo, ktoré udava, ako velmi je elipsa
splostena. Napriklad pre e = 0 dostavame kruznicu. Plocha celej elipsy je mab, kde b je dlzka vedlajsej (kratsej)
polosi. Nakoniec si este povieme, Ze medzi tromi spomenutymi hodnotami plati vztah

b=aVv1-e?

ale ako neskor zistime, nebudeme ho vdbec potrebovat poznat.

Teraz si drahu nakreslime znovu, aj s ozna¢enim vyzna¢nych bodov:

A

B

Obrazok 4: Obeznad driha uzimenej planétky

A dalej to uz pojde rychlo. Z druhého Keplerovho zékona vyplyva, Ze pomer doby stravene;j v teplejsej polovici
drahy k celej periode obehu je rovnaky, ako pomer plochy sivej eliptickej vysece ASB k ploche celej elipsy.
Plochu vysece vieme spocitat ahko, je to rozdiel plochy polovice elipsy a trojuholnika ASB, ¢ize

nab ae-b it
— -2 zab(——e).
2 2 2
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To uz iba dame do pomeru s plochou celej elipsy a hla, mame vysledok:

ab(g—e) _ E—e_l
nab i3 2

Na zaver si ukdzeme jednoduchu, ale zaujimavu vec: totiz, Ze tento pomer nikdy neklesne pod urcitt nenulova
konstantu. Na prvy pohlad by sme mali vidiet, Ze najvacsi bude vtedy, ked sa excentricita bude blizit k 1, teda
dréha bude velmi ,,pretiahnutd“®. Pre hrani¢ny pripad e = 1 dostavame nezvyklé &islo 2 — 1 = 22 = 0,1817.

Toto by uz sice bola parabola, ni¢ nam v3ak nebrani zobrat Iubovolné ¢islo o trosku mensie od 1.

Takze kazda planéta musi v slne¢nej$ej polovici svojej drahy stravit najmenej 18,17 % ¢asu - o nieco viac, nez
$estinu svojej obeznej doby.

Komentar k rieSeniam

Jedinou a najhorsou chybou, ktoru ste tu mohli spravit, bolo tlohu neriesit, pretoze na sedmicku bola skuto¢ne
neobvykle lahka'“. Prakticky v$etky riesenia boli spravne a okrem jedného v podstate identické so vzorakom,
navyse v drvivej vac¢$ine aj devitbodové. Z plného poctu som vsetkym dokopy strhol len tri body, vsetko za
drobné numerické nezrovnalosti.

Vecnu Cest a slavu ziskava Mati$ Kopunec, ktory ako jediny na problém vytiahol najtazsi kanon a spravne
rieSenie doslova vymlatil cez polarne siradnice a excentricku anoméliu. Nuz, ked hruba sila nepomaha, je to
len priznak, Ze jej nepouzivate dost.

3 Samozrejme, pre vicsie hodnoty excentricity e sa toto ¢islo este zmensi, ale drahou bude parabola alebo hyperbola - teda otvo-
rené krivky, kde sa neda hovorit o blizsej polovici dréhy.
1A ¢o si budeme hovorit - velmi dobre sa opravovala ;-)
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