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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Nasledujuca stanica... vzorék Martin, opravoval Martin

Vlak sa pohybuje v prostredi vyplnenom vzduchom, ktory mu v jazde tvori prekazku. Na otvorenom pries-
transtve vzduch obteka vlak zvrchu a zo stran. Ked vlak prechadza tunelom, nastava tzv. ,piestovy efekt®.
Kedze plocha prierezu vlaku spravidla nie je vyrazne mensia nez plocha prierezu tunelu a vlak sa pohybuje
pomerne rychlo, vlak v tuneli pred sebou vytvara oblast s vy$§im tlakom a za sebou oblast s niz$im tlakom.
Cast vzduchu je tak z prednej Casti tunelu vytlacend a do zadnej asti tunelu je zase nahnany &erstvy vzduch.
Takymto spdsobom sa vSak pri prejazde vlaku tunelom nevymeni véetok vzduch v tuneli. Medzi vlakom
a tunelom je stale priestor, cez ktory vzduch prechddza. Na rozdiel od situdcie, kedy sa vlak pohybuje na
otvorenom priestranstve, teraz moze vzduch prechadzat iba priestorom medzi vlakom a tunelom. Tym pa-
dom moze prechadzat mensou plochou, nez ked sa pohybuje mimo tunelu. Rovnica kontinuity mé tvar

Si-vi=8;vy,

kde S je plocha, ktorou vzduch moéze prudit, a v je jeho rychlost, pricom indexy 1 a 2 oznacuju situdciu mimo
a v tuneli. Z nej vyplyva, ze vzduch obtekajuci vlak v tuneli bude mat vyssiu rychlost nez vzduch obtekajuci
vlak mimo tunelu. Nasledne sa pozrieme na Bernoulliho rovnicu, ktord ma tvar!

1 2 1 2
prtovip=patoonaps

kde p je tlak, v je rychlost a p je hustota a indexy opét oznacuju prudenie v a mimo tunela. Z nej vyplyva, ze
ak sa rychlost tekutiny (teda kvapaliny alebo plynu) zvysi, tak sa v nej znizi tlak. KedZe vzduch obtekajuici
vlak v tuneli ma vyssiu rychlost ako vzduch obtekajici vlak mimo tunela, bude v iom nizsi tlak. Po prechode
vlaku do tunela sa znizi aj tlak vnutri vlaku, kedZe nie je vzduchotesny. Vzhladom na rychlost vlaku bude
zmena tlaku vzduchu pomerne rychla a vyrazna, vplyvom ¢oho cestujicim zalahne v u$iach, teda tlak vich
strednom uchu sa nestihne v kratkom c¢ase vyrovnat atmosférickému tlaku.

Tunel je $irsi a vy$si nez vlak preto, aby bola medzi vlakom a tunelom dostato¢na medzera pre prudiaci
vzduch a aby tak nebola spdsobena prili§ velka zmena tlaku. Keby bol okrem vlaku v tuneli priestor iba pre
trak¢né vedenie, vzduch by prechadzal prave iba tymto priestorom a tak by taktiez mohlo dojst k poskodeniu
vedenia.

2.2 Wingardium leviosa vzorék Marek, opravoval Marek

Z obrazka je zrejmé, Ze priemer kladky 2r zodpoveda vzdialenosti hacikov drziacich land na stole a stredov
zavazi, o ktoré st opevnené druhé konce lan. Budeme predpokladat, Ze vSetky kladky visia v rovnakej vyske
a sucty vysky zédvazia a dlzky lana st vo véetkych pripadoch rovnaké (¢o ak by neplatilo, stalo by sa nie¢o
podobné, ako ked ma st6l jednu nohu dlhsiu alebo kratsiu ako ostatné, ¢o by sa Katke urcite nepacilo).
Hmotnost hacikov, kladiek a lan je vzhladom na hmotnost stola zanedbatelna.

'V tejto rovnici tunel povazujeme za vodorovny, a preto v nej nie je ¢len za potencidlnu energiu tekutiny.
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KedZe stdl visi v pokoji, znamena to, Ze vysledna sila, ktora nan posobi, je nulova. Na stol posobi gravita¢na
sila

FG:Mg,

kde M je hmotnost stola. Na kazdé zo zavazi posobi gravita¢na sila
Fy=mg,
kde m je hmotnost jedného zavazia. Z toho vyplyva, Ze na ststavu zlozenu zo stola a $tyroch zavazi posobi
gravitacna sila
Foug = Fo + 4F, = (M + 4m)g.

Sila, ktorou pdsobia lana na stol musi byt rovnako velkd, ale opa¢ného smeru.

Obrazok 2.2.1: Schéma jednej kladky v rovnovdznej polohe

Na pevnu kladku sa da pozerat ako na dvojramennt paku s rovnako dlhymi ramenami. Aby bola kladka v
pokoji, vyslednica vsetkych sil, ktoré na niu pésobia musi byt rovna nule a zaroven st¢et momentov sil musi
byt nulovy. Predpokladajme, Ze na kazdu z kladiek pdsobi rovnako velka sila.

Prvé ¢ast podmienky hovori o tom, Ze kladka nevykondva posuvny pohyb, ¢o je zrejmé z toho, Ze Katka
kladky pripevnila o strop, takze sila, ktorou land pdsobia na kladku v smere gravita¢ného zrychlenia (dolu)
je rovnaka ako sila, ktorou strop posobi na kladku v opa¢nom smere.

Podla druhej ¢asti podmienky, kladka nekona otac¢avy pohyb. Otacavy ucinok sily opisuje velicina moment
sily, ktorej velkost je urcena ako

M = Fr,
kde F je sila sposobujuca otdac¢avy pohyb a r je rameno sily, t. j. kolma vzdialenost vektorovej priamky sily od
osi otdcania, ¢iZe vzdialenost posobiska sily od stredu kladky.
Z obrazka je zrejmé, Ze

M1 = Flr

Mz = Fz?’.

Aby bol otacavy ucinok nulovy, momenty sil sa musia rovnat:

Ml = MZ)
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preto
Fl = Fz.

Zistili sme, Ze kazdé z lan je napinané rovnakou silou. Pretoze lan je spolu 8 a kazdé z nich je napinané
rovnako velkou silou T, musi platit

8T = Fgag,
¢ize kazdé lano je napinané silou
Foyy Mg+4mg
8 8

T

Zavazia su v pokoji a na kazdé z nich pdsobi gravitacnd sila F, v smere gravitacného zrychlenia (dolu), sila T
proti smeru gravitacného zrychlenia (hore) a tlakova sila stola F; proti smeru gravitacného zrychlenia, teda

Fg = Ft + T,
odkial vypocitame, Ze stol tla¢i na kazdé zavazie silou

F, Mg+4 M M

Aby bola tato sila kladna, teda aby posobila v smere, ktory sme ur¢ili a nie naopak, musi naozaj platit pod-
mienka M < 4m uvedena v zadani.

Komentar k rieSeniam

Casté chyba bola, Ze sa za silu pnutia povazoval sucet velkosti sil pdsobiacich na kazdy z koncov lana (X242,

ozna¢me ju F), ¢o je ale sila, ktorou je tahand jedna kladka. Predstavte silano priviazané o strom, ktoré tahate
silou velkosti F. Rovnako velkou silou, ale opa¢ného smeru pdsobi aj strom (mozete si teraz namiesto stromu
predstavit kamarata, ktory taha tiez silou velkosti F, ale opa¢ne, ako vy, ¢im sa situdcia pre lano ani Vas vobec
nezmenila). KedZe Vy tahdte lano, z 3. Newtonovho zakona priamo vyplyva, Ze lano upevnené o strom taha
Vas rovnako velkou silou, ale opa¢ného smeru. To je v podstate ta sila, ktorou pdsobi kamarat, resp. strom.
KedZe je sustava (teda Vy, lano a strom, resp. kamarat) v pokoji, md nulové zrychlenie, ¢ize vektorovy sucet
posobiacich sil je nulovy. Keby kamarat pdsobil inou silou ako vy, taito podmienka by neplatila, ¢o je vrozpore
so zadanim ulohy. Ked uvazime, Ze kazdy z 8 koncov lana by na sustavu tvorenu stolom a kladkami posobil
silou F smerom hore, vo vysledku by bola sustava tahana silou velkosti 2M + 8m, ¢o je dvojnasobok tiazovej
sily posobiacej na st6l v opacnom smere.

2.3 Prvacke upratovanie vzordk KatkaN, opravovala KatkaN

Pozrime sa, ¢o sa deje s rebrikmi po tom, ¢o ich Tomas pusti. Na kazdua priecku prvého (rovného, normal-
neho) rebrika pdosobi v jej tazisku gravita¢na sila smerom nadol. Ked sa najspodnejsia priecka dotkne zeme,
okamzite zastavi a zvy$né priecky to nijako neovplyvni — padaju dalej volnym padom.

V pripade druhého ($ikmého) rebrika je v$ak situdcia ind. Rovnako, ako v predoslom pripade, posobi na
kazdu priecku v jej tazisku’ gravita¢na sila smerom nadol. Rozdiel nastava az v momente dotyku najspodne-

Pri¢om taziskd prie¢ok normalneho a $ikmého rebrika st v momente pustenia v rovnakej vyske.
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jSej priecky so zemou. KedZe je priecka $§ikma, zeme sa dotkne najskor jej spodna ¢ast (resp. spodny roh). Na
tento roh za¢ne podlozka posobit silou smerom nahor takej velkosti, ze zabranuje priecke prepadat sa pod
zem. Kedze tato sila od podlozky posobi proti gravitacnej, spodnd priecka bude urychlovand nadol menej
ako pred tym. Teda aj spolo¢né tazisko vsetkych priecok rebrika bude nadol urychlované menej ako v pri-
pade volného padu. A to je predsa mensie zrychlenie ako zazival normalny rebrik! Ako teda moze rebrik so
$ikmymi prieckami dopadnut skor?

Vratme sa spatk jeho spodnej priecke. KedZe ta sa dotyka zeme len svojim spodnym rohom a samotné tazisko
priecky este nedopadlo, vznikne posobenim gravitacnej sily moment sily, pricom os otacania je prave ta cast
priecky, ktora sa dotyka zeme. Ako uz bolo spomenuté, tazisko priecky bude zrychlovat nadol menej. Avsak
moment gravita¢nej sily bude sposobovat rotaciu priecky, konkrétne jej horny koniec pdjde smerom nadol,
¢im vznikne v lane tahova sila smerom nadol. Zvysok rebrika nad prieckou dotykajticou sa zeme tak citi dve
sily - gravitacnu a teraz aj tahovt silu nadol od lana. Preto je zvysok rebrika urychlovany nadol viac ako keby
padal volnym padom. Takymto spdsobom budu kusok po kusku priec¢ky sikmého rebrika urychlovat vsetky
ostatné nad sebou, v ¢oho dosledku dopadne najvyssia priecka tohto rebrika znatelne skor, nez najvyssia
priecka normélneho rovného rebrika.

Dobré by bolo aj zdovodnit, pre¢o v tomto pripade neuvazujeme odpor vzduchu ako relevantny dévod spo-
malovania rovného rebrika. Z takej malej vysky, z akej predpokladame, ze Tomas rebriky pusta, (zhruba
meter az dva) je jednoducho odpor vzduchu natolko zanedbatelny, Ze by rozhodne nedokazal spdsobit taky
rozdiel v ¢asoch padu, k akému v pripade takychto dvoch rebrikov dochadza.

2.4 Cutting-edge odporova siet vzorak Péder, opravovala Péder
Na zaciatok si treba povedat par veci, s ktorymi budeme v tomto vzoraku pracovat.

Prvou z nich st alternativne zapojenia. V obvode totiz nezalezi na tom, v akom poradi st rezistory zapojené.
Podstatné je len kolko ich je a ako sa vetvia, takze z tych istych rezistorov mdzeme vytvorit viacero obvodov,
ktoré vyzeraju inak, ale maji uplne rovnaké vlastnosti. To vidime aj na vzorc¢ekoch ktoré ndm umoznuju
spocitat odpor nasej suciastky. Na zopakovanie spomenieme, Ze pre sériové zapojenie plati, Ze celkovy odpor
série rezistorov je rovny suctu ich odporov a pre paralelné, Ze prevratena hodnota celkového odporu je rovna
suctu prevratenych hodnot odporov jednotlivych vetiev zapojenia. Toto nam bude napomocné neskor, kedze
vdaka tomu moZeme znacne zredukovat pocet moznych novych obvodov z 36 na 6.

Druhym délezitym principom, ktory sa nam zide su transformacie z hviezdy na trojuholnik a naopak. Ten v
zasade hovori, Ze ked mame v obvode tri vrcholy spojené do trojuholnika rezistormi, vieme obvod prekreslit

tak, Ze bude vyzerat ako hviezda a naopak, vid obrazok 2.4.1. To ndm umozni poodstranovat rdzne priecky
a poprepdjat kazdé zapojenie tak, aby sa dalo pocitat a vyhli sme sa Kirchoffovym zdkonom.

q

Obrazok 2.4.1: Transformdcia hviezda-trojuholnik.
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Nie je to v8ak celkom jednoduché. Pri takomto prekresleni totiz musime zmenit odpory jednotlivych vetiev,
aby mal novy obvod rovnaké vlastnosti ako ten stary. Pre ucely tohto prikladu to znamena, ze novy odpor
vetvy pri transformacii z hviezdy na trojuholnik bude rovny 3R a novy odpor pri transformdcii z trojuhol-
nika na hviezdu to bude £. Viac o tom, ako sa dopracovat k tymto hodnotdm a ako a preco funguje tito
transformdcia sa da najst tu.

Pévodny obvod:

Tak si podme spocitat odpor poévodného zapojenia. Tu sa nam zide zamysliet sa nad tym, ktorymi vetvami
aj redlne tecie nejaky prad. Vieme totiz, ze napdtie vyjadruje rozdiel potencidlov medzi dvoma bodmi, takze
logicky, ak majui dva body rovnaky potencidl, bude medzi nimi nulové napitie. A kde nie je napétie, nepotecie
ani prad (aj ak su tie dva body priamo spojené drotom). No, ale ako teraz zistime, ktorymi drétmi netecie
prud? Samozrejme by sa to dalo spocitat, ale sta¢i nam pouzit jednoduchy trik ktory vyuziva symetriu ob-
vodu. Pretoze ak je nas obvod zlozeny z dvoch tplne identickych vetiev (¢o sa tyka poctu, odporu a uloZenia
rezistorov), na analogickych miestach oboch vetiev bude vidy rovnaké napitie.

No a najjednoduchs$im pripadom ako vieme spojit miesta s rovnakym potencidlom v obvode ktory ma tri
vetvy je presne zapojenie v zadani. To znamena, Ze strednymi drotmi nepotecie Ziaden prud a mozeme si ten
obvod prekreslit ako na obrazku 2.4.2.

R — T —

Obrazok 2.4.2: Pévodny obvod

Pre celkovy odpor obvodu R, tym padom plati
1 1 1 1 3

= + + =—,
R, R+R R+R R+R 2R

Strihanie:

Tak a teraz sa podme pozriet na vietky novovzniknuté obvody po dvoch prestrihnutiach. Ciernou si znacené
povodné rezistory s odporom R, ¢ervenou prestrihnuté rezistory, zelenou rezistory vytvorené transformaciou
trojuholnik-hviezda, takze maju odpor £ a modrou tie vytvorené transforméciou z hviezdy na trojuholnik s
odporom 3R.
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Obvod 1:

K e N =/ =

Obrazok 2.4.3: Obvod 1

V tomto pripade sme prestrihli jeden rezistor iduci z bodu A a druhy na neho nadvézujuci rezistor pokracu-
juci do bodu B. Strednymi rezistormi opiat nepotecie zZiaden prud a odpor obvodu bude

1 1 1 2 1
+

R. R+R R+R 2R R’

= R. =R.

Obvod 2:

— AN/

Obréazok 2.4.4: Obvod 2

Tentokrat sme zase prestrihli rezistor idici z bodu A (alebo B, to je jedno) a stredny rezistor, ktory nan nenad-
vdzuje. Potom bolo treba pouzit jednu transformaciu z hviezdy na trojuholnik a prestrihnut novovzniknuty
stredny rezistor, ktorym netiekol prud. No a vypocty vyzerali nasledovne. Paralelné zapojenie modrého a
¢ierneho rezistora ma odpor

3R
R, =—.
= p 4
Odpor celého obvodu potom bude
1 1 1 4 4 8
— = + =—+—=—,
R, 3®4+R 2X4+R 7R 7R 7R
7
= R, = =-R.
8
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Obvod 3:

A = N =N e

Teraz sme opit prestrihli rezistor iduci z bodu A, ale k tomu pre zmenu nadvazujuici stredny rezistor. Prva
polovica obvodu je celkom fajn a v druhej je pekny trojuholnik, z ktorého vieme spravit hviezdu a ziskat
tym dve paralelné vetvy, z ktorych sa jedna vetvi. To malé paralelné zapojenie jedného a dvoch rezistorov s
odporom R bude mat odpor

11 13
R, R 2R 2R’
2R
= Rpl = —
Velké paralelné zapojenie teda bude
1 1 1 1 3 7

= —+
Ry, #+2 R+2 R 4R 4R

4R
= Rpp = 7
A cely obvod ma teda odpor
4R R 1
RC = — —_ = —9
7 3 21

Obvod 4:

NN — N =L~

Obrazok 2.4.5: Obvod 4

Tentokrat sme strihali dva stredné rezistory. Tu moézeme pretransformovat strednu hviezdu, ktord tam
vznikla, na trojuholnik. No a kedZe uz vieme aj aky odpor m4 to malé paralelné zapojenie (3R), tak mozeme
zratat odpor celého obvodu

11,1t o1 1.1 .1 3
R, 3R 2R 3R 3R 3R R SRR’
2
= R.==R
3
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Obvod 5:

/{ — { — e
L ki 1
Obrazok 2.4.6: Obvod 5

Na vytvorenie piateho obvodu sme prestrihli dva rezistory vychddzajtice z bodu A. Takze nam tu opat vysla
hviezda, ktort prekreslime na trojuholnik a uZ sa to d4 spocitat. Malé paralelné zapojenie mé odpor 3R, to
uz sme spocitali davnejsie. Velké paralelné zapojenie potom bude mat odpor

1__ 1 1 _4 4 2
R, R433R R 6R 3R R
:R—R
P_z'
A cely obvod bude
R
R,=—+R=-R
2
Obvod 6:

AV CH
(—) —))\)\—>|:|:| —

Obrazok 2.4.7: Obvod 6

Nakoniec ostalo este prestrihnutie jedného rezistora z bodu A a druhého z bodu B tak, aby na seba nenadvi-
zovali. To si vieme prekreslit na takéto trojuholnicky, a potom dva z nich prerobit na hviezdy, ¢im ziskame
obvod, s ktorym sa da pocitat. Odpor paralelného zapojenia vypocitame ako

1 1 N 1 1+1 21
o R R "R.R SR "2R _1nn’°
Rp §+R+§ g*l—g 3 Y 10R
10
=R, =—R
21

A odpor celého obvodu bude
_10R R R _10R 2R 8

+ =+ +
213 3 21 3 7

c

No, ani to nebolelo a je hotovo.
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2.5 Winter is coming vzordk MatusH, opravoval MatusH

Matusa budeme v ramci vypoctu uvazovat ako hmotny bod, ktory sa hojda na hapacke.® Aj ked cela hmot-
nost dime do jedného bodu, musime pamitat, Ze usta, z ktorych vyplava kostky, nie su v rovnakej vzdi-
alenosti od osi oté¢ania. Usta st pravdepodobne a = 0,5 m nad hojdackou v pokoji a nohy sa tesne ne-
dotykaju zeme. Jeho tazisko dame do stredu jeho vysky ked sedi, a teda I = 4 m od osi otacania.

Na to, aby sme vypocitali let kostky, potrebujeme poznat Matt$ovu rychlost v okamihu, ked ju vypluje. Ta
vieme zistit zo zakona zachovania mechanickej energie. Ked je Matu$ vychyleny o maximalny uhol, cela
jeho energia je vo forme potencialnej energie. V inych momentoch to je sicet jeho potencidlnej a kinetickej

evve

energie. Ak uvazime nulovu potencialnu hladinu v momente, ked je hojdacka najnizsie, dostavame
1
E.=mgl(1-cos45°) = Emu2+mgl(1—cos¢), (2.5.1)

kde m je Mati$ova hmotnost, u jeho rychlost a ¢ jeho aktudlna vychylka. Z tejto rovnosti vieme vyjadrit v
ako funkciu ¢, pricom dostavame

u =/2gl(cos ¢ — cos 45°). (2.5.2)

Takto ale dostavame rychlost hmotného bodu, ktorym aproximujeme Matus$a. Nas v skuto¢nosti ale zaujima
rychlost jeho ust. KedZe obe tieto veci vykonavaju pohyb po kruznici rovnakou uhlovou rychlostou, rychlost
ust dostaneme, ak rychlost hmotného bodu prendasobime pomerom ich vzdialenosti od osi otd¢ania. Preto
pociatoc¢na rychlost kdstky (udelena pohybujucou sa hojdackou) je

—a

w =+/2gl(cos ¢ — cos45°)l

T (2.5.3)
S touto znalostou uz vieme napisat pociato¢né podmienky pre kdstku. Hodnoty suradnic x a y su
xo=(l—-a)sing,
(2.5.4)
yo=h+1-(l-a)cos¢
arychlost je
Vx =W cos¢ +vcos0,
(2.5.5)
vy = wsing + vsin 0,
kde 0 je uhol s horizontalou, pod ktorym Matus vypluje kostku.
Ked Matus kostku vypluje, ide o Sikmy vrh. Jej okamzitu vysku vieme vypocitat ako:
1 2
Y =Yo+vyt- Egt . (2.5.6)

Zaujima nas cas, kedy kostka dopadne na zem, resp. pri akom case nastane y = 0. Tym dostdavame kvadrat-

icka rovnicu pre cas t
_vyi,/v)2,+2gy0 _Vy+w/v§+2gy0 (2.57)

—& 4

tq =

3Presnejsie priblizenie by bolo fyzikdlne kyvadlo s nerovnomerne rozlozenou hustotou. Kedze zadanie ale neudava Matugovu
hmotnost, takyto vypocet nebudeme robit.
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Vyberieme rieSenie s minusom, lebo vieme, ze ¢as ma vyjst kladny.* Teraz uz vieme, ako dlho kostka letela.
Vzdialenost, do ktorej dopadne je preto

d = xy + Vlg. (2.5.8)

Mozeme do tohto vzorca zacat dosadzovat, no uz prvého pohladu vidime, Ze vysledny vyraz by bol dlhy.
KedZe nas zaujima len vysledok, tak sa tejto robote vyhneme.

Teraz ostava uz len vypoditat tto vzdialenost pre rozne kombindcie uhlov ¢ a 6. Tuto pracu prenechame
pocita¢u. Konkrétne kratkemu skriptu napisanému v jazyku Python, ktory tieto vzdialenosti vypocita a najde
medzi nimi td najvacsiu. Taky skript vyzera napriklad takto:

# importujeme funkcie sin, cos, sqrt a hodnotu pi, aby sme ich mohli pouZit
from math import sin, cos, pi, sqrt

# vytvorime premenné pre zadané konstanty a nase vytvorené konstanty

g, L, v, h, a=9.81, 4, 1, 0.5, 0.5

# sem budeme ukladat priebeZne najvdcsiu vzdialenost a uhol, pri ktorom bola dosiahnutd
max, mphi, mtheta = 0, 0, 0

# prejdeme cez vsetky mozZné kombindcie phi a theta
# (presnost mdme aktudlne 0,1 stupna, preto ideme aZ po 451(9601) a potom delime 10)
for phi in range(0, 451):
for theta in range(0, 901):
# premenime ich na radidny, lebo s nimi rdtaju nase funkcie sin a cos
phir, thetar = phi/10/360*2*pi, theta/10/360*2*pi
# nastavime pociatocné podmienky
x0 = (1L - a) * sin(phir)
yo = h + 1 - (1 - a) * cos(phir)
w=sqrt(2 * g * 1 * (cos(phir) - cos(pi/4))) * ((L - a) / 1)
vx = w*cos(phir) + v*cos(thetar)
vy = w*sin(phir) + v*sin(thetar)

# vypocCitame cas dopadu a vzdialenost dopadu
td = (vy + sqrt(vy**2 + 2*g*y0))/(9)
d = x0 + vx*td

# skontrolujeme, ¢i neslo ndhodou o novi maximdlnu hodnotu,
# ak dno zapiseme si ju
if d > max:

max = d

mphi = phti

mtheta = theta

# po tom, ako pre kazdu kombindciu vypocCitame vzdialenost, vypiseme td maximdlnu
print(f”””Késtka doleti najdalej {max:.6f} metra.

V momente, ked ju vyplujeme, hojdacka bude zvierat uhol {mphi/10}° s vertikalou.
Matis vtedy vypluje kostku pod uhlom {mtheta/10}° voc¢i horizontdle.”””)

# ak by sme chceli vypisat hodnotu pre konkrétne celocCislené ’phi’, ’theta’, pouZijeme
# print(vysledok[phi][theta])

*Zaporné riedenie je, ak by sme isli v Case spét.
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Po spusteni programu zistujeme, Ze najlepsie je kostku vyplut, ked je hojdacka vychylena o uhol 29° a kostku
vyplujeme pod uhlom 32,4° vo¢i horizontéle.

2.6 Neposedna lyzicka vzorak Marian Koval, opravoval Matko
Ako vzorové riesenie sme pouZili riesenie Majka Kovala so zopdr kozmetickymi tipravami.

Marian Koval
Gymndzium Grosslingovd 18, Kvinta A
Priklad ¢islo 6

Kedze lyzicka sa po miske hybe bez trenia, sila je iba kolma na povrch misky. Miska je rota¢ne symetricka
okolo osi z, horizontalna zlozka normalovej sily, ktorou miska pdsobi na lyzicku bude iba v radidlnom smere
- do stredu. Ak sa lyzicka dotyka misky v dvoch bodoch (¢o sa bude vzdy, ak nebude vyvazena na jednom
konci, ¢o je jedno z rieSeni), posobia na nu dve sily v horizontalnom smere - od tychto dvoch bodov. Tieto
dve sily sa musia odc¢itat, a teda musia pdsobit v presne opacnych smeroch. KedZe sila od misky pdsobi vzdy
presne smerom do stredu, konce lyzi¢ky musia byt na opac¢nych stranach od osi z. Vezmem teda zvisly rez
priestorom, ktory obsahuje lyzicku aj stred misky. Viem, Ze Ziadne sily nebudu vychylovat lyzi¢ku z tejto
roviny, a teda mi staci ulohu riesit v 2D pripade, kde z = ;‘—;. Lyzicka bude v stabilnej polohe, ked vyslednica
sil aj momentov sil na niu pdsobiacich bude nulova.

Viem, Ze ak posuniem sily v smere ich p6sobenia, nezmeni sa ich efekt (celkova sila ani moment sily). Mozem
ich teda presunut do jedného bodu a tam ich s¢itat. Aby bola celkova sila nulova, stucet sil od misky musi
byt zvisly a rovny tiazi. Kedze tato sila je zvisla, mozem ju posuvat v zvislom smere. Aby bol moment sily
nulovy, tato sila by sa mala dat posunut do taziska. To znamena, Ze aby bola situdcia stabilnd, musia sa x-ové
zlozky normaly v koncoch lyzi¢ky vynulovat.

Obrazok 2.6.1: Lyzicka v miske
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Normalové vektory su kolmé na doty¢nicové vektory, takze ich viem vypocitat vypocitanim doty¢nic (de-
%% = 3) anaslednym otocenim 0 90°. Ak sa lyZicka dotyka misky v bode s x-ovou
suradnicou xj, tak doty¢nicovy vektor tam je

rivacia tvaru nadoby je

a normalovy teda je

X1 )

n=-—,1|.
p

V druhom bode dotyku je analogicky”

t=(1, ﬁ)
p

n, = —ﬁ, 1)
p

Z toho vieme zistit rovnice priamok, na ktorych lezia normalové sily, konkrétne

(-3 - <z—zl>(—;

X2

(x—x3) = (z—zz)(—g :

Ked vyrie$im tieto rovnice pre x a y, pricom x bude rovné #3*2, znamena to, Ze tieto sily sa s¢itaju do taziska.

Takze

(2.6.1)

Odc¢itam druhti rovnicu od prvej

X1 — X2 ( Z1) ( Zz)
Z =X 1+ — — X 1+ —=
p p p

zZ= [X1(1+é)—x2(1+2)] p _ xl(p+21)—x2(p+zz).
p p/x

- X2 X1 — X2

a vyjadrim

>Mbzeme sa uistit, Ze toto st kolmé vektory, staci njst ich skaldrny stcin a zistime, Ze vyjde 0.
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Teraz to dosadime naspat do rovnice (2.6.1), ¢im odstdvame

Lalprz) —x(prz)x ( zl)
p

X1 1+—1.
X1 — X2

Vyjadrim

X = x1(1 + %) - xl(p * Zl) _ xz(p i Zz) ﬁ,

X1~ X3 P

_ _x1x2(21 -2)

B p(x1—x) °

) p(x-x)
_ _xlxz(xl +x) (%1 — x7)
2p*(x1 - x2)

~ _xlxz(xl +X)

2p?
Na to, aby situdcia bola stabilna, x sa musi rovnat *3*2. Tak napi$em rovnicu:

B .X'IXZ(Xl + .X'z) X + X

b

2p? 2
XX
% = -1, (2.6.2)
2
Xy = —IL.
X1

Teraz sa da vyjadrit dl7ka lyZi¢ky z x; - ja si véak vyjadrim namiesto toho jej druhti mocninu, aby som tam
nemal odmocniny:

pz 2 x2 ‘Z—z
lzz(xl_x2)2+(21—22)2:(x1+x_1) " ﬁ_z

Po tprave dostaneme

2= (p*+x)!
4p>x
Dizka je vzdy kladn4, teda
(p? +x7)°
2px;

Ozna¢me si x} ako k, a vznikne ndm kvadratickd rovnica

2plk = p* + 2p*k + k2,
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ktorej riesenim je

kzxf:ZPU—p)ivMP%p—lP—4p4pr_pi\ﬁjj;ﬁtgg_

2

Odmocnenim ziskame x;. Mohli by sme pridat aj +, ale to tam bude trividlne, kedZe situdcia je symetricka
podla osi y, takze

w=\/p(1-p= VTP )
Hodnota z, je dand rovnicou tvaru misky, ¢ize pozndme stradnice jedného bodu, kde sa lyzicka dotyka misky.
Ohladom druhého bodu, hodnotu x, vypocitame z rovnice (2.6.2), a potom z, je opdt dané tvarom misky.

Toto je len jednym z rieseni. Dalsie rieSenie, ktoré z tychto rovnic nevypadne je, ze x; = —x; = 1, ¢ize lyzicka
je vodorovne. Toto rieSenie z tohto odvodenia nevyplynie preto, Ze v istom momente som delil x; + x;,, ¢o
sa teda v takom pripade neda. DalSie rieenie, ktoré popiera predpoklad, Ze sa dotyka v dvoch bodoch, je
rieSenie, pri ktorom je lyzicka v strede misky vyvazena na jednom svojom konci. Ostatné predpoklady, ktoré
som urobil uz trivialne vzdy platia.

2.7 Trochu praxe nezaskodi vzorék Tomas, opravoval Tomas

V oboch Ronyho modeloch je sucet hybnosti guli pred aj po zrazke rovnaky, pretoze na gule sice posobia
vonkajsi sily - gravita¢nd a normalova od stola - ale ich sucet je nulovy, a teda sucet hybnosti guli sa za-
chovava. Okrem toho, podla zadania st zrazky dokonale pruzné, c¢ize kineticka energia guli sa nemeni na
iné formy energie, t. j. sucet kinetickej energie guli sa zachovéva.

Ronyho prvy model

Oznac¢me v rychlost odpélenej gule pred zrazkou, v; rychlost odpalenej gule po zrazke a v, rychlost pévodne
stojacej po zrazke. Zakon zachovania hybnosti potom je

mv + 0 = mv, + mv,

a zakon zachovania energie
1 1 1
—mv* +0 = —mvi + —mv2.
2 2 2

Po odstraneni zbyto¢nych 0zdob typu m a m tak méme sustavu rovnic
v=v+mv? =i+ vl
Z prvej vyjadrime v; = v — v, a po dosadeni do druhej dostaneme
V2= v = 2vv, + Vi + 02 = V3= vy,

Tato rovnica ma rieSenia v, = 0 a v, = 0. Rony zo skusenosti vie, Ze po zrazke sa povodne stojaca gula
pohybuje, teda fyzikalne spravnym rieSenim je v, = v. Zo zdkona zachovania hybnosti je potom zjavné, ze
v; = 0. V prvom Ronyho modeli teda odpélena gula po zrazke stoji a povodne stojaca ide rychlostou v, ktorou
Rony prvu gulu odpalil.
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Ronyho druhy model

KedZe podla zadania trenie medzi gulami neuvazujeme, rota¢na kineticka energia sa medzi gulami nemala
ako preniest. Teda podobne ako v prvom modeli, tesne po zrazke mame jednu stojacu gulu a jednu gulu
iducu rychlostou v. Rozdiel je v tom, Ze kedZe si nechali svoje pdvodné rota¢né kinetické energie, tak tesne
po zrazke stojaca gula rotuje a hybuca sa gula nerotuje. Obe teda presmykuju, a teda trecia sila na ne posobi
dvojako - zrychluje/spomaluje ich posuvny pohyb a moment trecej sily spomaluje/zrychluje ich rotaciu. Tre-
cia sila prestane posobit v momente, ked sa posuvna rychlost a obvodova rychlost na povrchu gule vyrovnaju.
Podme teda pocitat.

Gula 1 tesne po zrdzke stoji a rotuje uhlovou rychlostou 7, kedZe pred zrdzkou sa pohybovala rychlostou v.
Trecia sila ma velkost mg f a urychluje gulu. KedZe trecia sila posobi na povrchu gule, tak jej moment voci
stredu gule je mg fr a spomaluje jej rotaciu. Zrychlenie gule teda je m?gf =
kde ] je moment zorvacnosti gule. Preto casovy vyvoj rychlosti je

vi(t) = gft (2.7.1)

g f a uhlové zrychlenie je %ﬂ,

a uhlovej rychlosti je

w(t) = ; - %ﬂt.

Trecia sila posobi, dokym sa nevyrovnd posuvna rychlost s obvodovou, ¢o nastane v nejakom case t,, pre
ktory teda musi platit

(2.7.2)

Vl(t()) = wl(to)r.
Do tejto rovnice dosadime vyjadrenia pre rychlost (2.7.1) a uhlovua rychlost (2.7.2) a zistime, Ze gula prestane
presmykovat v case

v
ty=—— o\
fe(1+45)
Po dosadeni t, do (2.7.1) dostavame, Ze posuvna rychlost gule sa ustali na
v 2
i= 77—~ 5
(1+27) 7

kde sme dosadili moment zotrva¢nosti gule J = 2mr2.

Pri druhej guli je to velmi podobné. Tesne po zrazke sa hybe rychlostou v a nerotuje. Velkost aj moment
trecej sily si rovnaké ako pri prvej guli, teda teraz mame ¢asovy vyvoj rychlosti

v(t)=v-gft (2.7.3)
a uhlovej rychlosti
wy(t) = m‘g]frt.
Opit chceme zistit, v akom ¢ase nastane v,(ty) = w,(t)r, a aj v tomto pripade to je
eV
fe(1+ )
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Po dosadeni t, do (2.7.3) a par upravach dostaneme, Ze posuvna rychlost gule sa ustéli na

V_—v —év
SR

V Ronyho druhom modeli teda gula, ktort odpalil rychlostou v, sa tesne po zrazke zastavi, ale stale rotuje,
vdaka ¢omu sa rozbehne na 2v, zatial ¢o povodne stojaca gula ide tesne po zrézke rychlostou v, ale nerotuje,
vdaka ¢omu sa zbrzdi na 2v.

2.8 Fyzik prokrastinator vzordk Peter Siebert, opravovala KatkaN

Ako vzorové riesenie uvadzame velmi pekné riesenie od Petra Sieberta.

Uvod

V prvom rade sa budem zaujimat, ¢o je to rezonanc¢na frekvencia miestnosti. Pre zjednodusenie sa budem
zaoberat pripadom svojej skrine, ktora ma velmi jednoduchy tvar kvadra, a teda zvukové vlny sa nebudu la-
mat a nebudu timené na inych povrchoch. Zvuk sa $iri ako vlna, pricom vieme, Ze pri beznom atmosférickom
tlaku je rychlost zvuku ¢ = 344 m/s.

Kazd4 zvukova frekvencia ma svoju $pecificka vinova dlzku. Ak prehrame zvuk v miestnosti s vinovou
dlzkou rovnakou, ako je jeden z rozmerov miestnosti, tak tento zvuk sa bude odrazat od stien a prekryvat
sam seba — bude interferovat. Ked vlny interferuji konstruktivne, tak sa ich amplitida s¢itava, a teda zvuk
bude silnejsi.

Na meranie som pouzil softvér REW, ten som potom teoreticky overil na zdklade rozmerov skrine.

Pomocky

Notebook so softvérom REW, vhodna miestnost na meranie (skrina), ocelové zvinovacie meradlo (1 dielik =
1 mm).

Postup

Na zmeranie rezonanc¢nej frekvencie svojej skrine som pouzil program REW vo verzii 5.20.13. Ako piSu na
stranke podpory, principom fungovania je, ze reproduktor postupne prehrava vsetky frekvencie od nizkych
po vysoké, a to logaritmicky, teda pri prehravani nizkych frekvencii stravi viac ¢asu. Pocas toho mikrofén
zaznamenava odrazeny zvuk a s pomocou FFT (rychla Fourierova transformacia) vie zistit, ako moja skrina
vplyva na rézne frekvencie. Jednotlivé viny sa moézu aj viackrat odrazit od stien a program to vie zaznamenat.

Program som spustil na notebooku v zavretej skrini. Skrina je v tvare kvadra a jej rozmery su s = 96 cm,
d=58cmav =114 cm.
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Obrazok 2.8.1: Moja skrinia, v ktorej som robil merania.

Pri merani si program prehral frekvencie a zaznamenal ich odozvu. Naésledne vygeneroval takyto pekny
spektrogram.
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Obrazok 2.8.3: Intenzita a oneskorenie zvukovych vin pri prvom merant.
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Test som zopakoval, takto vysli merania v spektrograme na druhy pokus.
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Obrazok 2.8.4: Spektrogram druhého merania.

Vyhodnotenie nameranych udajov

Najsilnejsiu nameranu frekvenciu nameral program pri obidvoch meraniach na 311 Hz. V3etky namerané
rezonanc¢né frekvencie sa 171, 247, 311, 342, 363, 400, 458, 546 a 618 Hz. Zaujimava Cast je zvyraznena v
oranzovom obdl?niku pri druhom merani medzi frekvenciami 40 Hz a 50 Hz. Najpravdepodobnejsie je to
tichy zvuk vetrania a inych systémov v dome, ktoré uz ale usami aj ja viem pocut.

Samozrejme, rezonanc¢nych frekvencii je velmi vela, vSetky uz ale budt nasobkami zékladnej. Podme na
tedriu.

Teoretické overenie

Mame vzorec
c

-5
kde f je frekvencia zvuku, ¢ je jeho rychlost a A je jeho vinova dlzka. Rezonancia nastane, ak zvuk mé rovnaka
frekvenciu, ako je rezonan¢nd frekvencia skrine. Ta vypocitame velmi podobne ako

Jr

_ C
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® oo

kde ¢ je rozmer skrine - jej $irka, dlzka ¢i vyska. Pri takejto frekvencii su uzly kmitania na okrajoch skrine
a kmitna je v jej strede. Tato frekvencia sa nazyva zakladna a pri nej sa do skrine zmesti presne polovica
vinovej dlzky zvuku. Existujt ale aj dalsie rezonan¢né frekvencie (tzv. médy), pri ktorych sa uzly stale na
okrajoch skrine, ale zmesti sa do nej cela vinova dizka, alebo jej tri polovice, alebo dve vinové dlzky... Preto
dalsi médy maju frekvenciu dvojnasobnu, trojnasobnu, stvornasobnu... Na lepsiu predstavu istotne poslazi
pekna animacia. Pre rezonancné frekvencie teda plati

kde k € (1,2,3,...).

kc
fr—ﬁ’

Viem, ze rozmery skrinesus = 96 cm, d = 58 cmav = 114 cm, ¢o dosadim za £ a rychlost zvuku je ¢ = 344 m/s.
Dam si to do tabulky, kde st vypocitané rezonan¢né hodnoty pre vSetky rozmery skrine.

Moéd k £=s ¢=d =y
1 179,2 Hz 296,6 Hz 150,9 Hz
2 358,3 Hz 593,1 Hz 301,8 Hz
3 537,5 Hz 889,7 Hz 452,6 Hz
4 716,7 Hz 1186,2 Hz 603,5 Hz
5 895,8 Hz 1482,8 Hz 754,4 Hz

V tabulke niz$ie som porovnal namerané hodnoty s vypocitanymi. Niektoré st velmi blizko a priblizne sedia.

Vypocitané [Hz]

Namerané [Hz]

Rozdiel [Hz]

150,9
179,2
296,6
301,8
358,3
452,6
537,5
593,1
603,5
716,7
754,4
889,7
895,8
1186,2
1482,8

171
247
311
363
458
546

618

8,2
49,6
-9,2
-4,7
-5,4
-8,5

-14,5

Diskusia

Je viacero dovodov, ktoré mohli sposobit odchylku pri nameranych hodnotach od tych vypocitanych. Z hard-
vérovej stranky som pouzival vstavany reproduktor a mikrofén, ktoré neboli $pecidlne naladené pre pouzitie
s danym programom. Rovnako aj to, Ze som vlozil notebook do skrine znamenalo zmenu jej akustickych

https://www.fks.sk/

20

otazky@fks.sk


https://en.wikipedia.org/wiki/File:Standing_waves_on_a_string.gif
https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

® é)é)é) Riesenia 2. kola zimnej casti — termin 13. 11. 2023

vlastnosti, kedZe vinam zavadzal otvoreny displej notebooku. Jeho umiestnenie tiez malo svoj vplyv, ja som
ho polozil na spodok skrine, no ak by som vedel v budtcnosti umiestnit mikrofén s reproduktorom do stredu
skrine, tak by to davalo opit iné hodnoty.

Zaver

Pri rezonan¢nych frekvencidch sa nezvysuje iba intenzita zvuku, ale aj sa zvuk dlhsie $iri a odrdZa v miest-
nosti. To sa mi podarilo overit meranim a vypoctom a zistil som, Ze rezonan¢né frekvencie mojej skrine st
okolo 171, 247, 311, 342, 363, 400, 458, 546 a 618 Hz. A ano, rozmery miestnosti maju priamy vplyv na
rezonan¢né frekvencie a vdaka tzv. médom je frekvencii viacero.
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