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RieSenia 3. kola zimnej Casti

3.1 Zvacsa neskodna vzordk Filip, opravoval Filip

Zdravim vSetkych buducich aj si¢asnych motoristov a motoristky. Predstavme si, Ze s Feliciou zrychlime
na cestovnu rychlost v meste a pdjdeme len priamociaro po rovine. Vyradime este rychlost, ¢im prerusime
spojenie medzi motorom a kolesami. (Motor by nam to zbyto¢ne komplikoval, kedZe nas moze pri zaradenej
rychlosti spomalovat a aj zrychlovat bez toho, aby sme ¢o i len pouzili plynovy pedal.) Vsetko super sa raz
musi skoncit a aj nasa Felicia raz zastane.

AKké sily nas zastavili?

o Aerodynamicky odpor, ktory je Gmerny kvadratu rychlosti. Izolovane by sa dal zmerat vo veternom
tuneli.

o Trenie suciastok auta - kolesa musia byt stale pripojené k autu loziskami, ktoré nie st dokonalé. Izo-
lovane by sa dalo zmerat zdvihnutim celého auta v autoservise.

o Valivy odpor kolies — zavisi hlavne od tlaku v pneumatikach (¢im je tlak nizsi, tym sa bude koleso viac
deformovat a zvySovat valivy odpor) a od vlastnosti povrchu (nerovny a neuplne tuhy povrch bude
valivy odpor zvysovat).

Celkovo si teda horizontalnu silu pdsobiacu na auto mézeme priblizne vyjadrit ako
F = C] + CZVZ,

kde C; a C, su konstanty. C, teda v sebe skryva valivy odpor kolies a aj trenie suciastok v aute. Loziska su v
praxi velmi efektivne (minimalizovanie trenia je jeden z hlavnych dizajnovych parametrov pri konstrukcii),
preto mozeme povedat, ze tato odporova sila C, je spdsobena hlavne valivym odporom. Uvazujme najskor,
ze C je zanedbatelné. Na Wikipédii sa nachadzaju konstanty aerodynamického odporu pre rozne auta (staci
vybrat podobne hranaty a velky model ako Felicia). Vieme teda vypocitat

1
C,= EpCdA ~ 0,5 Ns?/m?.

Takze napriklad pri cestovnej rychlosti 60 km/h ~ 17 m/s by malo byt spomalenie a = CZTVZ ~ oot~ 0,14 m/s2.
Odporovi sila sa bude znizovat, ako budeme spomalovat a celkova prejdena draha sa da vypocitat napriklad
numericky pomocou jednoduchej simuldcie v Exceli (¢as rozdelime na kratke useky, pocas ktorych budeme
uvazovat, Zze odporova sila, zrychlenie a rychlost su konstantné). Vysledok je, ze Felicia sa nezastavi ani
po piatich kilometroch, ¢o je velmi odlisné od reality, kde sa auto samo zastavi po niekolko sto metroch.
Zanedbajme teda vplyv aerodynamického odporu a hor sa na meranie C;. Palubna doska priemernej Felicie
obsahuje rychlomer, otackomer, pocitadlo prejdenej vzdialenosti s presnostou na 100 metrov a pocitadlo

spotreby.
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Teda na rovine zrychlime na vy = 60 km/h, vyradime rychlost, zapaméatédme si ¢islo z tachometra na za¢iatku
so a pri zastaveni s;. Odporovu silu si vypocitame zo zdkona zachovania mechanickej energie C,(s; - s¢) =

1 mvé
2 51—-50°

1,02 : -
>mvg a po uprave C; =

KedZe nase meradlo ma najmensi dielik porovnatelny s meranou drahou, bolo by dobré experiment opakovat
a vyslednt odporovu silu uviest ako priemer merani aj so $tandardnou odchylkou.

3.2 Le-glass vzordk Viki, opravovala Viki

Na to, aby sa valec tocil, museli by nan pdsobit nejaké sily. V situacii, v ktorej sme, st najrelevantnejsie sily
hydrostatického tlaku, ktoré posobia kolmo na povrch Legovho valca. Kolmo v§ak znamena, ze vSetky sily
posobiace na zaoblenu ¢ast smeruju do osi otdcania valca, ¢ize nemaju otacavy ucinok, a tie, ktoré posobia
na podstavy valca, sa navzdjom vyrusia. To, Ze vysSie su tie sily slabsie a niZsie silnejsie, nam v$ak ni¢ nemeni
na tom, ze ich smer je vzdy do osi otacania.

Co sa tyka energie, zo zdkona zachovania energie v ramci tejto sistavy vieme, Ze na to, aby valéek konal
pracu otacavym pohybom, musi byt premenena nejaka ina energia tej istej sustavy. Tato zmenu by mohla
mat na svedomi jedine voda a ndsledne by sme po¢itali so vztahom pre energiu ota¢avého pohybu E = 1 L.
Voda vsak svoju energiu nemeni - ani neprudi, ani nevytekd, teda jej energiu valcek nevyuziva. Valec sa teda
otacat nebude.

3.3 Spring is coming vzorék Kvik a Terka, opravovala Terka

Na zaciatok treba podotknut, Ze zadanie dovolovalo dve interpretacie, z ktorych jedna bola o dost jedno-
duchsie vypocitatelna. Preto nezufajte ak nemate vela bodov. Prvé rieSenie sa dalo pouzit pri interpretacii,
ked obe pruziny v zadani boli na stole poloZené zvislo, a teda boli obe v stlacenom stave.

Ako sa sprava hmotna pruzina s nenulovou pokojovou dlzkou? Mdzeme sa na nu pozriet ako na mnoho
rovnakych krat$ich pruziniek, spojenych za seba. Silou, ktora konkrétnu pruzinku stlaca, je v nasom pripade
tiaz pruziniek, ktoré sa nachadzaju nad nou.

Maly kuasok pruziny na samom vrchu teda nebude stlaceny vobec. Stlac¢enie sa bude postupne linearne zvy-
$ovat! az po spodok. Hmotnd pruzinka sa teda nesprava ako nehmotna pruzinka so zavazim.

ILine4rne od dizky nestlacenej pruziny, nie vysky na uz stlacenej pruzine.
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L
Ako sa teda skrati celd pruzinka po stlaceni? Mozeme integrovat vyraz typu [ ax dx; ak nevieme alebo
0

nechceme, nevadi, skratenie si mozeme predstavit inak: ku kazdému kdsku na pruzine vieme najst druhy
»zrkadlovy“ kiasok na druhej strane pruziny, ktory je rovnako vzdialeny od jej stredu. Ak s¢itame sily, ktoré
na tieto dva kusky posobia, dokopy st vzdy rovné tiazi celej pruziny. Vysledné celkové skratenie je teda presne
také isté, ako keby sme mali nehmotnii pruZinu s rovnakou pokojovou dizkou, stla¢ent silou rovnou polovici
tiaZe nasej hmotnej pruziny. T4 je ale takisto umerna jej dlzke, takze vysledna zavislost bude az kvadraticka.
Ozna¢me si konstantu imernosti c. Potom mézeme pre dlzku stlacenej prvej pruziny L, a druhej pruZiny L,
napisat

1 1
Li=L- Ech a  Ly=2Ly- Ec(zLo)z.

Mozno to tak nevyzera, ale uz mame vsetko, ¢o potrebujeme: staci tieto rovnice od¢itat, presnejsie polovicu
druhej od prvej. Dostaneme L; — 1L, = 1¢L3. Pri zaveseni zo stropu sa kazdy element bude spravat rovnako,
az na znamienko (kazdy kasok sa namiesto skracovania bude rovnako predlzovat) a orientdciu (najviac sa
natiahnu kuasky pri strope, najmenej tie naspodu pruziny). Vysledna dlzka je potom

1 1
L()‘FECL(Z) :L0+L1— ELZ :3L1—L2,

pri¢om vyraz 1 cL? nemusime vyhodnocovat. Po dosadeni hodnét zo zadania ndm pre visiacu pruzinu vyjde
dlzka 304 mm.

Pri druhej interpretacii je rieSenie o nieco zlozitejsie, a to ked je prva pruzinka vodorovne na stole s poko-
jovou dlzkou Ly = 276 mm a druhd pruzinka zvislo na stole, stlacena, s dizkou L, = 524 mm. PruZinku s
hmotnostou m, tuhostou k a pokojovou dizkou L si mdzeme rozdelit na N mali¢kych pruziniek s hmotnos-
fou 2, pricom kazdy kusocek md tuhost Nk a dlzku £. Ked bude N dostato¢ne velké, hmotnost jedného
kusocka bude taka mald, Ze s kazdym kaso¢kom mozeme pracovat ako s nehmotnou pruzinkou, pre ktoru
plati F = ~kAL kde F je sila pdsobiaca na pruzinku a AL je dlzka, o ktort sa vplyvom pdsobenia sily F pru-
7inka predizi/skrati. Celkové skratenie je siétom skrateni vietkych pruziniek AL = ¥, AL;, a teda sila na
i-ty kusok pod vplyvom i pruziniek je F; = i ¢ a skratenie je AL; = <. Vysledné skratenie celej pruzinky je

X Xikg S omg mgXL i mgl
ML= ML= ) = i " R Ak 7

s pouzitim YN, 15 = % ak sa N blizi k nekone¢nu. KedZe pri zavesenej pruzinke fyzika funguje rovnako,
akurat sa pruzinka predlzuje, pre stlacent druhu pruzinku a natiahnutd prva pruzinku dostavame
2mg mg
L2:2L0—2T a L:L0+T.

2

Po vyjadreni dosadeni hodnét zo zadania nam pre visiacu pruzinu vyjde dlzka L = 2Ly - £ = 290 mm.

Na zaver este vsuvka o tom, ako pracovat s tuhostou pruzin. Ked mame N nehmotnych pruziniek s tuhostou
k za sebou a zavesime na ne zdvazie s hmotnostou m, kazda sa natiahne o x. Pre velku pruzinku s tuhostou
K, zlozend z N pruziniek teda plati mg = KNx, kedZe predlzenia sa scitaji. Pre hociktord mald pruzinku
zas plati mg = kx. To znamend, ze KNx = kx, ateda K = %
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3.4 Oh... how the tables have turned! vzorék PA3K, opravovali PA3K a Lucka

Ako ste si urcite v§imli, tato tloha bola nezvyc¢ajna, a preto aj jej vzorové rie$enie nebude vo zvycajnej forme,
na aku ste mozno zvyknuti. V prilohe? mozete ndjst ozajstny Patrikov protokol, ktory povazujeme za sprav-
ny. Porovnanie ho so zadanymi protokolmi nechame na vas. Format, v akom je spravny Patrikov protok
napisany, by sme ako opravovatelia velmi ocenili vo vasich buducich experimentalkach, pretoze je prehlad-
ny, pekne strukturovany a je v iom vietko potrebné na to, aby sme dobre porozumeli tomu, ¢o ste vo svojich
pokusoch robili. Aby sme vam vsak iba nedali PDF s vysnivanou struktirou experimentalok, zhrnieme si tu
zopar zasad, ktorych dodrziavanie by nam velmi pomohlo pri opravovani.

1. Strukturovanie textu na uvod, postup, nékres, spracovanie nameranych udajov, diskusiu, zaver, lite-
ratiru, popripade na este nieco iné, o vyzaduje experiment.

2. SnaZime sa nerobit gramatické a Stylistické chyby.
3. Pouzivanie prvej osoby mnozného ¢isla, teda ,,zoberieme®, ,urobime®, ,dostaneme®, atd.

4. Vyhybame sa expresivnym a nareCovym vyrazom. Snazime sa, aby nds text znel profesiondlne a rigo-
rozne.

5. Pri pisani tedrie sa snazime aspon trochu opisat alebo odvodit, ako sme vzorce, ktoré pouzivame,
ziskali Nechceme aby sa vzorce s¢ista-jasna len tak objavili.

6. Vsetky veli¢iny, ktoré v priklade vystupuji, pomenujeme, pripadne napiseme aj ich jednotku.

7. Nebojime sa poriadne rozpisat postup merania. Chceme, aby bol podrobny do takej miery, ze ked
dame nahodnému ¢loveku urobit to isté meranie, bude presne vediet, ¢o ma robit.

8. Meranie spracujeme do tabuliek a ak je to potrebné, vykreslime aj grafy. Tabulky, grafy a rovnako aj
obrazky, pomenujeme a v skratke napiSeme, ¢o sa v nich nachadza.

9. V diskusii a zdvere spomenieme nie len vysledok merania a ¢o vSetko z neho plynie, ale aj chyby me-
rania, ktoré sme urobili. Vzdy je velmi uZito¢né k nameranym hodnotdm uviest dalsie informdcie,
akymi st napriklad absolutna chyba, relativna chyba, rozptyl, najvacsia a najmensia hodnota, stredna
hodnota (priemer), median, atd. Nie vsetko je potrebné, ale ¢im viac toho je, tym vacsiu vypovednu
hodnotu meranie ma.

10. Nazaver nezabudneme uviest zdroje a pouzitu literatiru. V pripade knih je dobré uviest nazov, autora
a niekedy aj rok vydania. Ak je zdrojom internet, je potrebné uviest link.

Ak tento format pouzijete pri rieSeni experimentalnych tloh v budicnosti, velmi sa potesime. Zaroven vam
to moze pomdoct aj v $kole pri chemickych ¢i fyzikalnych protokoloch.

3.5 Ockované termodynamické praktikum vzorak Tomas, opravoval Tomas

Postup riesenia tohto prikladu je pomerne jednoduchy. Zistime, kolko tepla z chaty unikne, od toho odpo-
¢itame teplo dodané chate inymi spésobmi ako kdrenim v krbe, a tento rozdiel prepocitame cez vyhrevnost
dreva na jeho hmotnost, aby sme vedeli, kolko ho musime spalit v krbe.

Chata moze stracat teplo najma dvomi spdsobmi - vedenim tepla cez steny chaty, a sem tam treba aj vyvetrat,
¢im teply vzduch unika a na jeho miesto prichddza studeny. Spocitat tepelné straty vetranim vieme pomocou
vztahu Q = mc, AT, kde m je hmotnost studeného vzduchu, ktory vstupil do chaty, ¢, je tepelna kapacita pri

2https://fks.page.link/37-1-3-4-sol
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stdlom objeme’ a AT je rozdiel medzi p6vodnou vonkaj$ou teplotou vzduchu a teplotou, na ktortt ho musime
zohriat, aby bolo v chate prijemne teplucko.

Pre vedenie tepla existuje vo fyzike rovnica vedenia tepla. Je diferencidlna, parcidlna a druhého radu. S par
zjednodudeniami je v8ak jej rieSenie jednoduché, ba priam az intuitivne. Prvym zjednodusenim je, Ze teplu
prikdZzeme $irit sa cez steny len v smere kolmo na povrch stien. Druhé zjednodusenie je, Ze vonkajsia aj
vnutornd strana steny budu mat po cely ¢as konstantnu teplotu. Potom za ¢as §t unikne cez stenu s plochou
S a hrubkou / teplo

Q= AgAt, (3.5.1)
kde AT je rozdiel teplot medzi vnutornym a vonkaj$im povrchom steny a A je koeficient tepelnej vodivosti
materialu steny. Naozaj to je intuitivne — ¢im vac¢siu mame stenu a ¢im vacsi je rozdiel teplot, tym viac tepla
unikne, a naopak ak mame hrubsiu stenu, tym menej tepla unikne. Ak mame dostato¢ne velké steny, tak teplo
cez ne zvic$a naozaj prudi kolmo na povrch stien. Niekde v rohoch to tak uz nie je, ale je to zanedbatelny
efekt voci zvysku steny.

Ako uz urdite tusite po precitani prvého odseku, chata sa da zohriat aj inaksie ako kurenim v krbe. Te-
levizory ¢i notebooky aj s nabijackou mavaja vykon asi 100 W, sporak ma pri plnom vykone aj niekolko
kW. Ked spoza mrakov vykukne Slnko, tiez dokdze prijemne ohriat. V chate je vSak aj 10 ludi, ktorych si
mozeme aproximovat ako 10 absolutne ¢iernych telies. Plocha ¢loveka je priblizne S = 2 m? a teplota po-
kozky T, = 33 °C. Podla Stefanovho-Boltzmannovho zakona tak ¢lovek vyzaruje tepelné Ziarenie s vykonom
P,ut = SoT, ~ 1000 W. Prvé upozornenie: T, je termodynamicka teplota, ktorta dosdédzame v kelvinoch.
Druhé upozornenie: ked sa nachadzame v chate, t. j. v prijemnom teplacku T, = 25 °C, v$etko okolo nas
takisto vyzaruje tepelné ziarenie, ktoré my prijimame ako vykon P;n. V skuto¢nosti teda ¢lovek straca teplo
vykonom P = Pyut — P;n = So(T, - Tj) ~ 100 W, ktorym vlastne vykuruje chatu.

S mechanizmami ochladzovania a zohrievania chaty sme uz obozndmeni, podme teda odhadnut relevantné
veli¢iny. 10 Iudi by rado malo tri alebo Styri miestnosti na spanie, kuchynu, nejaka spolo¢nt miestnost,
stolny futbal taktisto zabera dost miesta. Hrubym odhadom, nech ma chata $tvorcovy pddorys so stranou
dlhou 8 m, dve poschodia, teda vysku 6 m, a horné poschodie je mensie a ma Sikmy strop, lebo kazda chata
ma predsa $ikmu strechu. Vonkajsia plocha dolného podlaZia je teda 4-8 m-3 m = 96 m?. Horné poschodie
moze mat vonkaj$iu plochu 60 m?. KedZze podorys chaty ma 64 m?, tak $ikma strecha musi mat viac, asi
takych 94 m?, aby vonkajsia plocha chaty mala obsah rovnych 250 m2. Av$ak nesmieme zabudnut na okna,
ktoré st z iného materialu ako steny, a teda maju iny koeficient tepelnej vodivosti A. Tie by mohli mat obsah
priblizne Sgx,o = 25 m2. Preto steny maju plochu Sgena = 225 m?. Teplo nemusi unikat len von, moze ist aj
do zeme cez podlahu, td md uz spominanych S,oqaha = 64 m? ako podorys.

Koeficienty tepelnych vodivosti mdézeme ndjst, ako obvykle, na Wikipédii*. Hodnoty samozrejme zavisia od
mnohych faktorov, ale moZeme si vybrat nejaké priemerné hodnoty pre tehly A, = 0,7 W/(mK) a bude tam
urcite aj nejaka izoldcia s Ajzlscia = 0,04 W/(mK). Keby sme odhadli hribky tehal a izolacie, vedeli by sme
spocitat aj efektivny koeficient tepelnej vodivosti steny, ale ten mozeme rovno odhadnit Agen, = 0,1 W/(mK).
Do rovnice 3.5.1 potrebujeme poznat aj hrubku steny, ktora nech je lgen, = 0,5 m. Podlaha pod linoleom ¢i
parketami moze byt na beténovej zakladovej doske hrubej /,o41sn. = 1 m a pre koeficient tepelnej vodivosti
betonu ndjdeme hodnotu A,ediahe = 1,3 W/(mK). Pri oknéch to je trochu inak, tam sa udéva koeficient, ktory

*Pri plynoch totiZto poznéme aj tepelnu kapacitu pri stalom tlaku c,, ale po zavreti okna sa vzduch v miestnosti ohrieva pri
stalom objeme, ktory je dany velkostou miestnosti.
4https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_thermal_conductivities
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uz v sebe md zaratant® hrubku okna a opisuje celkové tepelné straty, teda vedenim aj Ziarenim cez okno. Pre
dvojvrstvové okno to je Agno = 2 W/(m?K). V rovnici 3.5.1 vystupuje aj rozdiel teplot. Prijemné teplucko
sme uz definovali ako Tj, = 25 °C, ale vonku sa teplota pocas diia meni. Pouzijeme preto priemernt teplotu
vonku, ktora nech je T = -5 °C, teda rozdiel teplot je 30 °C. Nezabudnime ani na to, Ze betén pod podlahou
siaha meter pod zem, kde uz nie je -5 °C, ale o par stupnov teplejsie, teda pre podlahu bude rozdiel teplot
odhadom AT, = 25 °C. Po dlhom odhadovani mézeme koneéne nie¢o spocitat, konkrétne kolko tepla strati
chata vedenim tepla. Vypocitame, kolko tepla unikne za ¢as At cez jednotlivé povrchy podla rovnice 3.5.1 a
s¢itame ich.

Sstena A Tl

l stena

SpodlahaA T

2 At = 4930 WAL

Qvedenie = Astena At + )Lokno Sokno A TlAt + Apodlaha

lpodlaha

Dlzka pobytu na chate je §t = 48 h, ¢o nam vo vysledku dava uniknuté teplo Qyegenie ~ 8,52 - 108 J.

Ked sa teraz pozrieme na vetranie, zistime, Ze je zanedbatelné oproti Qyegenie> pretoze aj ak by sme celu chatu
vychladili na -5 °C a chceli vykurit naspat na prijemnych $25 °C, tak pri objeme V' = 300 m?, hustote p =
1,2 kg/m? a tepelnej kapacite pri stdlom objeme ¢, = 718 J/(kgK) vzduchu ndm sta¢i teplo Qyetranie = mc, AT =
Vpe,AT ~ 7,75-10° ], ¢o je o dva rady menej neZ Qyedenie @ za dva dni v zime urcite nevyvetrame az tolko,
aby to bolo porovnatelné s jednorazovym vychladenim celej chaty na -5 °C.

Teraz sa mozeme presunut k vykurovaniu. Uz sme spocitali, Ze jedna osoba vykuruje chatu vykonom 100 W,
ale osoba chodi aj von na prechadzku, postavit snehuliaka, gulovat sa a iné. Z dvojdnového pobytu tak chatu
10 0s6b svojou pritomnostou vykuruje asi po ¢as At = 44 h, to je teplo

Qosoba = 10-100 W - 44 h ~ 1,58 - 108 J.

Elektrospotrebice — televizor, notebooky, nabijacky aj Ziarovky a chladni¢ka® nech bezia dokopy 24 h” s prie-
mernym vykonom spolu 500 W, tym dodaju chate

Qelektro =4,32- 107 I

Pre jeho velky vykon, spordk spocitame samostatne. Vykon sice moze byt niekolko kW, ale ak chceme to
jedlo jest a nie zoskrabavat z dna hrnca, z vykonu trochu uberieme, radovo na $1000 W, a pocas 6 h varenia
nds tak okrem obeda potesi aj dodanym teplom

Qsporék =1000 W-6h=2,16- 107 J.

Moéze to zniet zvlastne, ale aj v zime ndm vie Slnko poriadne prikurit. Pozndme solarnu konstantu 1361 W/m?,
ktora v§ak bola namerana mimo atmosféry a k ndm dole prichddza asi $70 % celkovej energie zo Slnka. Do
chaty ndm svieti cez okna, ale iba cez tie, ktoré s na juZnej strane, ¢ize asi polovica z celkovych 25 m?.
Okrem toho, ak chata stoji rovno, tak SInko nam nesvieti kolmo cez okna, ale z nejakého uhla, a efektivne
teda slnecné luce prechadzaju mensou plochou, odhadnime to ako 0,75 - ndsobok velkosti plochy. S tymto
by sme sa mohli e$te pohrat a pridat aj dal$iu konstantu vyjadrujicu mnozstvo svetla, ktoré okno odrazi
naspit, ale dolezitejsie je, kolko hodin slne¢ného svitu dostaneme. Napriklad v Poprade® to je 2,5 h za den.

>Viimnite si, Ze tento koeficient ma preto int jednotku ako predchadzajtce.

Tam vzadu je tepla.

"Bezi vam chladni¢ka? Mozno prave teraz nie, pretoze chladi iba vtedy, ked je v nej vo vnutri prili§ teplo.
8https://www.shmu.sk/sk/?page=1786&1d=&identif=11934&rok=202180bdobie=1981- 2010
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Pocas dvojdnového pobytu nam teda Slnko doda
1
Qstako = 0,7 - 1361 W/m? - 3 25m?-0,75-2-2,5h ~1,61-10%J.

Konecne sa dostavame k otazke, kolko dreva potrebujeme. Predsa tolko, aby sme jeho spalenim ziskali tolko
tepla, kolko je rozdiel medzi uniknutym a dodanym teplom. Staré zndme modré Matematické, fyzikalni
a chemické tabulky pro stfedni $koly udévaju vyhrevnost dreva H = 1,6 -107 J/kg a rychly prieskum trhu
ukazuje, Ze ucinnosti krbov sa pohybuju okolo # = 0,75. Spalenim dreva hmotnosti m potrebujeme ziskat
teplo

1’]7’}’[H = Qvedenie - Qosoba - Qelektro - Qsporék - QSlnkm
teda potrebujeme

m = Qvedenie - Qosoba - Qelektro - Qsporék - QSlnko
nH
dreva. To je pomerne uveritelné ¢islo na to, kolko réznych hodnot sme odhadovali. Vidime, ze tepelné
straty chaty mozno takmer vyhradne pripisat vedeniu tepla, a ak by majitel chaty myslel na izolaciu podlahy,
nepotrebovali by sme spalit tolko dreva. Tym vlastne chceme povedat, Ze konec¢né ¢islo nie je az také dolezité.
Pokial nam ale vy$la tona dreva alebo naopak, Ze by sme chatu museli stale ochladzovat, je jasné, Ze sme na
nie¢o zabudli, resp. zle odhadli.

N39kg

Pri vypocte sme vela veci zanedbali, napriklad, Ze ruky si umyvame teplou vodou, ale ona aj hned odtecie, a
tak nestihne takmer vobec ohriat chatu. Alebo ked sa sprchujeme, tak tam je pritomnad aj nejaka ventilacia
kvoli vlhkosti, ktora ale odnasa pre¢ aj teplo, a kozmické mikrovlnné pozadie so jeho biednymi 2,7 K akiste
mozeme tieZ zanedbat.

3.6 To chce gule vzorak Kvik, opravoval Nina

Uloha vyzera celkom priamociaro - a aj je, akurat si treba dat pozor a nenechat sa oklamat ¢iastkovym
uspechom. Simulovat mdzeme bud v nejakom programovacom jazyku, alebo sa uspokojime s nejakym ta-
bulkovym procesorom, napriklad Excelom. Simulécia bude v oboch pripadoch rovnaka, akurat za C; prvy
raz dosadime konstantu, druhy raz si don musime v kazdom kroku priradit vysledok pomerne zlozitého
vypoctu. Ten v8ak pocita¢ urobi za nas, sta¢i mu raz povedat, ako sa to robi.

KedZe kroky si mozeme volit ako chceme’, posta¢i ndm jednoduchd Eulerova metdda: v kazdom kroku si

analyticky spocitame zrychlenie a. Tu nastastie zavisi iba od rychlosti ako
F(v)  Cy4Spv*  Cynr’pM,v?
m 2m 2mRT

a(v) =

kde sme hustotu vyjadrili zo stavovej rovnice idealneho plynu, pri¢om sa v$ak ni¢ hrozné nestane, ak za nu
dosadime tabulkovi hodnotu.

, (3.6.1)

Teraz v kazdom kroku rychlost zvac¢sime o aAt'?, polohu zvic¢sime o vAt a tak az donekonec¢na — alebo teda
kym neuvidime, Ze sa delova gula zastavila, resp. jej rychlost klesla pod nejaku kritickd hodnotu, povedzme

Vychddzame z trufalého predpokladu, Ze ste nezacali riesit o 23:30 v posledny den pred terminom.
Zrychlenie a bude zdporné, takze ju v skuto¢nosti budeme znizovat.
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1 um/s. Teda mame predpis

Xo = 0m, vo =100 m/s,
(3.6.2)
Xp+1 < Xy +V, - AL, Vsl < Vo +a(vy,) - At

a s tym si uz program alebo tabulkovy procesor hravo poradia.

Jednoduché? Vyzera to tak. Lenze pri numerickom rie$eni diferencialnych rovnic ¢asto natrafime na nepri-
jemny jav. Presnost totiz zavisi od velkosti kroku.

o Ak zvolime privelky krok, pri hodnotach, kde sa zrychlenie prudko meni (v nasom pripade na zaciatku
pohybu, ked je odporova sila velkd), stratime presnost. Ak by sme zvolili velmi velky krok, gula by
v nasom vypocte zastavila prakticky okamzite, alebo sa dokonca zacala pohybovat naspét.

o Ak zvolime primaly krok, vypocet sice bude velmi presny... akurat jeho konca sa nemusime dozit.

Na tejto rovnici je trochu neprijemné prave to, Ze na dosiahnutie dostato¢nej presnosti potrebujeme velmi
maly krok'!. Ak sa uspokojime s prvym tipom, ktory zvolime, ur¢ite nedostaneme dobry vysledok. Ak At
trochu zvac¢s$ime, zrazu nam vyjde nieco uplne iné. Aby ndm mald zmena At dala iba mald zmenu vysledku,
musime pouzit krok natolko maly, Ze nas pred ukonéenim vypoctu zastihne déchodkovy vek. Rozumna
presnost sa da dosiahnut pre At = 0,001 s. Pri sekundovom kroku uz tratime vela presnosti na zaciatku
pohybu.

S trochou zamyslenia sa ale vieme vynajst: ¢o keby sme pouzili malé casové kroky vtedy, ked sa zrychlenie
prudko meni (teda zo zaciatku), a velké kroky neskor, ked budu rychlost a odporova sila mensie? Napriklad
po kazdom kroku zvac¢sime At o 1 %, ¢ize ho vynasobime 1,01. Takto vieme dosiahnut obstojnu presnost a
zaroven stihnuf termin odovzdania. Rovnica 3.6.2 samozrejme prejde na

X0 = 0m, Vo = 100 m/s, Aty = 0,001 s,
(3.6.3)
Xpil < Xp +V, - At,, Vo < vpt+a(v,)-At,, Aty < At,-1,0L

Prvy pripad

V prvom pripade by sme mali zistit, Ze nech robime, ¢o chceme, vzdialenost ndm vzdy zavisi od poctu krokov,
ktoré nechame pocita¢ odsimulovat. Dokonca pekne exponencidlne: ak celkovi dobu simulédcie zva¢$ime
e-krat, gula zaleti o skoro presne 2500 m dalej. Gula sa teda nezastavi nikdy a preletena vzdialenost moze
byt lubovolne velka, ak jej dame dost ¢asu.

Od vas sme to samozrejme nechceli, ale tato rovnica sa da vyriesit aj analyticky:

dv ) 1
v__ atod dmienk 0) =100 = (D)= 1100 m/s.
3 - @V spodiatoénou podmienkou v(0) m/s v(1) 100ai + 1 m/s

Pre t — oo sice rychlost klesa k nule, ale nie dost rychlo. Prejdena dréha je rovna

In(100at +1)

x(t)zftv(r)drz

1 Ano, v prvej pozndmke pod &iarou som klamal.
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a teda rastie sice velmi pomaly, ale nad vSetky medze.

Druhy pripad

Popisany vztah je nechutny, ale zato velmi dobre sedi s experimentalnymi datami. Aniv tomto pripade sa gula
nikdy tplne nezastavi, pokles rychlosti je ale dostato¢ne rychly na to, aby celkova vzdialenost bola kone¢na.
Ziadnym nastavenim presnosti alebo dlzky vypo¢tu nedosiahneme, aby preletela viac ako 32,639 km.

Aj ked kompletné analytické rie$enie je v tomto pripade nedosiahnutelné'?, pre malé Re sa funkcia C,; rovna
zhruba £ a odporovi sila sa priblizuje k Stokesovmu odporu

F=—-6murv.
N——

B

Ako gula brzdi, skor ¢i neskor musi spomalit natolko, aby viskozita vzduchu zacala hrat dolezita rolu. Pohyb
je potom popisany rovnicou

d
TPy = (D) =v()et,

Rychlost klesa k nule, aj ked ani teraz ju nikdy nedosiahne. Prejdena draha je v§ak rovna

v(to)
3

x(00) = / v(t)dr =
to
¢o celkom veselo konverguje ku konec¢nej hodnote.

Komentar k rieSeniam

Uloha mala dve podstatné pod¢asti: sprdvne naprogramovat samotné riesenie, a potom si zvolit sprdvnu
dlzku kroku. Pravda, neslo o to, ¢i ndjdete konkrétnu hodnotu alebo predpis, ktory da ako-tak spravny
vysledok, ale ¢i si v§imnete, ¢o to robi.

3.7 Bungee oscilacie vzorak Témas, opravoval Kubo K.

Najprv si musime uvedomit, aké sily pdsobia na zavazie. Posobi na neho Slnko gravita¢nou silou, pruzina
svojou vlastnou silou a odstrediva sila, pretoze obieha okolo Slnka. Zavazie je k nehmotnému bodu priputané
tak, Ze sa moze hybatlen v radidlnom smere, ¢iZe jeho uhlova rychlost je rovnaka, ako uhlova rychlost telesa
obiehajuceho Slnko po kruznici s polomerom R. Ta vypocitame z rovnosti gravitacnej a odstredivej sily:

GMm 2p __/GM
—R2 = Mmwy, = Wy = _R3 .

Ozna¢me x vychylku pruziny z jej rovnovaznej polohy, pricom za kladnd povazujeme vychylku smerom k
Slnku. Hmotny bod moze kmitat iba okolo rovnovaznej polohy, kde je stcet sil nan posobiacich nulovy, teda

2Museli by sme totiz integrovat ¢osi, ¢o zavisi aj od tej prisernej funkcie zo zadania.
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GMm _ GM
(R-x)? R

e (R-x)-kx=0
GMmR? -3GMm(R - x)* - kxR*(R - x)* = 0.

Ked zétvorky umocnime a pre prehladnost zavedieme substitucie w3 = S a w3 = £ tak dostaneme kubicku

rovnicu

(w5 — w})x* + R(2w}; - 3w5)x* + R*(3wg — wy)x = 0.

Mame $tastie, pretoze jedno jej rieSenie hned vidime. Je to x; = 0. Teraz mdzeme x z rovnice vykratit, ¢im
uz dostaneme kvadraticku rovnicu, ktora ma dve rieSenia

2w - 3wy £ /4wy - 3a)§R

X323 =
2(wp - wg)

w

|'®N

Pouzijeme e$te jednu substittciu « = —%, ¢im sa rie$enia zjednodusia na

w

o

_2a—3i\/4rx—3

X3 = R.
23 2(a-1)

Zadanie po nas chce malé kmity, teda musi byt R —x > 0, kde R — x je vzdialenost hmotného bodu od Slnka.
Pravdaze je mozné aj R — x < 0, ale to by znamenalo, ze hmotny bod by bol vychyleny az tak velmi, Ze by
prekmitol cez Slnko, ¢o urcite nie st malé kmity. Pre x; je podmienka zjavne splnend, pre dalsie dve riesenia
je

Aby bol tento vyraz vobec definovany, musi byt « > 32 aa # 1. Pre 3 < a < 1 je menovatel zdporny a
¢itatel kladny v oboch pripadoch + pred odmocninou, teda cely zlomok je zaporny, a to nechceme. Ale pre
a > 1 je nerovnost splnend pri rieSeni s + pred odmocninou. Tym sme zistili, Ze z troch moznych rieseni
rovnice davaju v tejto ulohe fyzikalny zmysel iba rovnovazne polohy, v ktorych je vychylka pruziny x; = 0 a
_ 20—3+vV4a-3 : 14 . Z _ _ _ _ _ _ 1+v4a-3

X = F500 R, tj. st od Slnka vzdialené Ry = R-x;=RaR;=R-x; = S R.

Ked pozname rovnovazne polohy, periédu malych kmitov uz hravo zvladneme. Ak hmotny bod vychylime
o malu vychylku y z rovnovéznej polohy R;, bude nan posobit sila

B GMm _GMm
(Ri-y)? R

ma (Ri—y) —ky.
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Toto by sme nejako chceli upravit do tvaru a = —w?y, ¢o je rovnica harmonického oscilatora s frekvenciou
Vs . ’ _ Vv Zy .1 .y

w. Preto vyuZijeme Taylorov rozvoj v okoli y = 0, CiZe 7= » R2 o Obmedzili sme sa na prvy rad y,

kedZe nas zaujimaju malé kmity. Tym sa nam rovnica z;ednodusﬂa na

2y GMm
ma = GMm(F + F) — R—f(Rl —y) - ky,

¢o upravime na
_ 2 2
a=—(w,-3w;)y-
Frekvencia malych kmitov okolo rovnovaznej polohy R je teda \/w} — 3w§, ¢o znamend, Ze ich periéda je

21 27

2 7 '
w5 — 3w k _2GM
\/p 0 \/m 3R3

T]Z

Pre vychylku y od R, dostavame velmi podobnt rovnicu

GMm GMm

ma = -2 & (Ry—y)—k(x2+y),

kde opit vyuzijeme ~ L + 22 3 po roznasobent aj GM’” — GMmp, — kx, = 0, ked?e ide o rovnovaznu
R "R

(Ra=y)? }’)2
polohu. Tym dostaneme rovnicu

Vi-om(g+2)
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