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RiesSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Fararoboty vzorak Mary, opravovala Mary
Tahat farik je lahsie.
Jednoduché vysvetlenie je také, ze ked furik tlacime, tak cast sily pdsobi kolmo na teleso, ktord sa prenasa cez

teleso a prispieva k tlakovej sile telesa na podlozku, ¢im sa zvysi trecia sila, a preto musime vyvinuat vacésiu silu a
teda viac prace, aby sme teleso posunuli.

Trenie, v naSom pripade dynamické, je uré¢ené dvomi velicinami: 1. nerovnostami povrchu, skryté v koeficiente
dynamického trenia f; 2. tlakovou silou medzi telesami. Ked tlacime, tak tato tlakovu silu zvy$ujeme. Naopak, ak
tahame, tak ju znizujeme.

Pripad tahania

Obrazok 1: Sily, ked tahdme

F,:Fcos(f) = mgsin («) + Fnf
F,:Fsin(f)=R-F,
Z druhej rovnice vyjadrime silu Fy posobiacu kolmo na podlozku. V pripade, ak by na teleso posobila len gra-
vitac¢na sila, potom by tato sila Fy bola rovna tiazi telesa, teda kolmej zlozke gravitacnej sily pdsobiacej na teleso.

Avsak, ak teleso tahdme, potom Fy = N — Fsin (3). Dosadime do prvej rovnice a vyjadrime silu F, ktorou teleso
musime tahat.

Fcos () = mgsin () + f(mgcos (a) — Fsin (f)),

Fe mg (sin («) — fcos (a))
cos(B) +fsin(B)
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Pripad tlacenia

Obrazok 2: Sily, ked tlacime

F,: Fcos(f) = mgsin (a) + Fnf
F,:-Fsin(f)=R-F,
Opit vyjadrime z y-ovej zlozky silu Fy = Fsin () — N, dosadime do prvej rovnice a upravime

Fe mg (sin («) + fcos («))
cos (B) ~fsin(B)

Teda vidime, Ze sila je v pripade tlacenia vécsia, lebo menovatel je vacsi. Preto by sme pri rovnakom posunuti s
museli vykonat vacsiu pracu. Kedze Jaro si toto vedel spocitat, furik nahor netlacil, ale tahal.

Komentar opravovatela

Mary bolo Iuto dat vela ludom naozaj malo bodov, lebo obdobne to nikto nemal rieSené, tak k hodnoteniu pristu-
pila nasledujuco:

V hodnoteni sa nakoniec bralo do avahy to, ¢i ste spravne zachytili pointu ako to, Ze ked tlac¢ime, tak cast sily
posobi do kopca, ¢im sa zvySuje tiaz telesa a teda trecia sila. Na druhej strane, ked tahame, ta cast sily, ktora inak
tlaci do zeme, teraz uz tam nie je. Tiez sa bralo ak bola zmienka o trecej sile, hoci tam nesiel plny pocet bodov.

Celkové zloZenie hodnotenia sa nakoniec vyformovalo takto: Givaha 5b : vSelico ste pisali, nie¢o bolo viac a nie¢o
menej relevantné.

vSeobecnost 2 b : ked bola zmienka aj o inych uhloch ako len rovnobeznych s kopcom (da sa tak tahat-tlacit? ...).
Tiez snaha riesit to vSeobecne, bez konkrétnych ¢isel.

obrazok: 1b
sily: 1b
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2.2 Do zlého pocasia vzorak Marcel, opravoval Marcel

Na zaciatok treba priznat jednu vec, a to, zZe sice bolo v zadani napisané, ze voda prska rovno hore, Krtkovi na
chrbat, ale pravdou samozrejme je, Ze voda prska (takmer) na vsetky strany. Podme sa teraz spolu pozriet, Ze
preco sa nieco takéto deje.

Najprv povedzme, ze preco vlastne z kolesa frka voda, a Ze preco proste vSetka neostane na zemi. Koleso, ako sa
odvaluje po zemi sa namaca do vody, a nejaka voda na nom ostava. KedZze na beznom kolese je nejaky dezén,
ktory je hrbolaty, tak v nom sa nejaka voda zachyti. Druhy dévod je, Ze guma z ktorej plast je, nie je dokonale
hladka, tak nejaka voda ostava na plasti. (Jednoducho pneumatika nema nezmacavy povrch.) Odborne, ide o to,
ze voda sa snazi minimalizovat svoju energiu. A povrchové napitie (a teda povrchova energia) vody, pneumatiky
a vzduchu je najmensie prave vtedy, ked je voda prilepena na kolese.

Preco by ale malo nieco od kolesa odfrkavat? Nase koleso sa to¢i nejakou uhlovou rychlostou, a rovnakou uhlovou
rychlostou sa to¢i aj voda, ktora na plasti ostane. Na vodu, rovnako ako na celé koleso posobi nejaka odstrediva
sila, ktord tu vodu tahd od stredu kolesa, ¢o sposobuje ze voda odfrkava z kolesa.

Ak ste niekedy videli motorku, alebo bicykel ist po vode, tak ste si mohli v§imnut, Ze voda sa oddeluje od kolesa
najma v strede behuna, v mieste najviac vzdialenom od stredu kolesa. Preco sa to ale deje? KedZe voda ma nejaké
povrchové napitie, tak to, ¢o urobi, ked na nu za¢ne pdsobit odstrediva sila nie je, ze by odfrkla ako kvapka pre¢,
ale ze za¢ne odtekat smerom od stredu kolesa, ¢o sa na oblych bicyklovych a motorkovych pneumatikach da velmi
dobre, kedZe moze odtekat do najvzdialenejsieho bodu behuna. Z tohoto miesta uz nema kam dalej odtiect, a teda
ked sa jej tam nahromadi dost na to, aby utvorila kvapku, tak odtial odfrkne.

Ako dalsi dovod, preco voda z kolesa odfrkne by sa asi dalo uviest to, Ze v momente ako sa voda dostane na koleso
tak je pri zemi, a ma rychlost voci zemi a aj vo¢i vzduchu (ak nepredpokladame nejaky vietor) nulovd. Postupne
ako sa toci po obvode kolesa, tak ziskava voci vzduchu nejaku rychlost, a teda ju méze vzduch z povrchu kolesa
sfuknut. Neda sa ale uplne jednoducho povedat, ze ako velky vplyv bude mat tento fakt na odfukovanie kvapiek z
plasta, lebo vrstva vzduchu tesne pri plasti bude pri relativne hrubom bicyklovom dezéne dost turbulentna.

Ako ste viaceri spravne napisali, ak by Krtko i$iel pomalsie, tak by voda odfrkavala smerom dozadu, lebo by takmer
véetka mala ¢as odtiect na kraj kolesa, odkial by odfrkla.

Na zaver este spomenieme jednu vec, ktora mdze sposobit to, ze Krtko vidi, Ze voda odfrkava smerom k nemu.
Totiz, ak by voda odfrkavala véetkymi smermi, tak by Krtko aj tak vnimal, Ze voda ffka najméd smerom k nemu,
lebo tie kvapky, ktoré sa hybu priamo k nemu sa z jeho pohladu nehybu, len sa zvicsuju, a teda je ich vidiet ovela
lepsie, ako tie, ktoré sa hybu kolmo.

2.3 Samostudium vzorak Jaro, opravovala Terka

Zac¢nime tym, Ze si uvedomime, o sa tu deje. Akondhle za¢neme nafukovat baldnik, tak za¢ne rast jeho objem,
pricom jeho hmotnost sa takmer nemeni. To znamend, Ze efektivne zvic¢sujeme vztlakovu silu posobiacu na balé-
nik, pricom tiazova sila sa nemeni. V istom momente je vztlakova sila dostato¢ne velka na to, aby balénik vyplaval.
Ak budeme pokracovat v nafukovani, balonik sa bude viac a viac vynarat, az kone¢ne dosiahne nami pozadovany
pomer ponorenej a vynorenej casti. Pekne priamociare, Ze? Tak si to podme zratat!
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Podla Archimedovho zdkona na teleso ponorené do kvapaliny posobi vztlakova sila, ktorej velkost je rovna tiazi
vytlacenej kvapaliny. Nech k-tina objemu baldna je ponorend. Potom z Archimedovho zdkona dostdvame

kVo=m, (1.3.1)

kde V je objem baldnika, m je jeho hmotnost (aj s pieskom) a o je hustota vody. Odtial vieme priamo vyjadrit
objem baldnika ¢isto len pomocou znamych veli¢in a dopocitat objem vzduchu v baléniku nie je problém, takze
sa zdd, Ze mame vyhrané. Ale je tomu tak naozaj? Nezabudajme, Ze nasa nadoba je sice dostato¢ne velka, ¢o sa
tyka plochy, no ma len obmedzenu hibku. Patrilo by sa teda este overit, ¢i sa do nej takto nafiknuty balénik vobec
zmesti. Na to potrebujeme zistit, ako hlboko musi byt balénik ponoreny, aby bola ponorena prave k-tina jeho
objemu, resp. ako vysoko pre¢nieva nad hladinou.

Nech vyska gulového odseku pre¢nievajuca nad hladinu je v. Objem vynorenej Casti je zrejme (1 —k) V, kde
V = 37r’. Zaroven tento objem vieme vyjadrit ¢isto len pomocou jeho vysky a polomeru gule!

(1-k)V=m? (r—g). (1.32)

Dosadiac prislusny vyraz za V sa vieme po drobnych tupravych dopracovat k nasledovnej rovnici:

k=1—§(¥)2+i(;)3. (1.3.3)

Jedinou neznamou v tejto rovnici je v, ktoré sa prave snazime zistit. Nanestastie ide o kubicka rovnicu, ktora
nevieme jednoducho vyriesit. Preto to trochu obideme. Zavedme si parameter

p=- (134)
r

ktory vyjadruje pomer medzi vyskou balonika nad hladinou a jeho polomerom. Potom mozno uvedent rovnicu
prepisat na:

3 1
k=1-=p*+ =p°. 1.3.5
417 +4P ( )

Tato rovnica dava do stvisu parameter k s parametrom p, takze ich mozeme medzi sebou kedykolvek zamienat.
Odteraz budeme teda k povazovat za funkciu parametra p a budeme to zapisovat k (p).
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Obrazok 3: Zavislost parametrov k a p

'Je to objem gulového odseku, na ktorého vypocet existuje vzoréek, ktory ak nevieme, najdeme si ho v tabulkach.
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Vratme sa spit k Archimedovmu zdkonu. Vyjadrime si z neho polomer balénika

3m
4ok (p)”

Vyska gulového odseku nad hladinou je potom z definicie

v(p) = pr(p) =pc/471;% (137)

r(p) =y (1.3.6)

a hlbka, do ktorej siaha balénik je

3
h(p) =20 () = () = (2= p)r(p) = 2= p)y [ s (138)
A r/v/h [cm] o
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Obrazok 4: Polomer balénika, ponor a precnievanie nad hladinu od p

Teraz uz mame véetko potrebné na to, aby sme vedeli tato tlohu vyrie$it. Zac¢nime castou a). Nad hladinou
ma vytf¢at ; balonika. To znamena, 7e k = 0,75. Zistime, akd hodnota parametra p tomu zodpoveda. KedZe
to nevieme urobit analyticky, urobime to numericky. Vykreslime si zavislost k (p) a z grafu od¢itame prislu$nu
hodnotu. Zistujeme, ze p ~ 0,6527. Teraz uz vieme dopocitat prislugnt hibku ponoru podla Rovnica 1.3.8 h
15,7303 cm, ¢o je menej neZ hibka vody v nddobe, takze vetko je v poriadku. Ni¢ nam teda nebréni v tom,
dopocitat objem vzduchu v baléniku, ktory je rovny samotnému objemu baléniku zmensenému o objem piesku,
Cize

m
o’
kde r ~ 11,6754 cm je polomer balénika vypocitany podla Rovnica 1.3.6 a p je hustota piesku. Kone¢ne dostavame
V,~3,809L

wzgmx_ (1.3.9)

Presufime sa na Cast b). Tu budeme postupovat tiplne rovnako. Nad hladinou ma teraz pretfat < objemu, teda
k = 0,8. Numericky ndjdeme, Ze tomu zodpoveda hodnota parametra p ~ 0,5743. Hlbka ponoru je potom h =
16,2915 cm. A tu nardzame na problém. Hibka vody v nddobe je predsa len 16 cm! Co to presne znamena?

otazky@fks.sk 5 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 2. kola letnej Casti ® é@é}

Vratme sa v nasich uvahdch aplne na zaciatok. Tam sme hovorili, Ze balonik nafukujeme, az v istom momente
vyplava, a potom pokrac¢ujeme v nafukovani, az vytf¢a pozadovana cast balonika. Tento predpoklad teraz ale
zjavne nie je splneny, a teda balonik musi pretféat o pozadovanu ¢ast objemu este pred tym, nez sa odlepi odo dna.
To nam paradoxne ulahsi pracu, pretoze Rovnica 1.3.5 musi byt splnena stale a my predsa vieme, Ze ponorenych
je presne h = 16 cm balonika. Z definicie totiz v = pr a zaroven h + v = 2r, teda baldonik treba nafiknut na polomer
r= z%p ~ 11,2226 cm. Tomu zodpoveda podla Rovnica 1.3.9 objem vzduchu V, ~ 3,064 1.

2.4 Roztopasna zabavka vzorédk Marcel, opravoval Marcel

Je zhruba jasné, Ze ¢o, a ako mame v tejto ulohe merat. Zdoraznime si ale niektoré veci, ktoré by nam mohli
neprijemne ovplynit presnost merania.

My sme meranie realizovali tak, Ze sme ohrievali vodu s ladom v hrnci na sklokeramickej varnej platni. A z toho
by mohla vzniknut prva chyba merania, ktort sa nam ale podarilo odstranit (tato chyba sa tyka aj indukénych
platni). Tato platiia ma nastavitelné trovne vykonu/teploty (v stupnioch od 0 po 9). Prva chyba, ktorej sme sa
mohli dopustit by bola, Ze budeme davat hrniec s ladom na platiu tak, ze bude rozohriata na rdzne teploty. Tento
problém sme odstranili tym, ze sme pri kazdom merani zapli platiiu na stupen 8, a pockali, kym prvy krat prestane
hriat (uz dosiahla teplotu, na ktort sa mala ohrievat, a teda vypla ohrev, zapne ho, az ked klesne teplota pod nejaka
hodnotu). Ti z Vas, ktori ste ohrievali vodu s ladom na plynovom sporaku, ste toto nemuseli riesit.

Druhd, suvisiaca chyba mohla nastat tak, ze hrniec, v ktorom ste to ohrievali mal roznu pociato¢nu teplotu v
priebehu merani. My sme tento nedostatok odstranili tak, Ze sme pred vSetkymi meraniami hrniec ochladili na
teplotu vody, (ktorej teplota na zaciatku bola 13 °C pocas merani nekolisala o viac ako 1 °C).

Rovnako ako hrniec a platna, tak aj voda, ktorta sme ohrievali musela mat v priebehu merani rovnakau teplotu, a
toto sme vyriesili jednoducho tak, Ze sme pred kazdym meranim merali teplotu vody, aby bola rovnaka.

Super, po tomto véetkom mame rovnaké vstupné podmienky pre kazdé meranie.

Co sa tyka Iadu, ktory sme topili, tak sme mnoZstvo ladu vazili, z toho dovodu, Ze v lade celkom rady ostédvaji
bublinky vzduchu, ktoré zvicsuji objem ladu.

Tabulka nameranych hodnét (asi ju netreba komentovat):

Mnozstvo ladu [g] Cas ohrevu [s]

0g 232s
45g 313s
65g 355s
138 g 420 s
141 g 430 s
162 g 451s
214 ¢ 512s
217 g 515s
230 g 520s
303 g 580 s
306 g 610s
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A graf z tychto nameranych hodnot:

Cas ohrevu [s]

0 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350

Mnozstvo ladu [g]

Obrazok 5: Graf zdvislosti casu ohrievania od hmotnosti ladu.

Co sme mali dalej urobit je, pokusit sa odhadnut skupenské teplo topenia fadu.

Vyhodnotenie nameranych dat

Teplo, ktoré musi byt dodané nasej zmesi ladu s vodou je rovné teplu, ktoré musi byt dodané na ohriatie tejto
zmesi na teplotu 80 °C, plus teplu, ktoré je treba na roztopenie toho mnozstva fadu a teplu, ktoré je potrebné na
ohriatie hrnca. Zapisané do rovnice to vyzera asi takto:

Q= CvodymvodyAtvody + Cvodyml'aduAtvodyzl}zdu + CladuMiaduAtiagu + ll?zduml’adu + Chrnca™hrnca Athrnca

KedZe na zac¢iatku mame hrniec aj s vodou ustaleny na rovnaku teplotu, tak vieme tato rovnicu zjednodusit:

Q= Atvody (Cvodymvody + Chrncamhrnca) + Mgy (CvodyAtvodyzl’adu + CladuAtaay + ll’adu)

Nas ale viac ako teplo, zaujima cas, ktory nam bude trvat toto teplo dodat. Ak teda rovnicu predelime vykonom
varica, tak dostaneme:

CvodyMuyody + ChrncaMhrnca CvodyAtvodyzl'adu + Cl’aduAtl’adu + ll'adu
P + Migdu P

Lohrevu = Atvody

Z tohoto vidime, ze kedZe prvy ¢len pravej strany rovnice sa nemeni, a druhy ¢len rastie priamo imerne s mnoz-
stvom ladu, tak aj ¢as by mal rast priamo imerne s mnozstvom ladu, ¢o sa zhoduje s tym, ¢o sme namerali.

Skusme teda nejako vyjadrit ¢as. Zo $ikovne urobeného prvého merania ¢asu, ktory sa zohrieva voda bez Iadu
vieme urcit prvy ¢len, a ostant nam uz iba druhy. Bohuzial, ako vidime z toho, ako tento ¢len vyzera, ani ak by
sme zanedbali teplo potrebné na ohriatie ladu, tak z toho nevieme zistit ni¢ lepsie ako skupenské teplo topenia
ladu predelené vykonom varica.

Jedina moznost je teda nejako zistit vykon varic¢a. Zo stitku na varnej platni vieme zistit jej prikon, ale bohuzial
nevieme zistit straty pri ohreve.
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Druha moznost, ako by sa dal zistit vykon varica je, zZe zanedbame teplo potrebné na ohrev hrnca, a teplo potrebné
na ohrev fadu na teplotu 0 °C, a zistime si tepelnu kapacitu vody a z prvého merania si vypocitame vykon varic¢a

Po dosadeni nam teda vyjde vykon varica ako:

p- Atvodycvodymvody _ A(SO - 13) -4200 - 0,5
B Lohrevu B 232

=606 W

Teraz teda mozeme pri vSetkych meraniach vypocitat skupenské teplo topenia ladu:

Mnozstvo ladu [g] Cas ohrevu [s] Skupenské teplo [J/kg]
45¢ 313s 334909 J/kg
65g 355s 334853 J/kg
138 420's 335174 )/kg
141 g 430's 335149 J/kg
162 ¢ 451's 335180 J/kg
214¢g 512’ 335207 J/kg
217 g 515s 335209 J/kg
230 ¢ 520's 335241 J/kg
303 g 580 s 335304 J/kg
306 ¢ 610's 335251 J/kg

Priemerna hodnota skupenského tepla topenia ladu je teda 335 148 J/kg, ¢o v porovnani s tabulkovou hodnotou
334000 J/kg je celkom presny vysledok.

Lepsie vyhodnotenie nameranych dat

Celkom velkym problémom takéhoto vyhodnocovania nameranych dat je to, Ze sme vSetky merania vyhodnoco-
vali na zdklade prvého merania bez ladu. Tento problém sa da vyriesit, ak si vSimneme, Ze ¢leny v tejto rovnici:

CyodyMyody + ChrncaMhrnca CvodyAtvodyzl’adu + CladuAtiggy + ll’adu

tohrevu = Atvody P + Mizdu P

vieme rozdelit na tie, ktoré zavisia od my,,, a tie ktoré nie. Ak sa nad tym zamyslime, tak si m6Zeme uvedomit, ze
sa to celkom napadne podoba na rovnicu priamky, kde

CvodyMyody + ChrncaMnrnca
p

a=A tvody

CrodyAtyody 2 tadu + CladuDtiagy + ladu
p

b:
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Ak sa teraz dopustime toho, ze rovnako ako pred tym zanedbame teplo potrebné na ohrev hrnca a teplo potrebné
na ohrev ladu, tak pri pouziti hodnot, ktoré sme pouzili ako parametre rovnice priamky, ktorou sme fitovali nas
graf (b = 261,309, a = 1,133 22), dostaneme, Ze:

Cyody

=738

Viadu

= 706,51

Nasledne mozeme pouzit tabulkovi hodnotu hmotnostnej tepelnej kapacity vody ¢ = 4200 JK/kg, z ¢oho vieme
zistit vykon varica ako P = 538 W, a skupenské teplo topenia Iadu ako Ij,4, = 380760 J/kg.

Tento postup, ma oproti rieSeniu predtym ti vyhodu, Ze nie su vietky vysledky zavislé od jedného merania.

Chyby merania

Co sa tyka presnosti merania, tak meranie teploty bolo realizované teplotnou sondou pripojenou na multimeter, so
vzorkovanim 1 °C, v rozsahu 0 - 400 °C presnostou 1 %, hmotnost bola zistovana kuchynskou vahou s prenostou
avzorkovanim 1 g.

Samotné merania boli teda robené dostato¢ne presne. Co ale robené presne nebolo bolo to, Ze sme zanedbévali
niektoré veci, ako napriklad teplo potrebné na ohrev hrnca, alebo ohrev Iadu na 0 °C.

Doévodom, preco sme to mohli urobit je to, Ze teplo, potrebné na ohriatie hrnca a ladu je oproti teplu potrebnému
na ohriatie vody vyrazne nizZie a ad potrebujeme ohriat iba o par stupnov, na rozdiel od vody.

Samozrejme, na vysledkoch merania sa to prejavi tak, Ze teplo na ohriatie hrnca zapocitame do tepla na ohriatie
vody, a teda ndm vyjde mensi vykon varnej platne.

Teplo potrebné na ohriatie ladu tieZ zanedbévame, a to sa zaratava do tepla potrebného na roztopenie ladu, takze
nam toto teplo vyjde vacsie.

2.5 Prisavka vzorak Jaro, opravoval Jaro

V prvom rade si predstavte taku ta klasicka prisavku na stenu, na ktoru si mozno aj vy vesiate uteraky. Mate? Tak
teraz sa spolo¢ne zamyslime, ako taka prisavka vlastne funguje. Ak sa nam to podari, mame spolovice vyhrané.

Ako sa taka prisavka pouziva? Vyhliadneme si hladka plochu - napriklad obkladacku, nadychame na prisavku, a
potom ju celou silou pritla¢ime k vyhliadnutému povrchu - az tak, ze z dutiny prisavky vytlacime (takmer) vsetok
vzduch a prisavka sa tak dotyka obkladac¢ky (takmer) celym svojim povrchom.

Preco to robime? Pointa spociva v tom, ze ked prisavku dobre pritla¢ime, vytla¢ime z jej dutiny vac¢sinu vzduchu.
Ked ju potom uvolnime, v dutine zostane tlak p << p,. Na vonkajsej strane prisavky je vSak stale tlak p,, takze na
prisavku posobi vysledna tlakova sila

E,=(pa—p)S=paS,

ktora ju pritlaca ku stene.
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Prisavka v§ak nevyzera, Ze by smerom k stene zrychlovala. To preto, Ze aj stena posobi na prisavku rovnako velkou
silou opacného smeru. Poznamenajme, Ze toto silové posobenie nie je rovnomerné na celej ploche prisavky, ale
spojite sa meni, pricom vécsia sila posobi na jej spodnu cast. Nas vSak presné rozlozenie plosnych sil nemusi
zaujimat a nahradime ich jedinou vyslednou silou N, ktorej pdsobisko je niekde pod stredom prisavky. Tento
poznatok sa nam hodi neskor.

A akaze to sila zabranuje prisavke v spadnuti? Dobre hadate - je nou trenie! Prisavka tla¢i na stenu normalovou
silou velkosti F,, takZe jej spadnutiu zabranuje trecia sila, pre ktoru plati

F, < fF,.

Aby nam prisavka nezrychlovala ani vo zvislom smere, musi byt presne rovna sile, ktora prisavku taha k Zemi, a
sice tiazi uteraku alebo ¢ohokolvek, ¢o ste si na nu zavesili,” teda

F, = mg.
F,
A\,
Fy
IR
N
C‘"
m

Obrazok 6: Sily pésobiace na prisavku

Teraz je to uz jednoducha tuloha zo statiky. Aby bola prisavka v pokoji, musi byt vyslednica sil posobiacich na
prisavku nulovda. V horizontdlnom smere mame

F,=N = N=p,5,

¢o nam neprezradza ni¢, ¢o by bolo pre nas zaujimavé. Z rovnovahy sil vo vertikalnom smere sa v§ak dozvedame,
ze trecia sila je rovna tiazi zavazia, a ked uvazime, Ze trecia sila je zhora ohranicena, dostavame podmienku

fPaS

mg < fF, = mST.

Tym sme vyriesili sily. Nezabudajme vsak, Ze na to, aby bolo teleso v rovnovahe, musime uspokojit eSte momenty
sil. Vyberme si bod, vzhladom na ktory budeme momenty pocitat. Ten moze byt uplne fubovolny, no nezabudaj-
me, ze ak si raz jeden zvolime, uz ho nemo6zeme zmenit.

Zvolme si napriklad stred plochy, ktorou sa prisavka dotyka o stenu. V takom pripade je moment tlakovej sily,
ktora pritlaca prisavku o stenu, ako aj moment trecej sily, nulovy. Vdaka tejto Sikovnej volbe nam zostavajui poriesit
eSte momenty dvoch sil - tiaze zavazia a normalovej sily od steny.

*Predpokladdme, ze hmotnost prisavky je voci zévaziu zanedbatelnd.
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Vieme, Ze prisavka pretica od steny do vzdialenosti [. Mdzeme predpokladat, Ze zhruba v tejto vzdialenosti je
zaveseny uterak, ¢i iné zavazie, preto velkost momentu tiaze je

Mg = mgl.

Podme teraz na moment normalovej sily od steny. Uz skor sme prediskutovali, Ze sila od steny nie je rovhomerne
rozlozena na celej ploche prisavky, ale jej vyslednica je mierne posunuta nadol. Teraz uz vidime prec¢o. Ak by
vychylend nebola, jej moment by bol nulovy a ni¢ by nezabranovalo tomu, aby zdvazie prisavkou otacalo, ako sa
mu zachce. Ak by bola vychylena nahor, tak by jej moment mal rovnaky smer ako tiaz, a teda by k otacaniu este
prispievala. Jedinym rieSenim teda naozaj je, ze vyslednica normalovej sily od steny je posunuta nadol.” Nech je
teda posunuta od jej stredu nadol o . Potom velkost momentu normalovej sily od steny je

MN = Ng

Z rovnovahy momentov sil dostdvame
mgl = NE.
Uvazme, Ze moment tiaZe zavazia je priamo imerny hmotnosti zavazia m, a teda nie je de facto nijako obmedzeny.
Na druhej strane moment sily od steny je zhora ohraniceny rozmermi prisavky. Normalova sila je totiz striktne
rovna tlakovej sile, ktorou je prisavka pritlacana, teda N = p,S, ¢o je nemennd hodnota, a jej rameno je zhora
ohranicené polomerom prisavky
E<r.

Ked si to dame dokopy, dostaneme podmienku

S
mgl < p,Sr == mépu s

gl

Podme si to zosumarizovat. Ak uvazujeme prisavku kruhového tvaru, pre ktora S = 772, tak pre nosnost prisavky
sme nasli dvojicu podmienok

2
m < ”frpa;
g
arip,
m <
gl

Teoretickd maximalna nosnost prisavky je teda

2
Mimax = 7 Pa -min{f,r}.
g

!

Skasme si to vy¢islit: nech r ~ [~ 2 cm, p, ~ 10° Pa, g~ 10 m/s? a f ~ 0,5 — potom My, ~ 6 kg.

###Komentdr k rieSeniam

3Poznamenajme, Ze toto nie je icelové rozhodnutie steny, ktord si len tak z roztopase povie — hej uterak, ty by si rad prisavku otocil,
ale ja ti v tom zabranim, lebo mézem. V skuto¢nosti presné rozloZenie sil vyplyva z toho, ako je prisavka naméhand, a tam, kde prisavka
viac tla¢i na stenu, aj stena viac tla¢i na prisavku.
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Uloha bola pomerne jednoduchd a mnohi z vés sa aj dopracovali k sprévnemu vysledku. Napriek tomu zvycaj-
ne nemate plny pocet bodov. Rozhodol som sa totiz ulohu hodnotit prisne a body som strhaval, ak sa vo vasej
argumentacii objavila nejaka chyba alebo ak nebolo odargumentované nieco, ¢o podla mdjho nazoru odargu-
mentované byt malo. Ved ako sa hovori — dokonalost sa dosahuje detailami, ale dokonalost nie je detail. Tymto
chvalim Stefana Slavkovského, ktory ako jediny uspokojil moje ndro¢né o¢akavania.

Podme si postupne prejst najcastejsie chyby:

« Vicsina ste spravne identifikovali, Ze prisavka sa moze bud zosuchnut alebo odlepit. Niektori vsak pozabudli
na druht moznost a vysetrovali tak len roovnovahu sil a na momenty pozabudli.

« Pri vySetrovani prvej moznosti robilo najvacsi problém trenie. Niektori ste uvadzali, Ze prisavka sa nezo-
$uchne, pokial je trecia sila vdc¢sia nez tiaz zavazia. Po chvilke zamyslenia by vam malo byt jasné, ze je to
nezmysel, pretoze v takom pripade by vysledna sila posobiaca na prisavku vo vertikdlnom smere bola ne-
nulova, a teda trecia sila by mala urychlovat prisavku nahor. Trecia sila musi byt samozrejme rovna tiazi
zaveseného telesa, a ta nerovnost pochadza z podmienky, Ze trecia sila je mensia, nanajvys rovna sicinu
normalovej sily a sucinitela statického trenia.

« Castou chybou bolo, Ze ste uvédzali, Ze na prisavku pdsobia tri sily, pricom ste zabtidali na normalov silu od
steny. V takom pripade ste nemali dosiahnutt rovnovahu sil v horizontalnom smere, ¢o napriklad znamena,
ze vam tlakova sila vzduchu urychluje prisavku cez stenu. Okrem toho to malo neskor pri vySetrovani
momentov sil dalekosiahle dosledky.

+ Ak ste aj na normalovu silu od steny nezabudli, zakreslovali ste ju do stredu prisavky. Potom, ked ste robili
bilanciu momentov, tak ste ju vynechali. Keby ste ju v§ak zapocitali, tak by mala mat presne rovnako velky
moment ako tlakova sila vzduchu, len opac¢ného smeru, takze vo vysledku by sa mali vyrusit a nemal by tam
byt zZiaden moment, ktory by kompenzoval moment tiaze zavazia.

« Mnohi ste uvadzali, Ze moment tiaze zdvazia ma byt mensi ako moment tlakovej sily vzduchu, pripadne ze
sa tieto momenty maju v hrani¢cnom pripade rovnat. To je v principe spravne, no body som strhaval za to, Ze
nebolo odargumentované, preco do vypoctu neberieme moment normalovej sily od steny. Ak povieme, Ze
moment tiaze ma byt mensi ako moment tlakovej sily, znamena to, Ze momenty nie st v rovnovahe? Potom
by sa mala predsa prisavka zacat otacat smerom do steny. Ak povieme, Ze v hrani¢nom pripade st momenty
vrovnovahe, tak ¢o potom, ked zavesime na prisavku lahsie zavazie? Vtedy sa ndm pokazirovnovéhaaza¢ne
sa prisavka otacat do steny? Nie. Vtip je v tom, Ze vy, ¢o ste toto napisali, ste zvycajne cely ¢as ignorovali
normalov silu od steny. Keby ste ju uvazovali, tak vam to nie len poriesi rovnovahu sil v horizontalnom
smere, ale zaroven aj zabezpeci, ze momenty budu vzdy v rovnovéahe (pokial prisavka neodkvicne) a vsetko
bude v sulade s kostolnym (ehm, Newtonovym) poriadkom. Ale preco ste potom dostali spravny vysledok aj
napriek tomu, ze ste ignorovali taka dolezitd silu. Nuz, ked na prisavku zavesime nejaké zavazie, posobisko
normélovej sily od steny sa posunie pod stred prisavky. Cim taZzsie zavazie zavesime, tym niZzsie sa toto
posobisko posunie. V hrani¢nom pripade, ktory nds zaujima, sa posobisko normalovej sily posunie az na
spodny okraj prisavky, a teda v tomto pripade je jej moment nulovy, lebo ma rameno nulovej dlzky. A prave
za absenciu takéhoto zdovodnenia som strhaval body, v inak spravnych rieSeniach, asi najcastejsie.
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2.6 Redlna fyzika vzordk Dusan, opravoval Dusan

Na zaciatok sa asi patri zdoraznit, Ze v celom vzoraku budeme $tudovat metastabilitu a fazové prechody sposobené
zmenou tlaku. V skole ste sa asi stretli s tymi, ktoré si spdsobené zmenou teploty. V tomto pripade vsak bude
naozaj nazornejsie Studovat izotermické procesy. Na vysledku to ni¢ nezmeni.

Rovnica, ktora sme uviedli v zadani sa nazyva van der Waalsova stavova rovnica a popisuje vztah medzi stavovymi
veli¢inami v neidealnom plyne. Rozdiely oproti stavovej rovnici idealneho plynu si dva. Ako prvé to je parame-
ter b, ktory oznacuje minimalny objem molekdl, na ktory ich mozno stlacit. A dalej to je parameter a, ktory
zohladnuje korekciu k tlaku sposobent interakciou medzi molekulami. Vzhladom na obe tieto korekcie mozno
aspon kvalitativne popisat van der Waalsovou stavovou rovnicou okrem plynu aj kvapaliny v blizkosti fazového
rozhrania kvapalina - plyn. To v tejto tlohe aj patri¢ne vyuzijeme.

Zatnime teda tym, Ze zavedieme objem jedného molu castic v = 7. Potom prejde van der Waalsova stavovd

rovnica do tvaru

_ RT a

Cwv-b W
v ktorom sa nam bude lepsie hovorit o termodynamickych fazach. Ved n predsa nepozname a faza je aj tak ur¢ena
stavovymi veli¢inami p, v, a T. Nacrtnime si teraz zavislost tlaku tekutiny od objemu, pre hodnoty stavovych
veli¢in blizko fazového prechodu.

P2

a Po

P1

Vi g V2 Ve
v
Obrazok 7: Zavislost tlaku tekutiny od objemu podla van der Waalsovej stavovej rovnice blizko fazového
rozhrania

Graf si ziada pomerne podrobné vysvetlenie. Krivka na prvy pohlad ukazuje ako sa budu pri izotermickom deji,
napriklad kompresii, spravat zvysné stavové veli¢iny. Je zjavné, Ze pri tlakoch mensich ako p; bude mat tekutina
velky objem, takze bude v plynnej faze. Naopak pri tlakoch vaésich ako p, sa bude realizovat kvapalna faza. Pre
tlaky medzi p, a p, van der Waalsova stavova rovnica hovori, Ze tekutina moze mat tri objemy. Cudné, ze? Pravdou
je, ze v tomto intervale tlakov st stabilné dve fazy, kvapalna aj plynna. Pre objemy mensie ako v; je to kvapalna
féza a pre objemy vacsie ako v, zas plynna faza. Oblast medzi tymito objemami, kde je krivka p(v) rastica, je
nefyzikalna. Predstavte si, Ze v nejakej oblasti tekutiny vznikne fluktuacia s vyssou hustotou castic, a teda v lokalne
klesne. To by znamenalo, ze klesne tlak, ¢o povedie k dalSiemu rastu hustoty v tejto oblasti, pretoze naokolo je tlak
tekutiny vy$si. Podobne fluktudcie s niz§ou hustotou ako priemerna sa budu dalej vyprazdnovat. Takyto systém sa
teda spontanne rozpadne na zmes hustych a riedkych oblasti. Odborne sa tomu hovori spinodalna dekompozicia.

Vratme sa ale spatk otazke fazového prechodu. Kedy teda nastava? Odpovedou je, Ze pri dostatocne nizkej teplote,
pre ktort sme nacrtli zdvislost tlaku od objemu, kdekolvek v intervale tlakov (p;, p,). A pre¢o sa potom $tandardne

otazky@fks.sk 13 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 2. kola letnej Casti ® é@é}

kreslia vo fazovych diagramoch ostré rozhrania medzi fazami? To je preto, ze do fazovych diagramov sa zakresluju
oblasti, v ktorych st fazy globalne stabilné, to znamena s najmensou (volnou) energiou. Tomu sa tu vsak nebudeme
venovat, nam staci vediet, ze takyto fazovy prechod medzi stavmi v termodynamickej rovnovahe by nastal na
nasom grafe pri tlaku p,. Vtedy ma kvapalna a plynna faza rovnakad energiu a tekutina moze pri tlaku p, nadobudat
objem kdekolvek medzi v, a vg.

v/

Ked'to teda zhrnieme, kvapalna faza je globalne stabilna pri tlakoch véacsich ako py a plynna faza je globalne stabilna
pri tlakoch mensich ako p,. Co sa teda deje na tych zvy$nych intervaloch, kde st fazy stabilné? Ako uz asi tusite,
tam st iba lokalne stabilné, alebo teda metastabilné. To znamena, Ze tieto fazy mozu existovat, ale prezijui iba malé
fluktuacie v hustote, respektive energii. Akakolvek vicsia fluktuacia sposobi fazovy prechod do globalne stabilnej
tazy. Kvapalnej faze medzi tlakmi p; a p, sa hovori prehriata kvapalina a naopak plynnej faze medzi tlakmi p, a p,
sa hovori podchladeny plyn.

No dobre, a ¢o ak je teplota velmi vysokd? Vtedy bude krivka p(v) monotdénne klesat. Tam bude pre dany tlak
existovat iba jeden pripustny objem a teda iba jedna faza a Ziadne fazové rozhranie. A to je presne to, ¢o by sme
mali aj cakat. Pri teplotach a tlakoch vyssich ako su tie kritického bodu sa plynna a kvapalna faza nedaju rozlisit,
a systém sa nachadza vo faze superkritickej tekutiny.

V tomto momente by sme uz mali rozumiet tomu, ¢o hovori van der Waalsova stavova rovnica o fazovych pre-
chodoch a metastabilite. Zostdva nam tie oblasti/hranice metastability uz iba néjst. Presnejsie, pre hranicu me-
tastability kvapalnej a plynnej fizy musime postupne ur¢it body [p;,v;] a [pa, v2] pri rdznych teplotach. To uz je
praca pre cvicené opice. Zafixujeme T a za¢neme binarne vyhladavat objem v, pre ktory tlak p dosahuje lokal-
ne extrémy. Ti $ikovnejsi na to pouZijui pocital, a ti este Sikovnejsi funkciu p(v) zderivuju poloZia rovnu nule a
vyriesia kubicku rovnicu.

KedZe som ten najsikovnejsi, ja som si to zderivoval a kubickd rovnicu za mna vyriesil pocita¢. Vysledky su za-
kreslené okrem p-v diagramu aj v Standardnom p-T diagrame. KedZe hodnoty a a b sa mdzu menit a my ich
nepozname, patri sa na osi grafov vynasat hodnoty stavovych veli¢in ako ndsobky prirodzenych hodnoét systému,
t.j. tlaku {5, objemu b, a teploty +¢. Modrou farbou je v grafoch vyznacena hranica metastability kvapalnej fazy,
oranzovou je hranica metastability plynnej fazy, a zltou farbou je vyznacena celd oblast, v ktorej moze byt teku-
tina podla van der Waalsovej stavovej rovnice metastabilna. Termodynamické fazové rozhranie tam samozrejme
zakreslené nie je, kedZe to z van der Waalsovej stavovej rovnice nevieme zistit.

0.04 - - .
- kvapalina
0.03¢ plyn
D)
£0.02
3
0.01j
0.00; 4 6 8 10

v/b

Obrazok 8: Oblast metastability vo fazovom p-V diagrame
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Obrazok 9: Oblast metastability vo fazovom p-T diagrame

Na zaver upozornime este na dve veci. Hodnoty stavovych veli¢in v kritickom bode sa daju zistit z van der Waal-
sovej stavovej rovnice presne. Vyjde p. = 5%, T, = £ . V skuto¢nosti pri nizkych teplotach a vysokych tlakoch
nebude kvapalina metastabilnd. V tejto oblasti van der Waalsova stavova rovnica neplati a na termodynamicky
popis systémov treba pouzit Gplne iné tedrie, kedZe sa tu zvicsa realizuje pevna faza hmoty.

2.7 Satelitné sledovanie vzorék Mato G., opravoval Mato G.

Predtym, ako sa pustime do rieSenia, si skisme napisat v bodoch ako rozumieme ulohe:

1. Protény budu vyletovat zo Slnka do vsetkych smerov rovnako, a teda ich pocet na jednotku plochy bude
klesat so $tvorcom vzdialenosti. (Podobne ako svetelné luce.)

2. Zrazky su nepruzné, preto sa energia nezachovdva. Dokonca, protény sa kvoli nepruznosti ,,nalepuji na
satelit, ¢im sa hmotnost satelitu zvySuje.* Na zistenie toho, ako sa bude satelit urychlovat ndim pomoze
zakon zachovania hybnosti, ktory plati aj pri neelastickych zrazkach.

3. Hmotnost jedného proténu je omnoho mensia ako hmotnost satelitu. Toto je dolezité v tom, Ze nam to
moze zjednodusit inak Skaredé vyrazy.

4. Tym, ze na satelit budi dopadat protény, buda ho urychlovat smerom od Slnka. Ako sa bude od Slnka
vzdalovat, pocet dopadajucich protonov sa bude zmensovat. To bude zase menit jeho urychlovanie, ¢o
bude menit jeho vzdialenost... Mohli by sme pokracovat donekone¢na. Ako sa da takato vec zratat? Jednou
moznostou je to nasimulovat v pocitaci (na to musime v$ak poznat presné ¢iselné udaje, co nevieme) alebo,
nastastie, matematika prinasa aparat, ktory je vytvoreny na riesenie takychto problémov - diferencidlne
rovnice. Nakoniec teda mozeme cakat, Ze budeme musiet spocitat nejaku diferencialnu rovnicu.

Tolko ku prvotnym insightom, teraz hor sa do rieSenia!

Zacnime tym, Ze sa pozrieme na zrazky. Ak po k-tom naraze bude mat satelit rychlost uy, jeho celkova hmotnost
bude M + km a pre (k + 1)-ty naraz plati zikon zachovania hybnosti

(M+km)up+mv= M+ (k+1)m) ey,

*Tu by sme sa viak mali pozastavit: Je takyto predpoklad redlny? Ako vieme, protony nie st nabité a teoreticky by mohli byt drzané
na satelite iba vdaka pdsobeniu inych interakcii (konkrétne pomocou strong interaction). Ta vSak jednak pdsobi na kratke vzdialenosti
v jadrach atémov a naviac pridavanie dal$ich neutrénov do jadier va¢sinou spdsobuje nestabilitu jadier. Preto by sme prakticky mohli
predokladat, Ze kazdé jadro ,,unesie® len zopar dal$ich proténov - alebo Ze hmotnost pridanych proténov je ovela mensia ako hmotnost
satelitu.
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Ak vyjadrime uy,, a nasledne odpocitame z oboch stran uy, aby sme ziskali zmenu rychlosti; po premasirovani
vyrazov dostaneme:
m

M+ (k+1)m
Véimnime si teraz ¢o ndm této rovnica hovori. V prvom rade v menovateli médme M + (k + 1)m, ¢o je celkova
hmotnost satelitu po (k+ 1)-om ndraze (teda aj so véetkymi nalepenymi proténmi ). KedZe ale hmotnost proténu
je velmi mald, je vlastne jedno, ¢i budeme pouzivat hmotnost po alebo pred narazom tohto jedného proténu. Preto
mozeme vyraz v menovateli interpretovat ako hmotnost pri k-tom naraze M;

U1 — Ug = (v—u)

u uNm(v )
ke T U K

Dalej v druhej Casti vyrazu vidime (v — 1), ¢o je relativna rychlost satelitu a proténov. Totiz, ¢im rychlejsie sa
bude satelit pohybovat, tym slabsi efekt budu mat jednotlivé narazy. Prvu ¢ast mame za sebou - vieme, o sa stane
pri jednej zrazke.

Kolko proténov narazi do satelitu kazda sekundu, ak sa nachadza vo vzdialenosti r? Protony len tak nezanikaju,

a teda plati Standardny argument’: pocet proténov, ¢o dopadne na plochu S vo vzdialenosti r je imerny pomeru
plochy S a sféry s polomerom r. Matematicky zapisané:

S
= n
4712

Toto by vsak platilo len pre stacionarny satelit — pre unikajici je v skuto¢nosti pocet narazenych proténov mensi!
Predstavte si to takto: kebyze sa satelit hybe tak rychlo ako protény, ziadne na nu realne nedopadnu, satelit ide
predsa ,,s prudom®. Ak chceme naozaj spocitat narazeny pocet protonov za cas At, od poctu NAt musime odpocitat
pocet protonov vo vysrafovanej ploche na obrazku, lebo im satelit uletel a oni ho nestihli dobehnut.

t=0 t=At
o— o—
o—
o— o—
v
o— o .
C vV
o—
: v O_'v
: Vv O_'V
\4 o—
o—
e S . e
uAt

Obrazok 10: Obrdzok proténov

Kedze dlzka plochy je uAt, protény potrebuju ¢as “! na jej prejdenie, a teda od predo§lého po¢tu musime tieto
protony odpoditat; t.j. odpocitat N*2f. Pocas kratkeho ¢asového useku At ich takto narazi NAt(1 - u/v). Preto
zrychlenie satelitu bude:

Cu(t+ At) —u(t)
B At

Uy — Uk
At

a(t)

>Podobne sa d4 argumentovat aj dovod, preco intenzita svetla, elektrické a aj gravitacné pole klesajti ako 1/7%, ak predpokladame, ze
tieto polia nezanikaju. Na wikipédii to najdete ako Inverse square law.

= (NAt(1 - u/v))
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‘ é)é)é) Riesenia 2. kola letnej casti

Po dosadeni za pravu stranu dostaneme rovnicu:

_ N(r)m

AR CTO)

u'(1)

kde M(t) = [ N(r)mdt a zéroveir N(r) = 1. Toto je velmi komplikovana diferencidlna rovnica, ktord zrejme
nemd pekné analytické riesenie. Co modzeme spravit je zjednodusit ju nejakymi aproximaciami. Jednou z nich
je, ze mozZeme predpokladat, ze hmotnost satelitu sa velmi nebude menit v case. Je totiz nepravdepodobné, ze by
jeho hmotnost vyrazne narastla. Druhou approximaciou bude, Ze jeho vzdialenost od Slnka sa velmi nezmeni (t.j.,
satelit je tak daleko od Slnka, ze zmena polohy bude zanedbatelna voci jeho pociato¢nej vzdialenosti od Slnka).
Preto aproximujeme N(r) tak, Ze za r dosadime iba jeho pociatoc¢nii polohu. Takto sa ndm pismenkd N, M zmenia
na konstanty a mi dostavame sympatickejsiu diferencialnu rovnicu:

Nm
u'(t) = —((v-u(t)?
(1) = 2 (v=u()
Takéto rovnica sa da riesit celkom jednoducho. Rozpiseme u/(t) = % a separujeme premenné:

du _ Nm

My,
(v—u)> My

a zintegrujeme obe strany. Integra¢né limity nastavime tak, Ze zac¢inaju od ¢ = 0 a u = 0, lebo na pociatku sa satelit

nehybe. °
u d t
f —u = @f dt
o (v-u)> Mv Jo

1 1 Nm

=

v—u v My

Nakoniec dostaneme:
Nmt

V—
Nmt+ M

u(t) =
= Sn_
kde N = 2 2
Komentar ku rieSeniam: Viaceri ste sa snazili zaratat aj gravitacné pole Slnka, o vobec nie je zly krok, no vysledok
bol, ze diferencidlnu rovnicu vam to len skomplikovalo este viac - tak, ze zachranou bolo iba numerické riesenie.
V nasom vzordku sme ju nespomenuli, lebo aj tak neskor zanedbavame zmenu vzdialenosti od Slnka, ¢im by bol
jej efekt presne vyruseny odstredivou silou. Ak by sme spravili iné zanedbanie - kebyze zanedbame rychlost rakety
vocirychlosti protonov a zmenu polohy tam nechdme, gravita¢na sila by bola nezanedbatelnou ¢astou rovnice. Pri
hodnoteni vasich rieSeni sme najma dbali na spravnost fyziky pri narazoch proténov a taktiez na konzistentnosti
zanedbani. Tato tloha bola naozaj velmi tazka a kazdému, kto sa ju aj pokausil riesit patri gratulacia.

6Ak sa vam toto zd4 velmi ndhodné, d4 sa to riesit aj neurcitym integralom, pridanim integra¢nej konstanty, ktorej hodnotu by sme
zistili tiplne nakonci z podmienky u(0) = 0.
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