o Fyzikalny korespondenény seminar
29. ro¢nik, 2013/2014

FKS, KTFDF FMFI UK, Mlynska dolina, 84248 Bratislava
e-mail: otazky@fks.sk web: http://fks.sk

Vzorové riesenia 3. kola letnej Casti 2013/2014

3.1 BO — Lungern... (opravovali Mato Ch. a Lukas)

Kdesi daleko na jazere Lungernersee sa plavi lodka, na ktorej stoji Samko, pricom vezie so sebou pomerne
dost tazkych tehdl. Krasa stredosvajdiarskych jazier ho natolko dojimala, Ze pocas plavby omylom vysypal
skoro vsetky tehly do jazera. Namiesto toho, aby ich isiel vylovit, sa zamyslel nad otdzkou, ¢o sa stalo
s vyskou vodnej hladiny vzhladom na lodku a brehy jazera. Zdvihla sa? Klesla? Nezmenila sa? Pomézte
Samkovi vyriesit tato dilemu.

Po precitani zadania zalovime v paméiti, ¢o nam to v tej skole hovorili o telesdch ponorenych do
kvapaliny. Suvisel s nimi Archimedov zakon. Zopakujme si preto, ¢o presne nam hovori: Teleso
ponorené do kvapaliny je nadlahcované vztlakovou silou, ktorej velkost sa rovnd tiaZi kvapaliny
s rovnakym objemom, ako je objem ponorenej casti telesa.

V prvej Casti rieSenia sa pozrieme na zmenu vysky hladiny vody vzhladom na lod. Na lod
posobia dve sily. Vztlakova a gravitacna. Kedze lod pléva, musi platif, Ze sily sa navzajom
kompenzuji. Takze pre tiazovi silu, ktorda posobi na lod s hmotnostou M, plati F, = Mg,
kde g je gravitacné zrychlenie. Pre vztlakov silu, ktora posobi v kvapaline s hustotou p, plati
F = Vg, kde V je objem ponorenej casti lode. Ked ddme F' a F,; do rovnosti, dostaneme
rovnicu

Vog= Mg,
z ktorej vyjadrime hibku ponoru lode
M
hl = —=.
Sp
Predpokladame pri tom zjednoduseny model lode v tvare pravouhlého hranolu s plochou pod-

stavy S.

To bol pripad, kedy sme uZ tehly nemali na palube. Ked budeme brat do tvahy pripad,
ze tehly su este stale na palube, cely vypocet sa zmeni len v tom, Ze k hmotnosti lode M
pripo¢itame hmotnost tehdl m a pre vysku ponorenia dostaneme

M
hy = 22t
Sp

Vidime, Zze hy > h;. To znamené, Ze po vyhodeni tehal z lode hladina vody vzhladom na lod
klesne.

Teraz rozoberme, ako sa zmneni vyska hladiny vzhladom na brehy rieky. Vezmime si objemy
V1 a V3, kde prvy objem je objem vytlacenej kvapaliny, ked st na lodi tehly a druhy, ked tam uz
nie si. Nepedagogicky za¢neme tym druhym. Pre objem V5 dostavame z Archimedovho zakonu
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kde p, je hustota vody a p; je hustota tehal. Pre objem V; dostavame velmi podobny vyraz,
ktory sa odlisuje od predchadzajtceho len tym, Ze hmotnost lode a tehal musime sc¢itat, pretoze
tehly st v tomto pripade na palube, tzn.

_ M+m

Vi = .
Py

Objemy V; a V3 mozeme porovnat. Po Uprave dostaneme vyraz

E _ Mpv+mpt
Voo Mpy+mpy

Hustota tehdal je urcite viicSia ako hustota vody. O tom sa vieme presved¢if préave tym, Ze
tehlu hodime do vody, a budeme sa pozerat na to, ako sa potapa. Potom ale plati, Ze Citatel
strane rovnice. Mensi vytlaceny objem sa prejavi v poklese vodnej hladiny. Preto vyska vody
vzhladom na brehy jazera klesne.

3.2 B1 - Za ruky sa pochytame, raz, dva, tri! (opravoval Jimi)

Andrejovi mama odmalicka zakazovala strkat pazire do zastrCky. Andrej sa ale nenechal zastrasit, tak si
zavolal vSetkych svojich kamaratov z FKS. Nuz, vSetci sa pekne pochytali za ricky a posledny ¢len (Andrej)
sa napojil do zastrcky.

Celé toto ,,pochytanie sa“ si mézeme nasimulovat asi takto:

N -3
'—I Riuka RrukaH Riuka Rrukal_' ¢ '—I Riuka Rrukal_'
= = =

Obr. 1: Zapojenie Andrejovych kamaratov

Za jedného Andrejovho kamarata povazujme pre jednoduchost trojicu odporov Riuka, Rielo @ Rrukas
pricom Riuka = 0,50 MQ a Rielo = 2,6 MS). V zastrcke je napdtie U = 220V.

Kolko ludi z FKS musi minimalne prist Andrejovi pomdct, aby sa nikomu ni¢ nestalo? Teda Ziadnou
Castou tela kohokolvek netiekol prad vaési nez IE =0,1A7

Tymto vds upozoriiujeme, Ze tento pokus je Zivotu nebezpeény a vyslovene zakazujeme tlohu riesit

experimentdlne!

Pozrime sa, ako by vyzerala situacia, ak by sa do zastrcéky zapojil iba Andrej. Prad by prechadzal
iba cez jeho jednu ruku a telo. Tie maja spolu odpor 0,5 M2 + 2,5 MQ = 3Mf). Tym padom
by podla Ohmovho zdkona Andrejom pretekal prad

U 220V |
I=—=—"—="T31A.
R 3-10%Q
Teda Andrejov odpor bohato staci na to, aby tato hru prezil sam. Pozor! Stale poc¢itame len
s velmi zjednodusenym modelom, ktory tplne nekoresponduje s realitou. Stale odportcame,

aby ste to doma v neskusali!
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Skisme sa vSak este pozrief eSte na to, ¢o by sa zmenilo, ak by si predsa len zavolal kamarata.
V tom pripade sa zmeni ich spoloény odpor!, a to na hodnotu

Rtelo(Rtelo + 2Rruka) — 0.5MQ + 375 MQ - 2,5 M¢Q

Ry = Rru a
2 kR AR 5MQ 1 1 MO

Z 1,46 MQ).

Tento odpor je mensi, ako ked bol Andrej zapojeny sam. No prid? bude stale iba

220 V/1,46 MQ = 0,112mA .

.....

otazku: Kolko kamaratov by si mohol Andrej prizvat, aby to vSetci prezili bez nasledkov?

Musime si uvedomit, Ze odpor pochytanych Iudi je vzdy aspon 0,5 MS2, kedZe jedna Andre-
jova ruka je zapojend v sérii so zvySkom zapojenia. Teda aj keby bol odpor zvysku Iubovolne
maly, tak zapojenim bude tiect maximalny prad

220V

Preto by si Andrej mohol pozvaf na tto nebezpecni (!) Sokujicu party tolko kamaratov, kolko
len chce.

3.3 B2 — Potrhana palicka (opravoval Jakub)

Ked si Vlejd isiel do FKS obchodu kipit nejaké nové kladky, tak si nedaleko na stene vsimol pali¢ku pribitd
klincom za jeden jej koniec. Vlejdovi prislo [ito smutne visiace] pali¢ky, tak ju otodil okolo osi klinca o 180°
tak, Ze ostala v labilnej rovnovaznej polohe. Aby toho nebolo milo, tak na jej horny koniec este upevnil svoj
dvojkilovy hmotny bod, ktory nosi bezne po kapsach, a jemne donho $tuchol. Vlejd samozrejme ratal s tym,
¥e hmotny bod aj s pali¢kou zaénii vykonavat rotaény pohyb okolo osi klinca. Co ale ne¢akal bolo to, e
sa palicka roztrhla uz po tom, ako opisala uhol «. Vlejd zostal v nemom {zase.

a) Co sposobilo, ze sa pali¢ka roztrhla?

b) Palicka toho zrejme neudrZi nekoneéne vela. Aké najtazSie zdvazie by sme na fu povodne (eSte
predtym, nez Vlejd vkrocil do obchodu) mohli zavesit, aby sa neroztrhla?

Ulohu riedte pre dva r6zne uhly c; = 45° a ap = 135°, pricom celd dobu predpokladajte, Ze palicka ma
zanedbatelnt hmotnost a trenie okolo klinca je nulové.

Kazdy z vas mal uz uréite v ruke plastelinu. Ked na 1iu budete pdsobit nejakou silou, tak zmeni
svoj tvar. Pri plasteline tento jav mdZeme vidiet najvyraznejsie, ale v skutoc¢nosti tento isty jav
prebieha v kazdej latke. Ak budete napriklad na kovova ty¢ posobif dostato¢ne velkou silou,
tak sa natiahne. Ako velmi sa nejaké teleso natiahne, ked nan pdsobite silou, opisuje veli¢ina
nazyvand modul pruznosti. Kazd4 latka sa navyse spréva inak, ked ju stlacate, natahujete alebo
krutite, preto rozoznévame viac druhov modulov pruznosti (v fahu, tlaku a strihu).

IPridanim jedného kamaréta vznikne v sériovom zapojeni navyse aj paralelné, pri¢om v jednej vetve bude
jedno telo (kamarata) a dve ruky (oboch) a v druhom iba telo Andreja. Skuste si to nakreslit.
2Po¢itame prid, ktory bude prechadzat Andrejovou rukou, ktora sa dotyka zdroja, pretoze tato ¢ast obvodu

.....
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Navyse vieme, Ze neexistuje ziadna latka, ktora by vydrzala akykolvek napor. Kazdy mate-
ridl ma tzv. medzu pevnosti, ktord hovori, aké maximalne mechanické napétie mézeme v ma-
teriali vytvorit bez toho, aby do$lo k trvalému pogkodeniu. Akonéhle napitie v latke prekroci
tato medzu, elastické vizby, ktoré posobia medzi molekulami sa porusia a dojde k nevratnej
(plastickej) deformacii telesa.

V naSom pripade budt sily na palicku posobif iba tlakom a fahom. Ked je palicka v hornej
polohe a je na nej zaveseny hmotny bod, posobi na hmotny bod tiazova sila F; = mg a bod na
pali¢ku pdsobi tlakom. Vieme teda, Ze palicka odold minimalnemu tlaku F, /S, kde S je plocha
prierezu palicky.

Ked za¢ne hmotny bod s palickou padat, zatne nan posobif zotrvacna odstrediva sila a
tiazova sila posobiaca v smere palicky sa zacne zmensSovat. Inak povedané, tlak na palicku
bude klesat, no za¢ne narastat fah. V ur¢itom okamihu nastane moment, kedy fah palicky
prekro¢i maximélnu mozni hodnotu (medzu pevnosti) a palicka sa roztrhne. Podme si ttto
medzu vypocitat.

Oznac¢me si [ dizku palicky a a uhol, ktory presla od zaciatku svojho pohybu. Zaujimaft nés
budt iba sily, ktoré sposobuju tah a tlak, preto si tiazovi silu rozlozime do smeru palicky a do
smeru naf kolmého.? Zlozka tiazovej sily v smere palicky bude mat velkost?

Fyi = —mgcosa.

Odstrediva sila méa velkost

FozmTlﬂ.

Vidime, Ze vzorec vyzaduje znalost informécie hodnoty rychlosti. KedZe zo zadania vieme, Ze
v probléme nevystupuje ziadne trenie (¢iZe sa ni¢ z celkovej energei nepremietia na teplo), tak
s radostou moézme pouzit zdkon zachovania energie. V zaciatoénej polohe ma hmotny bod len
potencialnu energiu®

Epl = ngl .

Po prejdeni uhlu o bude mat hmotny bod rychlost v a vysku [ (1 + cos «). Podla zékonu za-
chovania energie bude platit

2mgl = mgl (1 + cosa) + m—,

v =+/2¢gl (1 —cosa).

37Za kladny smer budeme povazovatf smer tahu palicky, tj. smer, ktory akoby ukazuje samotna palicka.

4Znamienko minus je tam prave preto, lebo kladny smer ukazuje od palicky.

5Povedzme, 7e za vysku nulovej potencidlnej energie budeme povazovat vysku, v ktorej je hmotny bod
v stabilnej polohe, tj. iplne dole.
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Obr. 2: Posobenie sil v smere palicky

Vysledna tahova sila, ktora na palicku posobi, je potom
F, =2mg (1 —cosa) —mgcosa =mg (2 —3cosa) .

Do vzorca si teraz mozeme dosadit zadané uhly oy a as. Po dosadeni uhlu a; vSak s prekvapenim
zistime, ze F, < ON. Co to znamena? Znamena to, Ze na palicku este stale posobi tlak a ziadny
tah sa zatial nezacal prejavovat. Tento tlak je vSak mensi, aky na palicku posobil, ked bola
v zvislej polohe. To znamen4, Ze palicku zatial nem4 ¢o roztrhnif a tym padom vieme povedat,
ze Vlejd urcite nemohol pozorovat roztrhnutie pri takomto uhle!

Pre uhol ay vsak dostavame krasne riesenie pre maximalnu silu

3vV2
Fv:mg(Z—i—T\/_).

Na palicku teda moéze posobit maximdlna sila F,, ¢o znamend, Ze najtazsie zavazie, ktoré
mozeme na palicku zavesit v stabilnom stave, ma hmotnost

2
M=m (2—1—%) =8,24kg.

3.4 B3/A1 - Podchladena voda (opravoval Miso)

Podchladena voda je stav vody, v ktorom ma sice teplotu mensiu, nezZ je jej teplota mrznutia, no je stéle
kvapalna. Tento stav nie je stabilny, po naruseni voda za¢ne mrzn(t.

Vyrobte podchladen( vodu vo fladi a namerajte, akou pribliZznou rychlostou sa bude pohybovat rozhranie
voda-zmrznutd voda, ked po vrchu flase udriete (vtedy zaéne voda zhora mrznit).

Toto meranie opakovat nemusite, pretoze je mozné, ze budete mat problém urobit Co i len jedno.
Podareny experiment v8ak musi byt riadne zdokumentovany (foto, video)! Odpori¢ame nechat vodu pred
vloZenim do mraznic¢ky nejaki dobu odstdt a nechat mrazit niekolko flia§ sicasne.

Experiment si samozrejme skisila aj Kaja a na konci sa zamyslela nad otazkou: Aké bude zlozenie vy-
slednej zmesi, ak predpokladame, Ze cez flasu ziadne teplo neunikd? (Nedeje sa ni¢ iné, nez ze voda zamrzne
na lad a ustdli sa teplota v nddobe.) Pri tomto teoretickom vypocte predpokladajte, ze si Kaja vyrobila

flasu s 1,5 litrom podchladenej vody a teplotou —4 °C. Merné skupenské teplo vody (aj podchladenej) je

kJ kJ
¢ = 4,180 —— a skupenské teplo mrznutia je [ = 334 —.
kgK kg
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Pre to, aby sme vedeli spravne navrhnif experiment, teda mrazenie vody, musime niec¢o vediet
o tom, Co sa vo vode pri mrznuti deje. Poviete si, Ze ¢o je na tom, bachnem vodu do mrazaku
a bude. No, mozno, ale na podchladenii vodu by ste museli mat naozaj $tastie, aby to takto
fungovalo.

Mrznutie vody zac¢ina vzdy v ur¢itom bode, tzv. kondenza¢nom jadre, ¢o mdze byt nerovnost
povrchu, alebo necistota plavajica vo vode. Takychto jadier moze byt vo vode vela. Pri zniZzeni
teploty pod nulu sa nam na tychto jadrach zaént molekuly usadzovat do krystalickej Struktury.
To my ale v pripade podchladenej vody nechceme. My chceme, aby mala teplotu pod nulou, ale
stale bola kvapalna. Dostaneme teda stav, kedy latka existuje v urc¢itom stave, aj keby uz v tom
stave za danych podmienok existovat nemala — to sa vold metastabilita. Sta¢i maly ,,$fuchanec”
a latka prejde do stabilného (v tomto pripade pevného) stavu.

Je teda zrejmé, Ze potrebujeme eliminovat kondenzac¢né jadra v nasej vode. To nam auto-
maticky vyraduje mineralky a tvrdé vody, idedlna by bola zrejme destilovanéd voda, ale malo
by to ist aj s nizko mineralizovanou. Kondenzécia moze vzniknit aj pri mechanickom pohybe
Castic a turbulencidch s tym spojenych, ¢ize voda musi byt dobre odstata. TaktieZ na stenach
nadoby nesmu byt mikroskopické nerovnosti, na ktorych by vznikal Iad. V plastovych flagiach
by sa tento problém nemal prakticky vyskytovat.

N4§ experiment, ¢i skor jeho vysledok je mozné nijst na youtube.® Vyska vody vo flasi
je 30cm a mrznutie trvalo 10s, takze rozhranie voda-Tad sa pohybovalo rychlostou 3 cm/s =
= 0,03m/s.

To, ¢o vyzeré ako lad, je vSak skor zmes Tadovej drte a vody. Zvolme si jednoduchy model —
kalorimetrick rovnicu. Spocitajme, kolko ladu by ndm vlastne malo vzniknit. Kalorimetricka
rovnica je v podstate len energeticka bilancia, alebo zdkon zachovania energie. V nasom pripade
plati

Li=Q,
kde L; je skupenské teplo, ktoré sa uvolni pri zamrznuti ladu a @ je to isté teplo, ale z pohladu
podchladenej vody. To je preto, lebo voda toto teplo prijme nato, aby sa dostala do stabilného
stavu. Po rozpisani jednotlivych ¢lenov rovnice dostavame
mily = me(T —Ty) = my= w.
t

Po dosadeni hodnot zo zadania (m = 1,5kg; ¢ = 4,18kJ /kg.K; T'= (04 273,15) K; To = (—4+
+ 273,15) K) dostavame hmotnost vzniknutého ladu 75g. Pozor, stupne Celzia previzdame na
Kelviny, pretoze v takych jednotkach mame zadané kapacity. Matematicky to od¢itanie vyjde aj
tak rovnako, ale takato doslednost ndm zachrani mnoho nervov pri menej prehladnych tlohach.
Odcéitanim od povodnej hmotnosti 1,5 kg dostaneme aj hmotnost stale kvapalnej vody. Kto si
potrpi na percentd, podielom 0,075/1,5 zisti, Ze fad tvori 5 hmotnostnych percent zmesi. Pohlad
na video navodzuje dojem, Ze toho ladu tam asi vzniklo trochu viac. Nuz, zrejme je to dosledok
zjednodusenosti modelu, ¢o hadam prezijeme.

3.5 B4/A2 - Splhaii (opravoval Filip)

Jakub s Kubom hrali biliard. Po istom neprimeranom (dere jedného z hralov zletela biela gula zo stola na
zem a zrazu sa ocitla na Gpati strmého svahu so sklonom «. Biliardovd gula sa otdcala okolo vodorovnej

Shttps://www.youtube.com/watch?v=DjbSouEnqDw
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osi uhlovou rychlostou w tak, Ze sa snaZila vySplhat hore kopcom. Jakubovia to s (Zasom sledovali a hned
sa navzajom spytali:

a) Aky minimalny koeficient trenia fmin musia mat podlozky, aby sa gula zacala $plhat nahor?
b) Majme koeficient trenia f > fuin, pri ktorom sa gula $plhd nahor naklonenou rovinou. Do akej
najvacsej vysky sa gula méze dostat?

Pomozte Jakubom s ich tazkymi otdzkami! Pri poditai uvazujte Standardn( bielu homogénnu biliardov(
gulu, ktord ma polomer r a hmotnost m.

Zacneme hladanim odpovede na prva otdzku. Ak mé gula zacat $plhat dohora, tak nemoze
tlacit na vodorovnu podlozku, takze ju nemusime uvazovat. Na gulu teda posobi len tiazovéa
sila I, = mg, tlakova sila, ktora je kolmé na naklonent rovinu Fy a trecia sila Fy < fFy.

V hrani¢nom pripade sa musia tieto sily navzajom kompenzovat tak, aby ich vyslednica
bola nulova. Dostavame tak 2 rovnice — v smere kolmom na naklonent rovinu plati

Fycosa = Iy,
a v pozdlznom smere
Fysina = Fy < fFy.
Dosadme prvt rovnicu do druhej

Fysina < fF,cosa,
f>tana = fon=tana.

Druhé otazka je o Cosi zlozitejsSia. Rozoberme si situdciu podrobnejSie. Gula je na zaciatku
rozto¢end, ale méa nulovt rychlost. To znamend, Ze bude presmykovat’ a trenim sa bude zni-
zovat jej uhlova, a teda aj obvodova rychlost. No zaroven bude jej tazisko zrychlovat smerom
nahor pozdlz naklonenej roviny. Toto sa bude diat az do momentu, kedy sa rychlost faziska
vyrovna obvodovej rychlosti. Potom sa gula prestane presmykovat a bude sa len valit smerom
do kopca. Trecia sila bude posobit stale v smere dohora (ale bude dostatoéne mala, aby gula
nepreSmykovala) a brzdiaci vplyv tiazovej sily uz nevykompenzuje.

Opit mozeme vychadzat z predchadzajicich dvoch rovnic pre sily, no v pozdliZznom smere
musime pridat ¢len odpovedjtci zotrvacnej sile

ma = Iy — Fysina,
¢ize po dosadeni

ma = fmgcosa —mgsina,
a= fgcosa — gsina.
Vzhladom na tazisko mé nenulovy moment len trecia sila pésobiaca kolmo na rameno dlzky R.
Sposobuje spomalenie rotacného pohybu vzhladom na fazisko, teda uhlové zrychlenie ¢ podla
druhej impulzovej vety
M = ]06 s
—fmgcosaR = Iye.

"Trecia sila bude konat pracu, a preto nemézeme pouzit zdkon zachovania mechanickej energie.
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kde Iy = %mR2 je moment zotrvacnosti gule. PreSmykovanie skon¢i, ked bude rychlost
taziska gule v rovnaké, ako obvodové rychlost Rw:

v = Rw,
at = R(wg + €t) .

Odtial vieme vyjadrit cas, kedy sa to stane, sta¢i dosadit za &

Ruwy Ruwy Ruwy

t: p—
a— Re

5 7 '
(fgcosa—gsina)—R(—ﬁfgcosa) g(§fcosa—sinoz)

Dosiahnuté rychlost bude

fcosa —sina

Umax = at = Ruwy
§f cos a — sin «

A do toho momentu prejde drahu
2

v
d — max .
! 2a
Po zvysok drahy uz gula nepresmykuje, tj. plati F; < fFy a gula postupne spomaluje.
Vzhladom na bod dotyku mé nenulovy moment len tiazova sila M = —mgR sin o. Moment

zotrvaénosti vzhladom na tento bod je zo Steinerovej vety®
21 o
I =1y+mR" = ng .
Pre uhlové zrychlenie teda dostavame

I & =—-mgRsina,
5
¢ =-2 sina.

R

Tomu zodpoveda zrychlenie taziska

a draha do zastavenia

)
d2 — max/ .
—2a

Celkova vysplhana draha teda je

N2

PR WA AT MRS S

2 a o 29 (7 ) fcosa—sina  Ssina
§fcosa—s1na

8Steinerova veta nam hovori, Ze moment zotrvacénosti telesa vzhladom na Iubovolnti os I je rovny stétu
momentu zotrvac¢nosti na rovnobezni os prechddzajicu taziskom Iy a sicinu jeho hmotnosti a druhej mocniny
vzdialenosti osi od faziska mR2.
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Tento vzfah upravime na tangensy, kde si pekne mozeme vSimnaf hraniény pripad pre f =
= tan o, a s vyuzitim jednoduchej geometrie dostaneme maximalnu vysku

hmax = dsin ac,

I R%? (f —tana)’ tan « N 7
max 29 (7 2\ f—tana 5/
(—f — tan a>

2

3.6 A3 — Hracka (opravoval Dusan)

Dusan si v jedno nudné popoludnie povedal, Ze si vyrobi Sialene zlozit( hracku. Povytahoval teda zo Suflikov
pruziny, piesty, nadoby, plyny...

Po niekolkych hodindch prace novad hracka uzrela svetlo sveta. Skladala sa z dvoch identickych pru-
zin o tuhostiach k, ktorych jeden koniec bol pripevneny ku podlahe a na druhom boli pripevnené piesty
s hmotnostami m a plochami S. Tieto piesty uzatvarala sklenend U-trubica so vzduchom, ktora neprepis-
tala Ziadne Castice ani teplo. V rovnovaznom stave mal vzduch v trubici rovnaky atmosfericky tlak p, ako
bol tlak okolia, objem V' a termodynamicki teplotu 7T'. A teraz to pride... Ako vyzerad vSeobecna rovnica
malych kmitov jedného piestu, ked ho trochu vychylime?

Hint: Takato hracka ma dve vlastné frekvencie kmitania a to také, Ze pri jednej z nich kmitaji piesty
sucasne vo faze a pri druhej v protifaze.

V prvom rade sa zamyslime, ¢o znamena vSeobecna rovnica malych kmitov pre jeden z nasich
piestov. Mala by to byt rovnica, ktor4 bude uréovat polohu piestu v ¢ase. Vo vSeobecnosti
moze byt taky pohyb dostatoéne komplikovany, avSak vieme si ho zjednodusit tym, Ze ho
vyskladdme z nejakych lahko popisatelnych pohybov.? Takze celé rieSenie vieme zapisat ako
Y = c1y1 + CaYa + - - - + CuYn, pricom y; oznacuju riesenia trivialnych pohybov stustavy. Ako vam
mal hint v zadani napovedaf, tak nasa sistava vie vykonévat iba dva takéto trividlne pohyby
s takzvanymi vlastnymi frekvenciami.

Pozrime sa na prvy z nich, ked piesty kmitaju v protifaze. Sily st v stave pokoja vyrovnané,
takze nas bude zaujimat ako sa sily zmenia, ked sa vychylime o nejaky kasok y z pociatocne;
polohy. Objem plynu v trubici sa pri tomto pohybe nemeni, ¢ize z oboch stran piestu mame
atmosfericky tlak p, ako v stave pokoja. Z toho nedostavame nic¢ iné ako to, ze tlak vzduchu
nam neprispieva k vyslednici pdsobiacich sil na piest. Avsak to, ¢o sa zmeni, je sila pruznosti,
a to priamo imerne svojmu vychyleniu. Takto dostaneme pohybovi rovnicu v tvare

F=ma=—-ky=1F,.

Riesenie tejto rovnice pre vychylku y nie je az také jednoduché, ako to vyzera, no vysledok je
pomerne znamy zo $kolskych ucebnic alebo lahko googlitelny. TakZe rieSenie mozeme dostat vo
viacerych tvaroch a je jedno, ktory pouzijeme. Napriklad

Y1 = Asin(wit) + Bcos(wit) = Asin(wit + ¢1) ,

90dborne sa tomu hovori princip superpozicie rieseni, avsak treba si davat pozor, kedy ho mézeme pouzit.
V nasej tlohe sa zaoberame kmitanim, ktorého pohyb popisuju linedrne diferencidlne rovnice, pri ktorych je
mozné aplikovat tito metddu riesenia. T, ktori ste sa eSte s pojmom linedrne diferencidlne rovnice nestretli, nié
z toho nerobte. Dolezité je, ze prave pre ne plati, ze ak x1 aj xo s rieSeniami takejto rovnice, tak aj Azy + Bxo
riesi tuto rovnicu (A a B st konStanty).
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pricom A, B a ¢; vyjadruju konstanty, ktoré daja urcit z pociatoénych podmienok.'? Vlastna
frekvencia kmitov je
k

w1 = —.
m

Pohyb s druhou vlastnou frekvenciou je uz trochu komplikovanej$i. Opiit si predstavme, Ze
vychylime piest o y. Okrem sily pruzniny F, = —ky nam bude proti pohybu posobit aj sila,
ktora bude sposobena rozdielom tlakov v trubici a mimo nej. To, ako sa zmeni tlak, zistime
aZ potom, ked uréime, aky termodynamicky dej prebieha v trubici. Zamyslime sa nad tym, ¢o
hovori zadanie o prepustani ¢astic a tepla — vidime, Ze zadanie popisuje v podstate adiabaticky
dej. Pren plati pV* = konst. Vyuzijeme fakt, Ze objem sa nam pri kladnej vychylke smerom
nahor zmeni o —2Sy*! a pre novy tlak dostaneme

25y \”
—pa (14227 )
P pa( +V—25y)

Teraz pride na rad cast s ndzvom fyzikdlna intuicia: zacneme zanedbavat a upravovat nas
vzorec pre tlak. Zmena objemu oproti povodnému je pomerne mala. AvSak, keby sme zanedbali
cely zlomok, tak by sme dospeli k tomu, ze tlak sa nezmenil a kmitalo by to ako v prvom
pripade. To by ale nedéavalo fyzikalny zmysel. Urobime mensie zanebanie: a to, ze zanebame
2Sy v menovateli. StiSasne mozeme pouzit vztah vyplyvajici z binomickej vety

1+2)"=1+azx,

ktory plati pre malé = — takZe aj tu, kedZe sa stéle rozpravame o malych kmitoch. Takto teraz
pre vysledni silu dostaneme

2kS%p,
F=—ky+ (pa—p)S=- <k+ Vp )y
Dostali sme tplne rovnakt pohybovt rovnicu ako v prvom pripade, akurat vlastna frekvencia
je teraz
2kS5%p,

%

m

k+

Wy =
Tak a prichddza velké findle, vSseobecnd rovnica pohybu piestu je

k25%p,

2 k+ v
y = Asin —t+ ¢y | + Bsin ————t+ 9
m m

Ak by sme skuimali konkrétnu hracku a vedeli by sme, aké boli poc¢iatoéné podmienky, tak uz
by sme jednoducho doratali vSetky konstanty a z nasej vSeobecnej rovnice by sa stala rovnica
pre jeden konkrétny pohyb.

10Vgimnite si, ze vzdy su iba dve a najéastejsie ich uréujeme z poéiatoénej vychylky a rychlosti.
T4 2 je tam kvoli tomu, Ze sa piesty hybu rovnakym smerom.
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3.7 A4 — Tancujici pozitrén (opravoval Kubo)

Predstavme si vesmir, v ktorom sa nachddza len jeden jediny pozitrén stojaci uprostred prazdna. Preto jeho
polohu prehldsime za pociatok siradnicového systému. Aby mu nebolo smutno, zapneme mu elektrické
pole v smere osi y s velkostou £ = 100 V/m a magnetické pole v smere osi z s velkostou B = 0,1T.
Pozitrén zacne vykonavat Carovné pohyby. Nas by vsak zaujimalo:

e Aki najmensiu y-ovi siradnicu pozitrén dosiahne? Zdo6vodnite aj, ak( bude mat v tomto bode
pozitrén rychlost a preCo neméze dosiahnut mensiu y-ovi siradnicu.

e Akl najvacsiu y-ov( siradnicu pozitrén dosiahne?

e Aka je peridda pohybu pozitrénu?

Zac¢nime tym, zZe si napiSeme, aké vSetky mozné sily v danom elektromagnetickom poli
moZu pdsobit na nabiti ¢asticu s ndbojom ¢ (pouzivame anotaciu, kde tuéné veli¢iny vyjadruji
vektory):

Fe:qE7
Fn,=qvxB.

Vidime, ze st dokopy iba dve: Elektricka sila F a magneticka sila Fy,. S tymto sympatickym
zistenim sa mozeme pustit do popisu pohybu pozitrénu v tomto poli.
KedZe pozname vsetky posobiace sily, tak podla 2. Newtonovho zédkona vieme Tahko napisat,

ako sa v ¢ase meni rychlost pozitrénu:

dv. F.+F, ¢

—=——-—==-(vxB+E).

dt m m ( )
Zrejme bude vyhodné, ked ziskame lepSiu predstavu o tom, ako vyzera vektorovy siucin v x B
v nasom konkrétnom pripade, kde B = B,:

Vg 0 vy B
vxB=|v | x|0]=|-v.B
v, B 0

Teraz uz mozeme rovnicu pre celkové zrychlenie pozitrénu pohodlne ,rozbit“ na 3 diferencialne
rovnice:!?

dv, ¢
Ay = dt _E(UyB)v (1)
dv, q
=—=—(—v,B+ F 2
==L 0B+ )
dv,
, = =0. 3

2Pojmu diferencidlna rovnica sa netreba bat. Takéto rovnice vlastne len hovoria, ako zavisia rjchlosti zmien
nejakych veli¢in od veli¢in samotnych: v nasom pripade to st zrychlenia pozitrénu v danych smeroch zavislé od
jeho rychlosti.
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Z rovnic jasne vidno 2 veci. Prvou je, Ze pozitrén nikdy nezmeni svoju z-ovi stradnicu (pretoze
v, méa nulovi hodnotu, ktora sa ani nikdy nezmeni). Druhou je, Ze rovnice (1) a (2) st previazané
cez derivacie poloh v roznych radoch, z ¢oho zatial nevieme povedat vobec nic.

V tomto vzorovom rieSeni si ukédzeme dokopy aZz 3 metdédy, ako dospiet k odpovediam na
otazky v zadani. Prvy sposob bude spoéivat v prostom nasimulovani pohybu nejakym schop-
nym programom (napr. C++). Druhy bude vyuzivat poznatky zo zdkona zachovania energie
a treti spésob bude zaloZeny na priamom rieseni diferencialnych rovnic. Vsetky tri pri-
stupy maju svoje vyhody aj nedostatky, ktoré si na zaver zhrnieme.

Simulacia

Ako tomu vzdy byvalo, numericka simulacia spoc¢iva v tom, Ze si cely priebeh rozdelime na ma-
lické Gasové tseky, pricom si budeme zapisovat alebo vykreslovat po kazdom takomto ¢asovom
useku momentalne rychlosti a polohy, ktoré sa rekurzivne scitavaji. Do algoritmu, ktory ne-
chame prejst dostatoc¢ne velakrat len prepiSeme diferenciélne rovnice (1) a (2). Aby sme Setrili

slovami, tak uvddzame zdrojovy kéd takého (funkéného) programu v jazyku C++, ktorému by
sktsenejsie programatorské oko malo rozumiet:

#include<iostream>
#include<cmath>
#include<fstream>
#include <cstdlib>
using namespace std;
int main ()

{

ofstream fout (” pozitron.dat”);

double q=1.602xpow (10, 19);
double m=9.11%pow (10, 31);
double E=100;

double B=0.1;

double x
double y=0;
double vx=0;
double vy=0
double ax=0;

double ay=0;

double dt=pow (10, 14);

for (int i=0;i <=100000;i++)
{
ax=(q/m)*(vy=*B);
ay=(q/m) x ( vx«B+E);

vx+=ax*dt ;
vy+=ay*dt ;

x+=vx*dt ;

y+=vy*dt ;
fout << x << 7"\t” << y <<endl;
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fout.close ();
system (” wgnuplot. persist. e.\”plot.’pozitron.dat’_.with_.lines\””);

Aby nadm program korektne zbehol, museli sme mu povedat, Zze vSetky stradnice aj rychlosti
pozitrénu na zaciatku boli nulové. Najtazsou tlohou v8ak bolo néjst dostatocéne maly ¢asovy
usek dt a k nemu dostatocne velky pocet opakovani cyklu i, pre ktoré ndm program nevykreslil
rovna ¢iaru (intuitivne tusime, Ze by to malo byt nieco zakrivené). Metédou pokus-omyl sme
nasli vhodné dt = 10~ s a i = 10°, kedy nam gnuplot nacrtol pomerne vierohodnt trajektdriu,
ktort vidime na obrazku 3. Z jej dat je uz lahké urcit periédu 7' a minimalne aj maximéalne y,
ktoré pozitron dosiahne.

80

60

y/nm

40

0

1 L 1 1 1

0 200 400 600 800 1000 1200
x/nm

Obr. 3: Priebeh trajektdrie pozitrénu

Metdéda zachovania energie

Tak, ako vSade inde, tak aj v tomto vesmire musi platif zdkon zachovania energie. Napisat ho
nie je vobec tazké, pretoze jedind vec, ¢o sa tu s energiami deje je to, Ze raz kona précu pole na
pozitréne, ¢im mu dodava kinetickd energiu a raz kona pracu samotny pozitron, aby sa dostal
do miesta s vy$§im potencidlom.'?

Préca pola na ¢astici sa dé inak povedat aj ako zmena potencidlnej energie castice. V naSom
pripade je tdto zmena zapornd vtedy, ked pozitrén cestuje do miest s niz$im potencidlom

13Magnetické pole v tomto pripade nehra ziadnu rolu. Rjchlost Ziadnej nabitej astice nikdy nemeni, iba
zakrivuje jej trajektoriu. Preto magnetické pole vo vSeobecnosti pracu nekona.
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(rozmyslite si preco). Sucet tychto energii musi byt v kazdom case konstantny (energia sa
zachovava), ¢o moZeme zapisat ako

1
E=F —F., - y= Emv2 — Eqy = konst. (4)
NavySe dokonca vieme povedat, ze tato konstanta sa identicky rovné nule, pretoze v nulovom
Case sa pozitrén nachadza v nulovej vzdialenosti od pociatku s nulovou rychlostou. Toto zistenie
nam umozinuje vyjadrit zavislost rychlosti pozitrénu od jeho y-ovej sturadnice:

2FEq
v=1\—y.
m

Z energetickych tivah vieme okamZite povedat, Ze najmensia y-ova suradnica, akd pozitrén
vobec moze dosiahnuf, musi byt y,;, = 0m, pretoze ak by sa chcel dostat nizsie, nez pévodne
zaCinal, tak by musel vlastnit energiu navyse (ktort nemad), vdaka ktorej by mohol prekonat
potencidlovy rozdiel.

O Ymax uZ toho tolko povedat hned nevieme, pretoze té vyrazne zavisi na magnetickej
indukcii B. V tomto pripade ndm vyrazne pomoze prva diferencidlna rovnica (1), ktord nam
hovori, ako rychlo sa meni rychlost pozitrénu v z-ovom smere v, voci rychlosti v y-ovom smere.
Téato rychlost zaroven vyjadruje ¢asovii zmenu sturadnice y

dy
vy = — .
Yoot
Takzvanym zniZenim rddu vieme vyjadrit zavislost v, od y ako:
dv, Bd B
_eBy 4B
dt m dt m

V okamihu dosiahnutia ym.x ma pozitrén nulovt hodnotu v, ¢iZe celd kinetickd energia ma
v tom momente hodnotu %mvg. Tym padom sme opravneni napisat rovnost

2FEq _qB
Ymax = Eymaxa

odkial uz po jednoduchej uprave dostdvame hladané

B 2mFE
ymax - q32 .

Co sa tyka rychlosti, tak v bode Y, ma pozitrén nulovi celkovi rychlost (pretoze nemé
ziadnu kinetickd energiu) a v bode ymax ma nulovt iba vy, pricom

2FEq 2F
Uy = — Ymax — 5 -
mya B

Periédu T uz zial z ¢isto energetickych tivah urcif nevieme. Tu si to uz vyzaduje aspon
v malej miere priamo riesit pohybové rovnice.
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Metoda vyriesenia diferencialnych rovnic

Ked sa poriadne zahladime na rovnice (1) a (2), méZme si v8§imnat, Ze z nich vieme vyrobit dve
nové diferencidlne rovnice. A to tak, Ze jednu z nich zderivujeme a dosadime do druhej. Ked
takyto postup aplikujeme v oboch smeroch, tak dostdvame pre v, aj v, rovnicu harmonickych
kmitov s rieSeniami'

E
vz (t) = —v cos(t) + B (5)
vy (t) = v sin(Q), (6)
pricom uhlovéa rychlost pohybu pozitrénu je rovna

_4B
-

Q

V predoslych dvoch rovniciach je v maximdlna rychlost (amplitida) v y-ovom smere, ktort
moze pozitrén dosiahnut.

Ak ma navySe platif podmienka, ze na zaciatku (tj. v nulovom ¢ase) je rychlost pozitrénu
nulové v, (t = 0) = 0, tak nutne musi z prvej z rovnic pre amplitidu rychlosti v platit, ze

_FE
V=5

Konstantny ¢len E/B vo vyraze (5) napravo sa nazyva driftovd rychlost a viacsinou sa stretnete
s oznacenim vgyp drift.

Tento drift je zaujimavy tym, Ze vObec nezavisi na hmotnosti ani ndboji castic, ale iba ¢isto
od intenzity elektromagnetického pola. Vo vSeobecnom elektromagnetickom poli, kde vektory
E a B nemusia byt na seba kolmé, mézme tuto rychlost vyjadrit ako

E xB
VExB:?

Z toho vidime, ze vektor driftovej rychlosti je vZdy kolmy na obe polia. Tato informacia nam
vyrazne pomoze v predstave o pohybe pozitrénu. Aby sme si koneéne mohli nakreslit, ako
vyzerd jeho trajektdria pohybu, tak bude vyhodné dopocitat zavislosti polohy od casu, a to
zintegrovanim rovnic (5) a (6):

E E
x(t) = /vz dt = / (—v cos(Qt) + E) dt = —% sin(Qt) + Et + (1,
y(t) = /uy dt =v /sin(Qt) dt = —% cos(Q2t) + Cy.
Hodnoty integrac¢nych konstant C; a Cy ziskame z pociatoénych podmienok x(0) = y(0) = 0.

Ich hodnoty st teda
C;=0 Co=—.

14Vsgetky kroky tiprav diferencidlnych rovnic st zamerne vynechané s cielom minimalizovat vase znechutenie.
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Keby sme si pohyb s takymto ¢asovym vyvojom vykreslili v nejakom kalkulatore (Excel a pod.),
tak dostaneme rovnaky graf ako v pripade, kedy sme pohyb iba simulovali v programe (¢o je
dobré znamenie, Ze naSe tpravy neboli zIé).

Zo zavislosti y(t) vidno, Ze pozitrén pravidelne dosahuje svoje maximum Y., 8j minimum
Ymin- VZdy, ked dosiahne jeden z tychto extrémov, tak je zrejme jeho vertikalna rychlost v,
nulova:

vy, = vsin(Qt) =0 = Ot = kr.

Tato podmienku mozeme dosadit do zavislosti y(t) a podla parity k rozlisit dva extrémy:

k pérne — Y = Ymin = 0 )
v

Y E
= ——cos(km) + = = ) v 22 omE
Y 9 (k) 0 kneparne — Y = Ypax = 25 = é — 57

Rychlost pozitrénu v momente dosiahnutia jedného z extrémov dopocitame dosadenim parneho
alebo neparneho nasobku k7 za Qt do rovnic (5) a (6). Pre ymin je to v, = v, = 0 a pre Ymax to
jev, =2E/B awv, =0.
Ak uz pozname uhlovt rychlost kmitavého pohybu €2, tak dopocitat periédu (alebo ¢as, za
ktory vykond pozitrén jeden obluéik) je uz malina:
2T 2mm

T=—=—.
Q qB

Zaver

Ako uz bolo na zaciatku slibené, zhriime si vSetky nase dojmy z roznych pristupov k rieseniu:

e Metdda numerického simulovania je zrejme najrychlejsia cesta na zistenie hlfadanych hod-
not (ak pozname vsetky potrebné parametre), no vela fyzikalneho ponaucenia do Zivota
neprinasa.

e Metoda zachovania energie sice bola omnoho rychlejsia a vyuzivala pomerne zaujimavé
uvahy, ale nebola schopné odpovedaf na vSetky otdzky a o samotnom pohybe nevedela
povedaft zhola nic.

e Metoda riesenia diferencidalnych rovnic bola zo vSetkych najdlhSia a asi aj najnesympa-
tickejsia, ale zato poskytla informécie Gplne o vSetkom (navySe odkryla tajomstvo vg.s
driftov).

Je uz teda kazdého osobnd vec, ktory postup mu poskytne tolko informécii o celej situacii,
kolko by sdm chcel poznat. :-)
Aby sme nezabudli na konkrétne hodnoty vysledkov:

Ymin = 0, Ymax = 1,14 - 107" m , Ve (Ymax) = 2000m /s, T~ 3,58-107"s.
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