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2.1 BO - POlikova plavba Il (opravovali Kamila a MiSo, vzorak Andrej)

Polik sa opat vybral na plavbu okolo sveta. Tentokrat si zvolil plavidlo tvaru hranola, ktory ma ako podstavu
pravouhly trojuholnik. Naért plavidla mozete vidiet na obrazku. Ked Polik nastipil do lodky, ponor bol 0,8
metra. Ked k nemu pristtpila Bum, ponor sa zvysil na jeden cely meter. Ak viete, Ze Polik vazi 80 Kkil,
dokazete urcit Buminu hmotnost?

V zadani sme zabudli uviest, Ze hmotnost ¢lna je zanedbatelnd. Bez tohto predpokladu sa tloha
vyriesit nedala a za tato chybu sa riesitelom ospravedliiujeme.

Na ¢ln pdsobia dve sily — tiazova a vztlakova. KedZe ¢ln sa po nastipeni os6b ustali, musia
byt tieto sily v rovnovahe. Vyjadrif tiazovu silu je lahké ako facka. Ako vyjadrif ponoreny
objem?

Predpokladame, Ze sa ¢lnok nebude naklaiiat (je predsa Poliho), a tak hibka ponoru bude
kolma4 na hladinu vody. Pohranim sa s geometriou mozeme ukézat, ze predné ponorend plocha
¢lnu je hf)onor. Vidime teda, ze druhd mocnina ponoru je imernd tiazi (dlzka ¢lnu a hustota
vody st konstanty), ¢ize:

h_% __ Mpoli + MBum
h% MPpoli

Z toho dostdvame Buminu hmotnost:

h3 12
MBum = Mpoli <h_% - 1) = 80 kg<@ — 1) =45 kg

2.2 Bl - Kondik (opravovala Bea, vzorak Lukas)

Lukds sa vo volnom ¢&ase rad hra so svojou stavebnicou. Nedavno v nej nasiel kondik — taka velmi zaujimava
suciastka. Tvoria ho dve platne v malej vzdialenosti od seba, ktoré si oddelené nejakym izolantom, takze
cez ne nemdze tiect prid. Napriek tomu, ked taky kondik zapojite do obvodu s baterkou a Ziarovkou,
Ziarovka sa na chvilu rozsvieti a potom zhasne. Nasledne, ked batériu odpojite a obvod spojite, Ziarovka
sa opat na chvilu rozsvieti a opat zhasne. Toto blikavé potedenie dokdzalo zabavat Lukdsa pomerne dlhi
dobu, neskér si v8ak, ako spravny fyzik, zalal klast otdzku: ,,Sto striel hrmenych, predo to tak funguje? Ved
cez ten kondik nemdZze tiect prid, ked je tam izolant!" Viete LukaSovi vysvetlit, ako je mozné, Ze obvodom
tecie prad napriek tomu, ze platne kondiku nie st vodivo spojené?
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V rieSeniach ste fungovanie kondenzatora! v obvode vysvetlovali vy mne, teraz ho idem vysvetlit
ja vam. Pointa je v tom, Ze samotnym kondenzatorom (izolantom medzi platiiami) elektricky
prid naozaj netecéie.? Ak sa vSak pozerdme na cely obvod, elektricky prad nim tecie.

Kondenzator je stuciastka zostrojena tak, aby mala vysoka kapacitu, teda mohla pri danom
napiti uskladnit vela elektrického ndboja. Po zapojeni obvodu za¢nt na platnicku kondenzatora
pripojent k zapornému pélu zdroja prichadzaft elektrény a hromadit sa na nej. Podobne z druhe;j
platnicky budu elektrény, ktorych je v relativne velkej kovovej platnicke kondenzatora dost,
odchadzat do kladného pdlu zdroja. Hovorime, Ze kondenzator sa nabija. Nejaké elektrény
prisli zo zdroja do kondenzatora, nejaké odisli z kondenzatora do zdroja, ¢o ale znamena, ze
obvodom tiekol elektricky pruad.

Ako sa pocas nabijania zvic¢suje elektricky naboj na kondenzatore, vznikd na nom urcité
elektrické napétie, ktoré posobi proti napitiu zdroja. Elektricky prud tectci obvodom sa po-
stupne zmensuje a po nabiti kondenzatora (ked na tfiom bude ndboj @ = CU, kde C' je kapacita
kondenzatora a U napitie zdroja) nebude obvodom tiect Ziaden prud. Preto ziarovka len blikne
a nebude svietit stéle.

Po odpojeni zdroja a opétovnom uzavreti obvodu za¢ne kondeznator fungovat ako novy
zdroj, ktorého napitie bude klesat. Elektrény zo zaporne nabitej platnicky budd obovdom
prechddzat na kladni, az kym nebude nédboj na oboch platnickidch opét nulovy a vtedy uz
obovodom prud tiect nebude — Ziarovka opét iba blikne.

2.3 B2 - Pneumatika (opravoval Peto, vzorak Lukas)

Typicky pretlak vzduchu v pneumatike osobného auta si tri atmosféry (tj. v pneumatike je o tri atmosféry
vadsi tlak ako mimo nej). Bezné auto vazi dve tony. Na zaklade tychto (idajov sa pokiste odhadndt plochu,
ktorou sa koleso dotyka vozovky. Dostali ste uveritelné hodnoty? Porovnajte na nejakom aute v okoli.

Pri odhadovani plochy, ktorou sa pneumatiky dotykaji zeme, budeme vychadzat len zo zada-
nych tdajov — hmotnosti auta a tlaku v pneumatike. Hladat alebo vymyslat dalSie parametre
nebolo nutné.

Na auto posobi tiazova sila Fy = mg smerom nadol a reakcia od zeme 7' smerom nahor.
Pretoze auto sa v zvislom smere nehybe, musia byt tieto sily v rovnovahe:

mg="T

Teraz sa pozrieme na jedno koleso, konkrétne na miesto, kde sa pneumatika dotyka zeme.
Predpokladame, ze vSetky kolesa su ekvivalentné. Pneumatika je na mieste dotyku so zemou
splostend, dotykovta plochu oznac¢ime S. Vzduch v pneumatike posobi na tuto plochu silou
F = pS, kde p je pretlak v pneumatike, teda 3 atm. Tlak vzduchu v pneumatike sice je 4 atm,
ale posobi proti nemu tlak okolitého vzduchu 1 atm. Na jednu pneumatiku dalej pdsobi reakéna
sila od zeme, ktorej velkost je T'/4 (Styri takéto sily za kazdé koleso sa séitavaju do sily T
pdsobiacej na auto). Sila pS sa snazi pneumatiku napnif, sila 7'/4 splostit. V ustélenom stave
(pneumatika sa v zvislom smere nehybe) su tieto sily v rovnovéhe:

T
S ==
b=
1 Ano, v zadani sa pod krycim nazvom kondik skryval oby¢ajny doskovy kondenzator.
2Pri rozumne malych napétiach, ktoré neprekracuji elektrickt pevnost izolantu medzi platnickami. Pri vig-
sich napétiach by sa ale nikto nepytal, ¢i obvodom tecie prud, pretoze iskrenie medzi platnickami by hovorilo,
Ze tecie.
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Kombinéaciou rovnovahy sil pésobiacich na auto a na pneumatiku dostaneme:
4pS = mg

Teda:
~mg  mg  2000kg-9,8ms?

" 4p  4-3pum  4-3-100kPa

(Robime priblizny odhad, takéto zaokrihlenie tiplne staci.)

Pretoze nasou tlohou bolo predpovedat hodnotu fyzikalnej veli¢iny podla urc¢itého modelu,
je dolezité porovnat nasu predpoved s meranim. TakZe ideme na parkovisko, vytipujeme si nie-
kolko &ut, ktoré by mohli mat priblizne dve tony, a zmeriame $irku a dizku dotykovej plochy
pneumatiky so zemou (najlepsie vSetkych Styroch pneumatik). Porovnanim s nameranymi hod-
notami vidime, Ze sme velkost dotykovej plochy odhadli celkom dobre. Treba si uvedomit, Ze nas
odhad bol priblizny, vysledok zavisi priamo iimerne od hmotnosti auta a nepriamo timerne od
tlaku v pneumatike, teda stac¢i mald zmena tychto parametrov a hned mame rozdiel + 10 %. Tiez
sme neuvazovali ziadne parametre gumy. TakZe netreba hned hladat chybu v merani hrabky
pneumatiky, ale potesit sa, ze nam to vlastne vyslo.

~ 160 cm?

2.4 B3, Al - Biliard (opravovala Marika)

Marika sa udi hrat biliard a aby jej to Slo lahSie, hrd na nekoneénom biliardovom stole. Taky stél nema hrany
ani rohy a jedina Sanca, ako sa pobavit, je odrazat gule od seba navzijom. Najnovsia Marikina ziabavka je
rozostavit gule (vSetky samozrejme rovnaké) a do jednej tuknit tdgom tak, aby sa pohla, poodrazala od
ostatnych guli a vratila na pévodné miesto. Kolko najmenej guli Marika potrebuje na uskuto¢nenie tohto
planu a ako ich treba rozostavit? Ak sa prvd gula okamzite po udreti tdgom pohybovala rychlostou v,
akou najvacsou rychlostou sa mdze vracat spat na svoje miesto? Pri rieSeni uvazujte, ze vsetky zrazky si
dokonale pruzné, koeficient trenia medzi stolom a gulami je nekone¢ny a koeficient trenia medzi gulami
navzdjom je nulovy.

KedZe pri zrazke s jednou dalSou gulou sa nemozno vratit na povodné miesto a gula ostane
staf (kvoli zdkonu zachovania hybnosti a zdkonu zachovania energie), dalsi ndpad moze byt
rozostavit gule do n-uholnika: pri kazdej zrazke sa gula odchyli a napokon sa vrati na pévodné
miesto. Spocitajme si jeden takyto odraz. Gula s rychlostou v vrazi do nehybne stojacej gulicky
a nasledne sa rozbehnt s rychlostami v, a vy tak, ako na obrazku.

Obr. 1: Gula a gulka

3 otazky@fks.sk



°
FKﬁ Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

Zapiseme zakon zachovania energie:
v? =07 + 05
A tiez zékon zachovania hybnosti v oboch smeroch:
v =wvy8inf + vy sin «

v1 €COS 3 = Uy COS (v

Z nich dostaneme pre v; rieSenie vsin 5. Z vysledku vidno, Ze mé zmysel uvazovat len 5 > 0,
pre zaporné (3 totiz dostavame rovnaky vektor rychlosti v; ako pre uhol m — 3. KedZe chceme,
aby sa sa gula pri zrazke odchylila ¢o najviac od pévodného smeru, chceme mat 5 ¢o najmensie,
¢o dava pre uhol odklonenia 7/2 — /3 interval (0;7/2).

Ako teraz usporiadat gulicky a kolko ich vlastne bude? Prvy népad je mat dohromady 4
gule usporiadané do stvorca. To sme sa ale o chlp nezmestili do povoleného intervalu pre uhly.
Av8ak zrazky so 4 gulami budu len tri, preto len tri uhly musia byt tupé a Stvrty si moézme
dovolit daf ostry. TakZe uz mame rieSenie s 3 + 1 gulami.

Musime ale gule vzdy stavat do n-uholnika? Napovedou ndm moze byt fakt, Ze keby sa gula
zrazila s gulou fazSou ako je ona, na povodné miesto by sa vrétila po jednom odraze. Skiisme
poratat, ¢i sa dokaze otocit, ked vrazi naraz do dvoch gul tak, ako je to obrazku.

Obr. 2: Gula a dve gulky

Zo zakona zachovania energie dostavame pre rychlosti rovnicu:
v? = 2u® + v}

Pritom u oznacuje rychlost kazdej z dvoch teréovych gal po zrazke. Pri hybnosti si treba
uvedomit, Ze rychlosti dvoch stojacich gl budi mat rovnaky smer, ako sila, ktorou na nich
pocas zrazky tretia gula posobila. Nakolko nemame v tlohe Ziadne trenie, vSetky sily, ktorymi
na seba gule posobia, st kolmé na ich povrch a smeruju od stredu tretej gule. Ked si nakreslite
obréazok gul v momente zrazky, spojite ich stredy a vyhodnotite niektoré uhly, Tahko zbadéte,
ze smery rychlosti tréovych gal (ktorych velkosti st rovnaké a oznadili sme ich u) zvieraju so
smerom povodnej rychlosti nasej gule ¥ uhly 7/6. Zakon zachovania hybnosti vo vertikdlnom
smere nam potom dava:

s
v =2C08—U— U1

Respektive:

U:\/gu—vl
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Riesenim tychto rovnic dostavame:
v
v = =

5

To znamené nielen fakt, Ze gula sa vrati na poévodné miesto a Ze nam stacia dokopy len 3 gule,
ale zistili sme aj s akou (najvicsou) rychlostou sa moze vratit, ked pocet dalsich gul je najmensi
mozny.

Zadanie bolo tentoraz pomerne nejasné a viaceri ste ratali, aké moze byt najvicsia rychlost
gule bez obmedzenia na pocet gul. V tomto pripade sa rychlost na konci moze blizit k povodne;
rychlosti, a to vtedy, ked na stole budeme mat strasne vela gl usporiadanych do kruhu a pri
kazdom odraze sa gule len jemne Suchnt sa rychlost povodnej gule sa zmeni maélo, ¢o sa da
vidiet zo vzorca pre rychlost ked 5 bude velmi malé.

2.5 B4, A2 — Nevolny pad (opravovali Ado a Frico, vzorak Frico)

Frico nasiel na povale star(i knihu od panov Landaua a Lifsica. Ako si ju tak Cital, zaujalo ho, Ze sa v knihe
rieSi problém padajiceho telesa bez zanedbania odporu vzduchu. Frico sa potesil a zadal ritat, o kolko
spadne kilova olovena gula za ¢as t po tom, ako ju vyhodi (pusti) z okna. Zratal tato Glohu devatkrat a
vzdy dostal iny vysledok. Pomézte mu vyradit vysledky, ktoré si urlite nespravne.

(i) 1/2¢t? (vi) (9/k*)(kt + exp(—Fkt))
(i) 1/3gt° (vil) (g/k2)(2kt + exp(—kt) — 1)
(iii) kgt?
(iv) gt(t— 1/k) (viii) 3(g/k?)(exp(kt) + exp(—kt) — 2)
(v) (9/k)(t+ exp(—kt) —1) (ix) (9/k%)(kt exp(—k*t?) + exp(—kt) — 1)

Vysledky udavaji dizku, o ktor gula spadne za &as ¢, k je nejakd Specifickd kondtanta zavisla od
vlastnosti Fricovej gule a parametrov vzduchu.

Pri vyradovani sa daju pouzit rozliéné argumenty, my uvedieme len niektoré z nich. Pre zacdiatok
je dobré si uvedomit, ako by vyzeral nis vztah, keby sme odpor vzduchu zanedbali. Vyslo by
nam % gt?. Zrejme, po zaratani odporu vzduchu, sa nas vztah zmeni (a teda moznost (i) mdzeme
hned vyradit).

Dalsi délezity poznatok, pomocou ktorého mozeme zahodif hned niekolko rieeni, je fakt,
Ze po istom ¢ase by malo teleso padat takmer konStantnou rychlostou (rychlost pri pade sa
zvacsuje, avSak spolu s nou aj odporova sila, az kym sa po Case nevyrovna s tiazovou silou,
potom teleso uz nebude zrychlovat). Ako to uvidime vo vzorcoch? Pri velkom ¢ by sa funkcia
mala javif ako takmer linedrna. Tato vlastnost nemaja vztahy (ii), (iii), (iv) a tiez (ix). Ak je k >
> 0, podla posledného vzorca sa teleso dokonca zastavi. Dévod: e * v nekone¢ne pojde do nuly
a prvy ¢len — exponencialna funkcia — klesé tieZ velmi rychlo a nezastavi ho ani prendsobenie
nejakou linedrnou funkciou — pojde teda tiez do nuly. Dal$i argument je, ze ak dosadime t =
= 1/k, dostaneme zaporné ¢islo — teleso by sa pri pade dostalo vyssie (kladny smer je smer
nadol). V pripade & < 0 bude po ¢ase prvy ¢len opit zanedbatelny a druhy bude teraz réast
exponencialne (¢o je prirychlo — ovela rychlejsie nez by ndm vyslo, keby sme zratali pad telesa
v neodporovom prostredi).
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Vo vztahu (v) nesedia jednotky (a teda je zly) — Cas sa tu s¢ituje s ¢islom 1 a takisto s bez-
rozmernym vyrazom e * (poznamka do budicnosti — to, ¢o vystupuje v exponente, rovnako aj
v argumentoch sinusu, kosinusu, ..., musi byt tiez vzdy bezrozmerné). V (vi) dostavame v ¢ase
nula nenulovii prejdentt drdhu — mozeme ho tiez vyradif. V pripade (viii) je dominantny prvy
¢len (ak je k kladné; ak je k zaporné, dominantny bude druhy ¢len) a ten rastie tak rychlo ako
exponencialna funkcia (sCasti je to sposobené tym, Ze to je exponencidlna funkcia :-) ). To je
zrejme opéit zle.

Dalej, v§imnime si, Ze pri zadiatku padu by odporova sila mala byt nulovd — v prvych
momentoch by sa preto nas vztah mal podobat na % gt?, a teda ¢as by tam mal byt (pribliZne)
v druhej mocnine. Toto ale uréite neplati vo vztahu (vii) — pre velmi malé (aj malé zaporné) z
totiz plati e — 1 ~ x. V naSom pripade dostaneme:

gt

i _kt_ zi — —
(2Kt + ™ — 1) ~ Z(2kt — kt) = £

k2

Cas tu vystupuje v prvej mocnine, a teda tento vzorec je takisto zly. Iny sposob: v pripade
k > 0 dosadime t = 1/k a ukazeme, Ze teleso by v tomto ¢ase prekonalo vi¢siu drahu nez v pri-
pade bezodporového prostredia. Ak k < 0, opét dostaneme prili§ rychlo rastiicu exponenciilnu
funkciu (prvy ¢len, linedrna funkcia, bude voci nej zanedbatelny). Zaver: vsetky vzorce su zlé
a Frico nevie pocitat.

Pozndmka pre derivovaniachtivych: ako je vo FKS zvykom, nebolo nutné derivovat, ani ni¢
podobné! Dalo sa to vyriesit aj obyc¢ajnymi jednoduchymi tivahami. :-)

2.6 A3 — Autolod (opravovali Luka$ a Majo, vzorak Majo)

Kolko miniméalne energie musi spalit auto hmotnosti m stojace na lodi hmotnosti M, aby sa zadalo vzhladom
na lod pohybovat rychlostou v?

Oznadme si vy ako rychlost auta v laboratdrnej sustave (vzhfadom na vonkajsieho pozorovatela)
a Vj ako rychlost lode v laboratérnej stustave. V celom tomto priklade mame pod pojmom
rychlosti na mysli velkosti rychlosti, teda vSetky v tu vystupujtce st kladné. Preto si musime
rozmysliet znamienka: ak sa auto pohne jednym smerom (v kladnom smere), lod sa pohne
presne opacne (v zapornom smere).

Potrebujeme vyjadrit rychlost auta vzhladom na lod (t4 je zadand), preto vyuZijeme nere-
lativistické (newtonovské) skladanie rychlosti®:

’U:’Uo—i-%

Dalej si vSimneme, 7e ak zanedbame vsetky trecie a odporové sily (ale aj iné, napr. vplyv
gravita¢ného pola Mesiaca), potom na sustavu auto + lod (= autolod) neposobia ziadne von-
kajsie sily, teda F. = 0. Toto mé za nasledok, Ze celkova hybnost ststavy sa zachovava, alebo
rovnako dobre aj to, ze tazisko sustavy sa z miesta nepohne (hovorime mu, Ze je lenivé). So
spravnymi znamienkami plati:

—MVy+muvy =0

3Pre tych, ¢o by nevedeli, takéto skladanie rychlosti je dosledkom Galileovej transforméacie medzi dvoma
vzfaznymi ststavami. Pri tejto transformadcii sa predpokladé absolatny ¢as. Ako nas u¢i pan Einstein, toto nie
je pravda, a teda ani takéto skladanie rychlosti nie je tGplne presné. Je to vSak velmi dobrym pribliZenim pre
malé rychlosti v porovnani s rychlostou svetla (a presne takéto rychlosti sa tu uvazuja).
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A teraz prichadza pointa: energia sustavy sa nezachovava! Na zac¢iatku bola kineticka energia
ststavy nulova (ziaden pohyb), a na konci sa auto aj lod pohybuji nenulovymi rychlostami.
Rozdiel medzi tymito energiami je prave hladana spalend energia, teda praca (spalovacieho
motora auta). NaSa intuicia najlepsie funguje v ststave spojenej s vonkajsim pozorovatelom
(nehybnym). Tam vieme ze musi platit:

W = %Mv;f - %mvg

Niekto moze namietat: ,Ved auto sa vzhladom na lod pohybuje rychlostou v! Pre¢o nemozem
pocitat spalent energiu ako %va??“ Je to velmi dobre poloZend otézka. Treba si uvedomit,
ze vztaznd sustava, ktord je cely ¢as spojend s lodou, sa pohybuje so zrychlenim (lod je na
zaClatku v pokoji). Takato sistava je uz neinercialna a neplatia v nej Newtonove zakony a
zakony zachovania v takom tvare, v akom ich pozname. MdZeme pocitat celt ilohu v ststave,
ktora od zaciatku ide rychlostou —Vj;, teda nezrychluje a je inercidlna®. LenZe ked chceme
pocitat spéaleni energiu v tejto stustave, musime si uvedomit, Ze na zaciatku auto ani lod nie
st v pokoji vzhladom na tito ststavu. Musime preto vypocitat rozdiel energie na konci (to je
%mvz) a na zaciatku. Dostali by sme rovnaky vysledok.

V skuto¢nosti toho plati este viac. Cakali by sme od energie spalenej autom, Ze to bude
objektivna veli¢ina, ktord nebude zavisiet od toho, v ktorej inercidlnej stustave ju pocitam.
A naozaj to tak je! Skiste si to celé vypocitat v ststave, ktora sa pohybuje rychlostou u voci
vonkajsiemu pozorovatelovi — dostanete rovnaky vysledok.

V tejto chvili sa konéi fyzika a zaCina sa matematika (v sprievode hromadnych vykrikov
typu: ,,Hurd!“ a ,No kone¢ne!“). Z prvych dvoch rovnic si vyjadrime rychlosti vy a Vj:

m M

Vi — __ "
0 M+mv Yo M—l—mv

A dosadime ich do tretej rovnice pre W. Po tpravach dostaneme vysledok:

1 Mm ,
=—-——2
2M+m

2.7 A4 - Toaletak (opravoval MatoCh)

Na matfyzackych zachodoch maji obrovské toaletaky. Tak velké, Ze obcas je problém odmotat si pasik bez
toho, Ze by sa roztrhol. Inu, spocitajme si potrebn( silu sami. Hmotnost toaletaku je M, vonkajsi polomer
toaletdku Ry, vnltorny polomer Rj,. Toaletdk je upevneny na drievku valcového tvaru s polomerom r
a koeficient trenia medzi drievkom a kotilkou je f. Akou najmen3ou silou musim tahat, aby sa toaletdk
rozkritil?

Toaletédk bude tesne pred odtrhnutim papiera v polohe ako na obrazku.

4V tejto sustave sa na konci lod nepohybuje a auto ide rychlostou v.
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Obr. 3: Toaletak

Tesne pred rozkrutenim bude val¢ek v rovnovéhe, t.j. vyslednica sil F=0a aj vyslednica
momentov sil M = 0. Pre norméalova silu N (kolmt na drievko) a treciu silu F; navyse plati:

Fe=Nf (1)
Valcek sa nehybe v smere osi x:
F,cosa = Nsina (2)
Pre momenty sil vzhladom na bod A plati:
MgRi,sina = F(Roy — Rinsin ) (3)
Dosadenim (1) do (2) a vyjadrenim f dostaneme:
sin o
f= = tgo (4)
cos
Z (1) mame:
Rln 1
F— Mg sin « %)

Ry — Rinsina
Teraz mame problém, pretoze rovnica (4) nam vravi, Comu sa rovné tg«, ale v rovnici (5)
mame len sin . Musime teda najst sin o ako funkciu tg a. To urobime nasledovnym spésobom:

sin® a = tg? acos® a = tg? a(l — sin® a) = tg? o — tg® asin® a

Z toho po vyjadreni sin v s vyuzitim (4) dostavame:

Dosadenim (6) do (5) dostavame vysledny vztah pre silu F":

1
F=M
gRout V 1+f2 _ 1
Rin f
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