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1. Fínska sauna (opravovala Natália, vzorák Jaro)

Lukaf si na potulkách severom vyskú¹al fínsku saunu. Bola vyhrievaná kachµami, na ktorých le¾ali horúce
kamene. Lukafovi bolo akosi príli¹ teplo. Vzal teda prilo¾enú studenú vodu a polial òou kamene. Ale ako
na potvoru sa potom cítil e¹te hor¹ie. Viete to vysvetli»?

Vylia» vodu na horúce kamene sa mô¾e zda» ako dobrý nápad. Veï voda má predsa obrovskú
mernú tepelnú kapacitu, tak¾e by mala by» schopná absorbova» veµké mno¾stvo tepla u¾ pri
malej teplotnej zmene. Tak preèo to nefungovalo? Aby sme si zodpovedali tútootázku, musíme
sa zamyslie» nad nasledujúcimi troma bodmi:

ˆ ako funguje termoregulácia èloveka, presnej¹ie povedané, akým spôsobom odvádza teplo

ˆ ako funguje fínska sauna

ˆ ako prebiehajú fázové premeny medzi kvapalnou a plynnou fázou (vyparovanie, var, kon-
denzácia).

Upozoròujeme èitateµov, ¾e na¹e zamý¹µanie sa bude podrobnej¹ie, ne¾ sme èakali vo va¹ich
rie¹eniach.

Èo sa týka prvého bodu, treba si uvedomi», ¾e µudské telo spotrebúva veµkémno¾stvo energie.
Je v podstate prepracovaným biologickým mechanizmom, ktorý ako vedµaj¹í produkt uvoµòuje
teplo ako ka¾dý iný stroj. Fyziologické funkcie èloveka fungujú optimálne len pri istej teplote,
pribli¾ne 37°C, a tú sa sna¾í telo udr¾a». Ale èo ak je takého tepla viac? To sa musí nejakým
spôsobom dosta» von. A deje sa tak prostredníctvom potu. Pot sa vyluèujez tela cez poko¾ku
a odvádza so sebou aj prebytoèné teplo, èím významne prispieva k ochladzovaniu tela. Pot
sa následne z povrchu ko¾e odparuje. Pri jeho nadmernej produkcii (pri veµkej fyzickej zá»a¾i)
odparovanie nestaèí a pot steká po tele.

Prejdime teraz k druhému bodu. Fínska sauna je tradiène malá drevená kon¹trukcia vyku-
rovaná kachµami, na ktorých bývajú poukladané kamene, o ktorých je v zadaní reè. Vykúrená
sauna mô¾e pokojne dosiahnu» aj teplotu vy¹e 100°C. To má za následok nízku relatívnu vlhkos»
vzduchu1, preto¾e teplý vzduch doká¾e obsiahnu» väè¹ie mno¾stvo pár ne¾ chladnej¹í.

1Relatívna vlhkos» vzduchu je pomer medzi mno¾stvom vodných pár pripadajúcich na jednotku vzduchu
k maximálnemu mo¾nému mno¾stvu pár, ktoré mô¾u by» vo vzduchu pri danej teplote obsiahnuté.
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No a teraz u¾ poïme koneène k samotným fázovým premenám. Majme uzavretú nádobu
s vodou teplotyT. To neznamená, ¾e teraz v¹etky molekuly vody majú energiu zodpovedajúcu
danej teplote. To je len priemerná hodnota. V skutoènosti sa tam nachádzajú molekuly s vy¹¹ou
i ni¾¹ou energiou. Ak sa nejaká molekula s dostatoène veµkou energiou dostane blízko vodnej
hladiny, tak mô¾e vodu opusti», vypari» sa. V¹imnime si v¹ak, ¾e taktomô¾u uniknú» len
molekuly s najvy¹¹ou energiou, teda kvapalina sa ako celok ochladzuje2.

Samozrejme, niekedy sa mô¾e sta», ¾e molekula vodnej pary sa vráti spä» do kvapalnej fázy
(jednoducho vletí do kvapaliny). Ak sa za jednotku èasu vráti do kvapaliny rovnaké mno¾stvo
pár, ako ju za tento èas opustí, tak je sústava v stave rovnováhy. Ak kvapalinu mierne zahre-
jeme, zvý¹i sa rýchlos» vyparovania, preto¾e v priemere viac molekúl má potrebnú energiu na
opustenie kvapaliny. Zároveò v¹ak aj narastá koncentrácia pár, a tedarastie pravdepodobnos»,
¾e sa nejaká molekula vráti, a¾ sa postupne rýchlos» vyparovania a kondenzácie ustáli. To je
dôvodom, preèo relatívna vlhkos» vzduchu klesá s rastúcou teplotou prizachovanej absolútnej
vlhkosti.

Toto v¹etko má e¹te jeden, pre nás dôle¾itý, dôsledok. Ak je vysoká relatívna vlhkos» vzdu-
chu, tak vyparovanie prebieha pomal¹ie, preto¾e veµa pár sa vracia spä»do kvapaliny.

Vyzbrojení týmito poznatkami sa koneène mô¾eme vrhnú» na zodpovedanie otázky, preèo
voda Lukafovi nepomohla. Èo sa vlastne deje?

Lukaf si myslel, ¾e keï vyleje vodu na kamene, tak tá absorbuje teplo a vzduch sa minimálne
prestane ïalej zahrieva». To sa aj stalo, ale nie presne tak, ako oèakával. Akonáhle sa molekuly
vody dostali do kontaktu s horúcimi kameòmi, tak prijali dostatoèné mno¾stvo tepla na to,
aby sa vyparili. Mo¾no sa nevyparila v¹etka voda, ale väè¹inu energie získala tá èas» vody,
ktorá pri¹la do kontaktu s kameòmi ako prvá a ten zvy¹ok zostal relatívne chladný. Mo¾no
kon¹tatova», ¾e keby voda nepri¹la do priameho styku s kameòmi, tak byLukafova stratégia
mohla fungova». Len¾e takto sa teplo z kameòov odviedlo prostredníctvom vodných pár do
vzduchu. A tu nastal problém.

Vzduch v saune nemá vo v¹etkých jej zákutiach rovnakú teplotu. Najteplej¹íje pri kachliach
a so vzrastajúcou vzdialenos»ou od nich chladne. To má ale, ako sme si uviedli, za následok, ¾e
relatívna vlhkos» vzduchu vo väè¹ej vzdialenosti je väè¹ia, no a to spôsobuje, ¾e odparovanie
potu z tela je pomal¹ie, a tak sa spomaµuje odvádzanie tepla z tela.

No má to e¹te jeden, mo¾no poveda» významnej¹í, dopad na prehrievanie tela.¥udské telo
je s jeho teplotou 37°C relatívne najchladnej¹ím objektom v saune, preto na òom budú vodné
pary kondenzova». Tento jav dobre poznáte, keï dýchnete na okno v chladný deò. Okno sa
zarosí, lebo na òom skondenzujú vodné pary, ktoré sú obsiahnuté v teplom dychu. V prípade
sauny vodné pary skondenzujú na þstudenom\ tele, prièom mu odovzdajú svoje latentné teplo.

Vodné pary tak spôsobujú zohrievanie tela dvojako, jednak spomaµujú prirodzené odvádza-
nie tepla potením a dvak vlastnou kondenzáciou na tele odovzdávajú telu svoje latentné teplo.
Nabudúce si Lukaf u¾ urèite rozmyslí, èi bude v saune lia» vodu na horúcekamene.

2. ¥adový biliard (opravoval Jaro)

Samec a Kubo majú radi biliard a zimu. Raz si povedali, preèo to neskombinova»? Vy¹li si na najbli¾¹ie
zamrznuté jazero a vysekali doò diery ako na biliardovom stole, prièom ich hracia plocha mala rozmery
2a � 2b. Potom si vzali dva hladké kamene, biely a èierny, oba s polomermi R. Èierny polo¾ili do stredu

2volá sa to latentné teplo vyparovania
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hracej plochy, biely polo¾ili do vzdialenostil od hlavnej osi tejto plochy. Na to sa Samec rozbehol (alebo
skôr rozkåzal) na µade, narazil do bieleho kameòa a poslal ho rýchlos»ouv pozdå¾ hracej plochy. Biely kameò
narazil do èierneho, ten sa pohol a po chvíµke padol rovno do jednej z vyhåbených dier. Aká musela by»
vzdialenos»l, aby sa mu to podarilo? Akú mal kameò rýchlos»?

Obr. 1: Hracia plocha

Uva¾ujte, ¾e sa pri pohybe na µade ani pri zrá¾ke kameòov energia nestráca. Taktie¾ predpokladajte, ¾e
kamene nerotujú.

Prv ne¾ sa pustíme do poèítania, popí¹me si celú situáciu, aby sme vedeli, èo sa presne
deje. Èierny kameò je umiestnený v strede klziska, biely vo vzdialenostil od jeho osi. Biely
uvedieme do pohybu pozdå¾ osi klziska. Aby sme vôbec mali ¹ancu zasiahnu» èierny kameò, musí
by» vzdialenos»l � 2R. Nech je biely kameò naµavo od osi klziska, aby sme boli konzistentní
s obrázkom zo zadania. V takom prípade máme ¹ancu posla» èierny kameò lendo pravej hornej
diery.3

Zaveïme vhodnú súradnicovú sústavu, aby sme vedeli popísa» polohu a pohyb kameòov.
Ako vhodná sa zdá by» sústava s poèiatkom v strede hracej plochy a osou x orientovanou do
pravej hornej diery. Táto sústava má hneï niekoµko výhod, ktoré odhalíme neskôr, napríklad
èierny kameò bude ma» po zrá¾ke nenulovú zlo¾ku rýchlosti len v smere osi x.4

3Pokiaµ nie je hracia plocha nejako ohranièená a kamene sa mô¾u odrá¾a».
4Je to nutná podmienka toho, aby sme sa tra�li do diery.
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Obr. 2: Rozbor situácie na ploche

Ale kam musíme zasiahnu» èierny kameò, aby sa pohyboval v smere osi x? Dá sa µahko
nahliadnu», ¾e èierny kameò sa bude pohybova» po priamke urèenej bodom, v ktorom do seba
kamene narazili, a stredom èierneho kameòa.5 My potrebujeme, aby táto priamka prechádzala
aj cez dieru, t.j. bola toto¾ná s osou x. Na základe toho vidíme, ¾e oba kamene musia v momente
nárazu le¾a» na x-ovej osi (viï obrázok).

Teraz mô¾eme odpoveda» na otázku, ako ïaleko od osi klziska treba zasiahnu» èierny kameò,
aby padol do diery. Pozrime sa na obrázok. Z podobnosti trojuholníkov dostávamel=2R = b=
=
p

a2 + b2, odkiaµ

l =
2Rb

p
a2 + b2

.

V¹imnime si, ¾e tento výraz naozaj nadobúda len hodnotyl � 2R, èo je podmienkou toho, aby
sa kamene zrazili.

Pristúpme teraz k preskúmaniu rýchlostí. Rýchlos» bieleho kameòa pred zrá¾kou jev. Jej
zlo¾ky v smeroch jednotlivých osí súvx = av=

p
a2 + b2 a vy = bv=

p
a2 + b2, èo získame opä»

z podobnosti trojuholníkov. Èierny kameò je pred zrá¾kou v pokoji.Oznaème rýchlos» bieleho
kameòa po zrá¾kew a èiernehou.

Ako prispievajú jednotlivé zlo¾ky rýchlostiv k výsledku zrá¾ky?
X-ová zlo¾ka le¾í na spojnici stredov kameòov, t.j. kamene sa zrazia centrálnerýchlos»ouvx .

Y-ová zlo¾ka rýchlosti má smer spoloènej dotyènice ku kameòom v bode nárazu, tak¾e sa na
zrá¾ke nepodieµa. Mô¾eme si to predstavi» tak, ¾e sa kamene popri sebe pre¹myknú rýchlos»ou
vy. Z toho ale vyplýva, ¾e y-ové zlo¾ky rýchlostí kameòov sa nemenia, t.jwy = bv=

p
a2 + b2

5Ak to zatiaµ nevidíte, nezúfajte. Názornej¹iu predstavu získate, keï sa pozrieme na rýchlosti kameòov.
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a uy = 0. A èo x-ové zlo¾ky? Jedná sa o centrálnu zrá¾ku, tak¾e po zrá¾ke budú ma» kamene
rýchlosti opä» len v smere osi x. Aké budú ich veµkosti, to závisí od hmotností kameòov. V zadaní
nie sú hmotnosti kameòov explicitne vyjadrené. Je tam len zmienka o tom,¾e ich polomery
sú rovnaké. Ak predpokladáme rovnaké hustoty kameòov, potom aj ichhmotnosti musia by»
zhodné. My budeme predpoklada» práve tento prípad.

Samozrejme, mô¾ete si vyskú¹a» poèíta» so v¹eobecnými hmotnos»ami kameòovm1, m2 a
výsledok zo vzoráku dostanete ako ¹peciálny prípad prem1 = m2. Va¹i skvelí vedúci vás v¹ak
nechcú týra» matematickými úpravami, a tak si vystaèíme len s týmto ¹peciálnym prípadom.
Tu sa na chvíµu pristavme a zamyslime sa, prv ne¾ sa pustíme do bezhlavého rátania. ©tudujeme
centrálnu zrá¾ku dvoch rovnako hmotných kameòov, z ktorých je jedenpred zrá¾kou v pokoji.
To je ale triviálna situácia, ktorú urèite v¹etci dobre poznáte na príklade Newtonových guµôèok.
Kamene si jednoducho pri zrá¾ke þvymeniaÿ svoje rýchlosti, tak¾ewx = 0 a ux = av=

p
a2 + b2.

Mô¾ete sa o tom jednoducho presvedèi» výpoètom tak, ¾e si napí¹ete zákony zachovania
hybnosti a energie a vyjadríte z nich príslu¹né neznáme rýchlosti.

3. Tri pletence (opravoval Vladko)

Pa»o zas raz dostal chu» hra» sa s odpormi a vodièmi. Tak si nejaké zobral a zaèal ich s nad¹ením
zapája». Po chvíli bol z tej spleti káblov taký domotaný, ¾e ani nevedel, aký odpor majú jeho výtvory a celá
chu» ho pre¹la. Pomô¾te mu opä» získa» stratený elán a odpory, ak sú v¹etky rezistory rovnaké s odporom
R a vodièe, ktoré ich spájajú sú dokonale vodivé.

Obr. 3: 1. zapojenie

Obr. 4: 2. zapojenie

Obr. 5: 3. zapojenie

Poznámka. Nebojte sa prekresli» si tieto odporové schémy na iné - ekvivalentné.

Ako nám radí poznámka, nebudeme sa bá» prekresµova» schémy na ekvivalentné. Odmenou za
námahu nám budú jednoduch¹ie schémy majúce rovnaký odpor. Budeme vyu¾íva» jeden trik,
ktorého aplikácia nám nemení vlastnosti zapojenia (zachováva ekvivalentnos»): body schémy,
ktoré sú spojené bezodporovo sú vyskratované, teda náboj medzi nimi doká¾e neobmedzene
prechádza». ¥udovo povedané, náboj si ani nev¹imne, ¾e sa dostal do iného bodu schémy,
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pokiaµ nepre¹iel odporom, lebo ho to nestálo ¾iadnu námahu. Fyzik tomupovie, ¾e body majú
rovnaký elektrický potenciál a pre nás to znamená to, ¾e tieto body mô¾eme spoji» do jedného.

Predtým, ako sa vrhneme na jednotlivé schémy, si oznaèíme body spojené bezodporovo
rovnakým veµkým písmenom. Odpory si takisto rozlí¹ime indexami. Síceveµkosti jednotlivých
odporov sú toto¾né, ale rozlí¹enie nám zjednodu¹í zápis na¹ich úvah pri prekresµovaní.

Prvý obvod:

Obr. 6: Vyznaèenie bodov v prvom zapojení

Z miesta A do miesta B sa dá dosta» tromi cestami a na ka¾dej z nich je jeden rezistor.
Schému mô¾eme prekresli» takto:

Obr. 7: Prekreslenie prvého zapojenia na ekvivalentné a jednoduch¹ie

Jedná sa o tri paralelne zapojené rezistory s odporomR, teda celá schéma má odporR=3.
Druhý obvod:

Obr. 8: Vyznaèenie bodov v druhom zapojení

Hneï vidíme, ¾e náboj sa vie dosta» z jedného konca na druhý bez prechodu rezistorom, a
teda odpor tohto zapojenia je nulový.

Tretí obvod:

Obr. 9: Vyznaèenie bodov v tre»om zapojení

Z miestaA sa do miestaB dostaneme dvoma vetvami s odporomR1 resp.R4 a z miestaB
sa do miestaC dostaneme dvoma vetvami s odporomR2 resp.R5. Takisto z A sa vieme dosta»
do C vetvou cez odporR3.

6 otazky@fks.sk
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Obr. 10: Zjednodu¹ený a ekvivalentný nákres tretieho zapojenia

Teraz u¾ poµahky zrátame odpor zapojenia. Dolná èas» má odporR=2 + R=2 = R a celé
zapojenie má teda odporR=2. Za poznámku urèite stojí, ¾e v bodeB mô¾eme vetvy vo ver-
tikálnom smere rozpoji» a niè sa nezmení. Vzniknú tak dve vetvy, jedna s odpormi R1 a R2

a druhá s odpormiR4 a R5. Skúste sami prís» na to, preèo tak mô¾eme urobi» bez obáv, ¾e
nieèo v obvode pokazíme. Aké by museli by» veµkosti jednotlivých odporov, aby sa tak urobi»
nedalo?

4. Útrapy mladého gol�stu (opravoval Jimi, vzorák Filip)

Luxusko je hrozný bur¾uj. Dokonca zaèal hra» golf. Tam ho zaujal nasledujúci jav: ak namieril golfovú
loptièku presne na stred jamky, tak loptièka do jamky nespadla, namiesto toho sa dokonale pru¾ne odrazila
od opaènej, dokonale ostrej, hrany naspä» smerom k nemu.

Èo najlep¹ie odhadnite interval rýchlosti, ktorými sa musí pohybova» loptièka po povrchu trávy smerom
k jamke, pri ktorých dochádza k tomuto javu. Potrebné údaje o rozmere loptièky a jamky si nájdite sami.
Rotáciu loptièky poèas zrá¾ky nemusíte uva¾ova».

Ak neviete odhadnú» interval rýchlosti, tak nám napí¹te rovnice, ktoré musia plati» v rôznych fázach
pohybu (pred, poèas a po zrá¾ke). Takisto nám napí¹te rovnice, ktoré vyjadrujú súvis rýchlosti loptièky
v horizontálnom a vodorovnom smere pred a po zrá¾ke.

Obr. 11: Zákerný roh jamky

Pri rie¹ení príkadu je v¾dy dobré sa najskôr zamyslie», aký výsledok oèakávame, a a¾ potom
zaèa» rie¹i». Tak to bude aj v tomto vzoráku.

Pre malé rýchlosti loptièka polomeruR = 0;021 3 m narazí do protiµahlej steny jamky ¹írky
d = 0;108 m a spadne dolu (pre extra malé rýchlosti sa dokonca skotúµa u¾ poprvom okraji
do jamky, ale týmto sa tu nebudeme zaobera»). Pri dostatoèných rýchlostiach poklesne poèas
letu o menej akoR a narazí do protiµahlého okraja (hrany) jamky. Èo sa stane ïalej závisí od
poèiatoènej rýchlosti.

Okraj jamky v okamihu dopadu pôsobí len na jediný bod loptièky - je to identická situ-
ácia, ako keby loptièka dopadla na naklonenú rovinu, ktorej normála je paralelná so spojnicou

7 otazky@fks.sk
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miesta kontaktu a stredu loptièky. Z jednoduchej geometrie je jasné, ¾e èím viac loptièka poèas
letu poklesne, tým miesto kontaktu bude vy¹¹ie vzhµadom na stred loptièky, a tým bude tá
þnaklonená rovinaÿ strm¹ia.

Èo sa stane pri dopade loptièky na naklonenú rovinu? Nech vektor rýchlosti zviera s vodo-
rovnou rovinou uhol � a naklonená rovina uhol� . Dopad je dobré rie¹i» vo vz»a¾nej sústave
naklonenej roviny. Uhol dopadu je v nej� + � a je rovný uhlu odrazu. V pôvodnej sústave,
ktorá je natoèená o uhol� , bude preto uhol vektora rýchlosti a vodorovnej roviny po odraze
� + 2� . Veµkos» rýchlostivz =

p
v2

x + v2
y sa po dopade nezmení.

Èo z toho? Akonáhle� + 2� bude väè¹ie ako�= 2, tak po odraze bude smerova» naspä».6

Kam presne? Ak je uhol tesne nad�= 2, loptièka vyletí vysoko nad jamku, bude ma» v¹ak malú
horizontálnu rýchlos» a dopadne do jamky.7 No ak je uhol e¹te väè¹í, loptièka sa odrazí síce
naspä», ale jamku preletí a dopadne ïaleko za. Hurá, to sú tie Luxuskove rie¹enia. A ak je uhol
e¹te väè¹í, tak sa loptièka odrazí a po krátkom lete narazí do opaènej strany a spadne dole do
jamky.8

U¾ len z tohoto rozprávania je jasné, ¾e rovnice popisujúce tento dej budúzlo¾ité, aj keï
budeme uva¾ova» len jednoduchý Luxuskov prípad bez viacnásobných odrazov od okraja.

Poïme rie¹i». Na zaèiatku ide o vodorovný vrh v tia¾ovom poli. Horizontálna zlo¾ka rýchlosti
loptièky vx je kon¹tantná, vertikálna vy = gt. Ak by v èaset = d=vx loptièka poklesla oh =
= gt2=2 < R , dôjde k zrá¾ke s okrajom jamky. Pozor, zrá¾ka nastane u¾ v okamihu,keï sa
stred loptièky priblí¾i k okraju na vzdialenos» polomeruR (nemusí preletie» celú ¹írku jamky
d). Preto p

(x � d)2 + h2 =
p

(vx t � d)2 + g2t4=4 = R.

Z tejto rovnice vieme (aspoò numericky) urèi» èastz a polohu stredu loptièky xz; hz v èase
zrá¾ky.

Následne vyrátame uhol, pod ktorým dopadne, z vektora rýchlosti:

tan(� ) =
vy(tz)
vx (tz)

=
gtz
vx

a z jednoduchej geometrie aj uhol þnaklonenej rovinyÿ, na ktorú dopadne

cos(� ) =
R � h

R
.

Vyrátame nový vektor rýchlosti po dopade

~v = ( vz cos(� + 2� ); vz sin(� + 2� )),

kde vz =
q

v2
x + v2

y(tz).

Následne je to obyèajný ¹ikmý vrh s takouto poèiatoènou rýchlos»ou a polohou (d � xz; �
� h) = ( d � vx tz; � gt2z=2). Rie¹enie splníme vtedy, keï preletí ponad prvý okraj jamky.

6Dokonca aj pre uhly tesne pod�= 2 loptièka vyletí dohora a smerom ïalej, ale potom dopadne opä» na
hranu a odrazí sa naspä». Nerobme si ¾ivot zbytoène komplikovaný, a zabudnime na toto.

7Ak nedopadne na okraj, z ktorého sa odrazila. . . Fakt si nekomplikujme ¾ivot.
8A existuje malý interval uhlov medzi, kedy narazí do druhého okraja jamky. Èo sa stane po tomto náraze

necháme na dlhé zimné veèery, keï si budeme chcie» komplikova» ¾ivot.

8 otazky@fks.sk
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Najjednoduch¹ie je teraz skú¹a» rôzne hodnoty poèiatoènej rýchlosti a podµa týchto rovníc
urèova», èo sa bude dia». Poïme aspoò pribli¾ne odhadnú», v akom intervale rýchlostí by sa
mali rie¹enia nachádza».

Jedno oèividné ohranièenie je, ¾e loptièka musí ís» dostatoène rýchlo -poèas letu k druhej
strane jamky nesmie klesnú» viac ako oR, lebo by narazila do steny jamky a padla dnu.
V takomto prípade letí èast = ( d � R)=vx a poklesne oh = gt2=2. V hraniènom prípade
t1 =

p
2R=g. Preto vx;min > (d � R)=t1 = ( d � R)

p
g=(2R) � 1;3 m=s.

Aby sa odrazila od hrany naspä», musí by»� + 2� > �= 2. Uhol � je v¾dy kladný, uhol beta
preto mô¾e by» aj men¹í ako�= 4. Nenapadá mi niè oèividné, tak vyskú¹ajme nejaký náhodný
uhol. Napríklad uká¾me, ¾e ak by� = �= 6, tak rýchlos» bude priveµká a loptièka bude po
odraze pokraèova» ïalej, èím získame horné ohranièenie rýchlosti. Vyrátajme teda èas zrá¾ky
t2 a potrebnú rýchlos» v tomto prípade.

cos(� ) = 1 =2 =
R � h

R
,

h = R=2,

t2 =
p

2h=g=
p

R=g,

vx;max =
d � R sin(�= 6)

t2
= ( d � R

p
3=2)

p
g=R� 1;9 m=s.

Uhol � potom bude

tan(� ) =
vy

vx
=

gt2
vx

=
g
p

R=g

(d � R
p

3=2)
p

g=R
=

R

d � R
p

3=2

� � 0;23.

Uhol po dopade bude� + 2� � 1;28 < �= 2 a loptièka bude pokraèova» ïalej.
Rie¹enia úlohy budú teda niekde v intervale v intervale 1;3 m=s a¾ 1;9 m=s. Kde presne,

na to u¾ nám odpovie iba numerické rie¹enie9 (1;47 m=s a¾ 1;87 m=s). Vidíme, ¾e na¹e odhady
dokonca vôbec neboli ïaleko :).

5. Citrón ti dobije baterky! (opravoval Ma»oB, vzorák Justína )

Vyu¾ívali ste ako malí citrón ako zdroj energie? ®e nie? Tak teraz to napravíme! Postavte si pomocou
alobalu a medených drôtov, pozinkovaných (galvanizovaných) klincov alebo iných kovových kúskov vlastnú
batériu. Ako elektrolyt mô¾ete pou¾i» kyselinu citrónovú alebo slanú vodu. Vysvetlite, s ktorými kovmi
a s akými elektrolytmi nameriate medzi kovmi elektrické napätie.Následne pre vami zvolené elektródy a
elektrolyt namerajte závislos» elektrického napätia medzi elektródami v závislosti od koncentrácie elektrolytu
(slanej vody, resp. kyseliny citrónovej). Nezabudnite sa pokúsi» kvanti�kova» chyby merania!

9Ak sa Vám to nechce programova», no chcete sa len pohra», tak simuláciu nájdete na
http://fks.sk/~matob/vzoraky/2012_Frustating_golf_b all.exe .

9 otazky@fks.sk
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Teória

Podstatou batérií je, ¾e keï ich zapojíme do vhodného elektrického obvodu, budú generova»
elektrickú energiu, bude cez ne þprebieha»ÿ elektrický prúd, a na ich koncoch nameriame elek-
trické napätie. Aby k tomuto v¹etkému mohlo dôjs», je potrebná prítomnos» tzv. voµných iónov
- aniónov a katiónov, ktoré budú þprená¹a»ÿ elektrický náboj medzielektródami. Tieto získame
za pomoci chemickej reakcie - elektrolýzy. Vïaka nej dôjde k nahromadeniukladného náboja
na jednej a záporného náboja na druhej elektróde, èím sa medzi nimi vytvoríelektrické napä-
tie. Pri uzavretí obvodu, vlo¾ením takéhoto èlánku doò, zaène nahromadený náboj cirkulova»
cez elektrický obvod a vznikne tak el. prúd. Tento proces je pekným príkladom zmeny energie
elektrickej na energiu chemickú.

Na kon¹trukciu batérie (alebo tzv. galvanického èlánku) potrebujeme elektrolytický roztok
= zdroj voµných iónov. Elektrolytom sa mô¾e sta» èokoµvek, èo sa pri rozpustení þrozpadneÿ
na anióny a katióny. Uvádzame niekoµko príkladov:

NaCl ! Na+ + Cl �

CuSO4 ! Cu2+ + SO2�
4

H2SO4 ! 2H + + SO2�
4

Ïalej budeme potrebova» elektródy, teda miesto, kde anióny a katiónyskrz chemickéreakcie
oxidácie a redukcie uvoµòujú alebo pohlcujú elektróny do/z elektródy. Elektródy vyberáme
vhodne k elektrolytu tak, aby boli schopné reagova» s voµnými iónmi, a zároveò aby medzi nimi
vznikol dostatoèný potenciálový rozdiel.10 Mô¾u by» napríklad uhlíkové, platinové, zinkové,
lítiové, kadmiové, alebo medené. Vhodnou kombináciu anódy a katódy súnapríklad zinková a
medená elektróda.

Experiment

Pri na¹om experimente sme si ako elektrolyt vybrali roztok kyseliny citrónovej. Za elektródy
nám poslú¾ili dvojcentovky s Kriváòom (15 kusov) a natrhané kúsky alobalu. Ïal¹ími potreb-
nými komponentmi boli vreckovky a voltmeter.

Kyselinu citrónovú sme rozpustili v 50 ml �ltrovanej vody. Z toho sme zoznámej charakte-
ristiky vypoèítali koncentráciu jednotlivých roztokov c = m=V (Tab. 1). Postupne sme na seba
naukladali mincu, vreckovku namoèenú v kyseline, kúsok alobalu, a ïal¹iu mincu (viï. Obr. 1
- 3). Tabuµka závislostí napä»ovej charakteristiky od koncentrácie roztoku (Tab.2) je uvedená
ni¾¹ie, ako aj graf vyplývajúci z tejto závislosti.

Odchýlku merania sme vypoèítali zo závislosti� c =

s �
@c
@m

� 2

� 2
m +

�
@c
@V

� 2

� 2
V . Tohto sa

vôbec netreba bá». Pre na¹e potreby v¹ak pokojne staèilo sèíta» relatívneodchýlky, z èoho by

sme nakoniec dostali� c =
m
V

�
� m

m
+

�V
V

�
.

10Práve toto je najkµúèovej¹ia vec, treba si da» na òu pozor ;)
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m c
� 0;05 [g] � � [g/l]

3 60� 1;1
5 100� 1;4
7 140� 1;4
9 180� 1;6
11 220� 1;8
13 260� 2;0

Tab. 1: Koncentácia roztoku pre danú
hmotnos» kyseliny citrónovej

c U
[g/L] [V]

60 2;88
100 3;65
140 4;25
180 4;46
220 4;88
260 4;76

Tab. 2: Tabuµka závislostí napä»ovej cha-
rakteristiky od koncentrácie roz-
toku

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 50  100  150  200  250

U
 [V

]

c [g/l]

Závislos  napätia na baterke v závislosti od koncetrácie elektrolytu 
 

 U = f(c)

Obr. 12: Názorný príklad výroby
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Nameraná chyba teda mohla vzniknú» pri meraní jednotlivých velièín,ale aj úbytkom ob-
jemu roztoku, ktorého koncentráciu sme zvy¹ovali, v dôsledku namáèania vreckoviek v òom.
I tak je v¹ak vypoèítaná chyba merania zanedbateµná, a teda sme merali naozaj presne.

Komentár k rie¹eniam a bodovaniu

Ak ste nezabudli èíselne odhadnú» chyby merania, urobili fotodokumentáciu a mali dostatoèný
poèet meraní (� 10 hodnôt), tak ste sa mohli te¹i» na devä» bodov. Za chýbajúci odhadchýb
merania i¹iel bod dole. Ïal¹ie body dole i¹li za nedostatoèný poèet meraní,chýbajúcu fotodo-
kumnetáciu, zlú interpretáciu dát a ïal¹ie chyby.

Taktie¾ by sme chceli ¹peciálne vyzdvihnú» rie¹enie Juraja Vaska, ktorý sidal neuveriteµnú
námahu a preskúmal ¹irokú paletu mo¾ností elektród a vycibril svoju metodológiu. Michaela
Leinwatherová si dala taktie¾ námahu a veµmi citlivo premerala závislos» napätia od koncentrá-
cie roztoku soli. Ïal¹ie pekné rie¹enia nám pri¹li od Hanky Mertanovej, Adi Tóthovej a Mateja
Novotu. V¹etky nájdete o chvíµku aj na stránke medzi uká¾kovými rie¹eniami.

6. Polkúlová sústava (opravoval Ma»oB)

Jimi zo skrine pri FKSku vytiahol ïal¹iu fakt kúl sústavu. Tá pozostávala z navoskovanej polgule
polomeruR a hmotnostiM , ktorá sa mô¾e pohybova» bez trenia po vodorovnej podlo¾ke. Na vrch polgule
následne Jimi polo¾il malé teliesko hmotnostim, ktoré sa po povrchu polgule mô¾e takisto pohybova» bez
trenia. Jimiho by teraz zaujímalo aký uhol opí¹te teliesko na polguli predtým, ne¾ opustí jej povrch. Skúste
nájs» výsledok pre prípadm=M = 1 . Pri hµadaní konkrétneho numerického výsledku sa nebojte pou¾i»
poèítaè :)

Obr. 13: Teliesko na pohyblivej navoskovanej polguli

Èo sa stane, keï Jimi polo¾í teliesko na vrch polgule? Zaène sa pohybova».Nakoµko teliesko
pôsobí na navoskovanú polguµu spätne normálovou silou a medzi podlo¾kou a polguµou nie je
trenie, tak sa bude pohybova» aj polguµa.

Miesto toho, aby sme si napísali pohybové rovnice pre pohyb polgulea telieska a uva¾ovali
ako to urobi» a nezabudnú» pritom na normálovú silu, na to pôjdememalým trikom a tro¹ku
netradiènej¹ím spôsobom. Tým, ktorým nie je jasné, ako by vyzerali pohybové rovnice pre
pohyb polgule a telieska, odporúèame pozrie» si príklad B4 z tretieho kola zimnej èasti 29.
roèníka a skúsi» si napísa» pohybové rovnice v tomto prípade.

Keï¾e na sústavu polguµa - teliesko vo vodorovnom smere nepôsobí ¾iadna sila, tak ich
spoloèné »a¾isko sa musí zo zákona zotrvaènosti pohybova» v tomto smere rovnomerným pria-
moèiarym pohybom. Keï¾e na zaèiatku stálo, tak stá» aj zostane, preto¾e ajstátie, pohyb
nulovou rýchlos»ou, mô¾eme pova¾ova» za rovnomerný priamoèiary pohyb. Musí teda plati», ¾e

12 otazky@fks.sk
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v x-ovom smere sa vzhµadom na podlo¾ku spoloèné »a¾isko sústavy nehýbe, a teda pre rýchlosti
telieskavx a guleVx vo vodorovnom smere platí

mvx = MVx =) Vx =
M
m

vx .

Obr. 14: Znázornenie rýchlostí vo vodorovnom smere

Ak sa pozrieme na teliesko na polguli potom, ako opísalo uhol� , a na celú situáciu sa po-
zrieme vo vz»a¾nej sústave spojenej s polguµou, tak v tomto momente zaène plati» pre vertikálnu
a vodorovnú zlo¾ku urèitá podmienka. Vzhµadom na polguµu sa teliesko pohybuje vo vodorov-
nom smere rýchlos»ouvx + Vx . Ak sa má aj v nasledujúcom okamihu dotýka» povrchu polgule,
tak celkový vektor rýchlosti telieska (v tejto vz»a¾nej sústave) musí le¾a» v smere dotyènice
v danom mieste.

Obr. 15: Preskúmanie pohybu telieska

Preto musí pre rýchlosti plati» podmienka

vy

vx + Vx
= tan � =) vy = vx

�
1 +

m
M

�
tan � .

Keï¾e teliesko aj polguµa sa pohybujú bez trenia, tak platí zákon zachovania mechanickej
energie. Na zaèiatku teliesko stojí a je na vrchu polgule, potom teliesko klesne oR(1 � cos� ) a
teliesko aj polguµa sa pohybujú.

1
2

mv2
x +

1
2

mv2
y +

1
2

MV 2
x = mgR(1 � cos� ).

Odtiaµ vieme získa» vz»ah prevx :

v2
x =

2gR(1 � cos� )
�
1 + m

M

� �
1 +

�
1 + m

M tan2 �
�� .

Na èo nám to v¹etko bolo? Pozrime sa ako vyzerá graf funkcievx od uhla � (napr. pre ná¹
prípad r = m=M = 1).
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Obr. 16: Závislos» kvadrátu rýchlosti vx od uhla �

Vidíme, ¾e najprv rastie, no potom zaène klesa». Mô¾e ale niekedy poèas pohybu klesa»?
Skúsme si intuitívne predstavi» pohyb telieska po polguli. Stojí, zrýchµuje. . . rýchlos» sa zväè-
¹uje, a¾ normálová sila medzi telieskom a polguµou klesne na nulu a telieskosa od nej oddelí. Do
tohto okamihu v¹ak nemô¾e spomali», preto¾e neexistuje sila, ktorá by mohla spomali» teliesko
vo vodorovnom smere. Ako mô¾e teliesko teda spomali»? Nemô¾e! Mohlo by sa teliesko oddeli»
skôr ako v maxime? Nemohlo! Keï sa toti¾ x-vová zlo¾ka zväè¹uje, tak to tie¾ znamená, ¾e
na teliesko pôsobí aj nenulová zotrvaèná sila. Tá zmizne a¾ v momente, kedy normálová sila
poklesne na nulu. Skúste si to rozanalyzova»!

Jediný spôsob, kedy poèas pohybu mô¾e teliesko opusti» je v okamihu, keï je rýchlos»
maximálna. Ak by sme si napísali pohybové rovnice v tomto okamihu (v okamihu odelenia
u¾ nemusíme uva¾ova» normálovú silu, keï¾e je rovná nule), tak by sme dospeli k rovnakej
podmienke. Naozaj si to skúste!

Zadaním úlohy je nájs» tento uhol pre konkrétny prípadr � m=M = 1. Jednou z mo¾ností
je nakresli» si graf funkcie v nejakom tabuµkovom procesore a nájs» konkrétny uhol. To je úplne
legitímne rie¹enie a veríme, ¾e ho ka¾dý zvládne. My sa v¹ak teraz nauèíme tro¹ku pokroèilej¹iu
metódu a tou je derivovanie. Keï¾e funkcia má maximum, tak v danom bode musí by» smernica
dotyènice ku grafu funkcie nulová (dotyènica musí by» vodorovná).

Keï teda dosadíme zam=M = r = 1, a v2
x zderivujeme podµa uhlu� 11 a polo¾íme rovné

nule,
�
1 + 2 tan2 �

�
sin� � 4(1 � cos� )

tan �
cos2 �

= 0,

tak sa postupnými úpravami dostaneme k rovnici

cos3 � � 6 cos� + 4 = 0.

Kubické rovnice síce nevieme rie¹i», ale mô¾eme znovu siahnu» napr. po poèítaèi a jeho
tabuµkovom procesore, alebo si v¹imneme, ¾e tento výraz je deliteµný výrazom (cos� � 2).
Výraz (cos� � 2) je síce rie¹ením tejto rovnice, ale nie rie¹ením pôvodného problému pre uhol
� , preto¾e cos� pre ¾iadny uhol� nemô¾e by» rovný 2.

11Derivujeme funkciu v2
x ako funkciu � , preto¾e ak je v danom mieste maximumvx , tak je tam maximum v2

x
a o vx vieme, ¾e je kladná.
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Ak teda z rovnice vyjmeme tento výraz, tak sa dopracujeme ku kvadratickej rovnici

cos3 � � 6 cos� + 4 = (cos � � 2)(cos2 � + 2 cos� � 2) = 0,

ktorej rie¹ením získame jediné rie¹enie:

cos� =
p

3 � 1 =) � � 42;9� .

Èi u¾ ste si uhol urèili pomocou tabuµkového procesora alebo ste ho vypoèítali, ak ste sa
dopracovali k uhlu � = 42;9°, tak ste dostali plný poèet bodov. Pripomíname, ¾e k úlohe sa dalo
postavi» aj inak. A to napísa» si pohybové rovnice, z nich vyjadri»normálovú silu, polo¾i» ju
rovnú nule a z tejto podmienky vyjadri» podmienku pre uhol� . Dospeli by sme síce k rovnakému
výsledku, no napoèítali by sme sa viac. Tentoraz sme si ukázali netradiènej¹í postup, ktorý bol
rýchlej¹í.

7. Kúrenie lávovým kameòom (opravoval Ma»oB)

Zima v nevykúrenej chate je veµmi zlá vec. O tom vie svoje u¾ aj Lukaf, ktorému, bohu¾iaµ, pri vykurovaní
tej svojej do¹lo drevo a v blízkom okolí nevedel ¾iadne ïal¹ie nájs». Na¹iel v¹ak lávový kameò s teplotou
Tkameò = 500 � C a tepelnou kapacitouC12. Navrhnite spôsob, vïaka ktorému sa nám podarí získa»
maximálne mo¾né mno¾stvo tepla na ohriatie domu. Vami navrhnutý spôsob mô¾e obsahova» iba cyklicky
pracujúce stroje.13 Dom má príjemnú teplotuTdom = 20 � C a teplota okolia jeTokolie = � 20 � C. Mô¾ete
predpoklada», ¾e tepelné kapacity domu aj okolia sú z hµadiska kameòa prakticky nekoneène veµké, tak¾e
ich teplota zostáva stále rovnaká. ©es» bodov získate za navrhnutie spôsobu, s ktorým vieme získa» najviac
tepla na ohriatie domu, ak aj správne odargumentujete, preèo lep¹í systém neexistuje. Zvy¹né tri body
získate, ak správne vypoèítate maximálne mno¾stvo tepla, ktorým vieme ohria» dom.

Zima v chate je naozaj nepríjemná vec.14 V zadaní sme vám naznaèili, ¾e chate vieme doda»
viac tepla akoC(Tkameò � Tdom)! To malo by» dostatoèným upozornením pre v¹etkých, ktorí si
mysleli, ¾e príklad je chyták. Nie je.

Ako teda chatu vykúri» èo najviac? Predsa s vyu¾itímvratných tepelných strojov!
Vratných preto, aby sme ich vedeli opakovane pou¾íva» bez vynakladania práce na ich

poèiatoèné nastavenie. Najúèinnej¹í vratný tepelný stroj pracujúci15 pri teplotách Tohrievaè a
Tchladiè je Carnotov tepelný stroj.16 Zároveò sa dá ukáza», ¾e ka¾dý nevratný tepelný stroj má
men¹iu úèinnos» ako vratný tepelný stroj pracujúci pri tých istých teplotách. Carnotov tepelný
stroj je teda v ka¾dom kroku najúèinnej¹í spomedzi v¹etkých strojov, a preto ho pou¾ijeme.

Budeme postupova» v dvoch krokoch. Predtým v¹ak poznamenajme, ¾e teplota okolia Tokolie

ani teplota domu Tdom sa nebudú meni», keï¾e sme v zadaní povedali, ¾e z hµadiska kameòa
majú prakticky nekoneèné tepelné kapacity. Zato teplota kameòaTkameò sa meni» bude, keï¾e

12Pozor, nie mernou! Táto má jednotky J=� C.
13Pozor, s kameòom sa dá vyu¾itím ideálnych tepelných strojov ohria» dom aj oviac ako C(Tkameò � Tdom )!
14Presvedèili sa o tom aj vedúci FKS na istomlegendárnom sústredení, kde boli nútení pou¾i» otvorenú

chladnièku ako vykurovacie teleso. ®iaµ termostat v chladnièke po èase vypol chladenie, keï¾e teplota v chate
klesla pod po¾adovanú teplotu . . .

15Pod þpracujúciÿ máme na mysli, ¾e stroj prijíma a odovzdáva teplo iba pri týchto teplotách { to znamená,
¾e hovoríme o izotermických dejoch.

16O Carnotových tepelných strojoch sme toho u¾ popísali naozaj veµa. Oplatí sa teda pozrie» do Archívu FKS,
Archívu Náboja èi Zbierky FX - príklad Puding.
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má koneènú tepelnú kapacituC! Toto upozornenie bude neskôr dôle¾ité pri výpoète celkového
mno¾stva tepla, ktorým vieme ohria» dom.

Prvý krok Najprv kameò s teplotouTkameò zapojíme ako ohrievaè naCarnotov tepelný stroj
a odpadové teplo vyu¾ijeme na ohrievanie domu (chladiè) s teplotouTdom . U¾itoènú prácu, ktorú
získame z tepelného stroja, pou¾ijeme na pohontepelnej pumpy17, ktorá bude konaním práce
preèerpáva» teplo z okolia domuTokolie do domu s teplotouTdom. Ako tepelnú pumpu pou¾ijeme
ïal¹í Carnotov tepelný stroj, av¹ak tentokrát zapojený v þopaènom smereÿ, tzn. stroj bude
teraz prácu spotrebúvava» na to, aby preèerpával teplo. Tento proces bude prebieha» kým sa
kameò neochladí na teplotu domu (Tkameò = Tdom), prièom do domu dodáme naozaj viac tepla
(Q2 + Q4) ako kameò odovzdá tepelnému stroju (Q1). To vieme urobi» preto, lebo presunieme
teplo z okolia domu, ktoré v¹ak (prakticky) nezmení svoju teplotu.

Celá schéma je znázornená na nasledujúcom obrázku.

Obr. 17: Schéma ná¹ho tepeného stroja

Úèinnos» Carnotovho tepelného stroja si oznaèíme� . Pre úèinnos» tohto stroja platí18

� �
W
Q1

=
Q1 � Q2

Q1
= 1 �

Tdom

Tkameò
.

V prvom kroku tak pomocou tepelného stroja odèerpáme teploQ1, ktoré sa pou¾ije na
vykonanie práceW = �Q 1 a ohriatie domu pomocou teplaQ2 = (1 � � )Q1. Následne pou¾ijeme
prácu W na to, aby sme preèerpali teploQ3 z okolia pomocou tepelnej pumpy (chladnièky)
s efektívnos»ou� chlad

19 do domu. Do domu tak pomocou tepelnej pumpy príde teploQ4 = Q3 +

17Tepelná pumpa nie je niè iné ako vratný tepelný stroj zapojený v opaènom smere, teda ako chladnièka.
Vïaka konaniu práce tak vieme presúva» teplo z chladnej¹ieho telesa (napr. mlieko) na teplej¹ie teleso (napr.
kuchyòa).

18Viï napr. archív Náboja alebo Zbierka FX.
19Vzorec pre úèinnos» tepelnej pumpy a úèinnos» chladnièky sa lí¹i, ale len preto lebo je raz vyjadrené

pomocou odovzdaného tepla domu pri pumpe a dodaného tepla z prostredia pri chladnièke. Úèinnos»je v¹ak
èisto subjektívny - ekonomický - pojem, a tak sa nenechajme zmias», pre chladnièku resp. pumpu platia stále
rovnaké Carnotove obmedzenia. Pri výpoète je jedno, ktorý vzorec pou¾ijeme, len si musíme da» pozor na to,
aby sme potom aj zvy¹né práce a teplá vyjadrovali správne na základe nami pou¾itej úèinnosti (pumpy alebo
chladnièky).

16 otazky@fks.sk
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+ W = (1 + � chlad )W = (1 + � chlad )�Q 1. Efektívnos» Carnotovej tepelnej pumpy mô¾eme na
základe úèinnosti Carnotovho cyklu vypoèíta» ako

� chlad �
Q3

W
=

Q3

Q4 � Q3
=

Tokolie

Tdom � Tokolie
.

Ak kameò odovzdá teploQ1, tak dom vieme ohria» teplom

Q2 + Q4 = (1 � � )Q1 + (1 + � chlad )�Q 1 = (1 + �� chlad )Q1

Q2 + Q4 =
Tdom

Tdom � Tokolie

�
1 �

Tokolie

Tkameò

�
Q1.

Teraz vidíme, ¾e platíQ2+ Q4 > Q 1. Navy¹e Q2+ Q4 u¾ nemô¾e by» väè¹ie, keï¾e sme pou¾ili
najúèinnej¹ie (vratné) tepelné stroje aj pumpy pracujúce pri daných teplotách. Inak povedané,
okrem toho, ¾e sme dom ohriali oQ1, tak sme z okolia získali maximálne mo¾né mno¾stvo tepla
�� chladQ1, aké mô¾eme získa» bez toho, aby sme poru¹ili prvý alebo druhý termodynamický
zákon. Viac teda urèite nepôjde.

Alebo, ¾e by dom i¹iel ohria» e¹te viac?Druhý krok Teraz má kameò rovnakú teplotu ako
dom. Jeho premiestnením do domu by sme v¹ak dom u¾ o niè neohriali. Vieme v¹ak znovu vyu¾i»
trik so zapojením s tepelnými strojmi a pumpami podµa obrázku. Najprvkameò zapojíme na
tepelný stroj ako ohrievaè. Ten odovzdá teploQ5 tepelnému stroju, ktorý vykoná u¾itoènú
prácu W = � 0Q5 a odpadovým teplomQ6 = (1 � � 0)O5 ohreje okolie. Následne vyu¾ijeme
u¾itoènú prácuW na preèerpanie teplaQ7 z okolia domu do domu. Dom tak ohrejeme ïal¹ím
teplom Q8 = Q7 + W = (1 + � chlad )W = (1 + � chlad )� 0Q1. Tento proces bude prebieha», a¾ kým
sa kameò neochladí na teplotu okolia domu.

Obr. 18: Schéma tepelného stroja v druhom kroku

Ak kameò odovzdá teploQ5 na¹ej sústave, tak ohreje dom o teploQ8. Musíme si v¹ak da»
pozor, keï¾e prvý tepelný stroj teraz pracuje pri iných teplotách { jehoúèinos» bude iná ako
v prvom kroku.

Q8 = (1 + � chlad )� 0Q5 =
Tdom

Tdom � Tokolie

�
1 �

Tokolie

Tkameò

�
Q5 .
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V¹imnite si, ¾e vzorec je úplne rovnaký ako v prípade prvého stroja. Toznamená, ¾e rovnako
dobre by sme mohli vyu¾i» iba druhý stroj poèas celého èasu a vôbec sa nezdr¾iava» prvým
strojom. V skutoènosti, postup kde vyu¾ijeme najprv prvý, a potom druhý stroj je rovnako
dobrý ako postup, kde celý èas vyu¾ívame len druhý stroj. Hotovo? Skoro.

U¾ sme na¹li spôsob ako ohria» dom o èo najviac. Lep¹ie to u¾ nepôjde, preto¾ev ka¾dom
kroku presúvame maximálne mo¾né mno¾stvo tepla do domu { pou¾ili sme tepelné pumpy a
stroje, ktoré majú najvy¹¹iu mo¾nú úèinnos» (Carnotov tepelný stroj a chladnièka) a to zároveò
e¹te tak, aby neporu¹ili druhý termodynamický zákon. V okamihu, keïmá u¾ kameò teplotu
okolia, tak dom u¾ ïalej ohria» nevieme, nakoµko ak by to i¹lo, tak by sme na ohrievanie domu,
¾iadny kameò nepotrebovali. Okrem iného by sme takto znovu poru¹ili druhý termodynamický
zákon.

Ostáva teda u¾ iba vypoèíta» celkové mno¾stvo tepla, ktorým vieme ohria» dom. Rovnako,
ako teplota kameòa klesá s tým, ako kameò postupne odovzdáva teplo a chladne, sa mení (klesá
k nule) aj úèinnos» Carnotových tepelných strojov. Ïalej si v¹imnime, ¾evýrazy pre Q2 + Q4

resp. Q8 obsahujúce teploty predQ1 resp. Q5 sú rovnaké, tak¾e oba kroky vieme vypoèíta»
naraz ako odovzdanie tepla kameòa domu, prièomTkameò klesne z 773 K naTokolie = 253 K.

Celkové mno¾stvo tepla teda vypoèítame nasledovnou úvahou. Ak kameò ochladne o � T,
tak odovzdá strojom teploC� T a dom sa ohreje o

� Q =
Tdom

Tdom � Tokolie

�
1 �

Tokolie

T

�
C� T ,

kde T je aktuálna teplota kameòa.
Celkové teplo bude teda súètom takýchto malých príspevkov �Q, ktoré sa ale menia. Ak

� Q budeme zmen¹ova» èoraz viac a viac, a¾ sa dostaneme k nekoneène malým príspevkom,
tak sa vlastne pýtame na plochu pod grafom funkcie (Tdom=(Tdom � Tokolie)) (1 � (Tokolie=T)) C.
Výsledok teda vieme získa» integrovaním. Ak integrova» nevieme, tak vieme nájs» analógiu
s výpoètom práce izotermického deja, keï¾e ná¹ výraz obsahuje funkciu typu 1=x.20

Q =

773 KZ

253 K

Tdom

Tdom � Tokolie

�
1 �

Tokolie

T

�
CdT =

Tdom

Tdom � Tokolie
C

�
(773� 253) + Tokolie ln(

253
773

)
�

Q � 1740C .

Pre porovnanie, prenesením kameòa do domu by sme dom ohriali iba o (773� 293)C = 480C.
Vïaka na¹ej ¹ikovnosti teda vieme získa» viac ako triapolkrát viac tepla ne¾ takýmto triviálnym
spôsobom. Dúfam, ¾e tento príklad bol dostatoèným pouèením, ¾e termodynamika nemusí by»
v¾dy a¾ taká intuitívna, ale ani taká »a¾ká, ako sa mô¾e zda» :).

20Viï posledný príklad z prvej série zimnej èasti 29. roèníka.
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