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RieSenia 3. kola zimnej Casti

3.1 Zmrazeny Tibor vzordk Saméo, opravovali KatkaM a Tibor

Najprv sa pozrime na to, ¢o sa stane, ked mraznicku otvorime. Studeny vzduch pomerne rychlo vytecie a
dovnutra natecie teply vzduch. Ked mraznicku zavrieme, vzduch za¢ne pomerne rychlo chladnut vzhladom
kjeho nizkej mernej tepelnej kapacite. To, o kolko sa zmeni tlak vzduchu v mraznicke, vieme zistit zo stavovej
rovnice jednoduchym vypoctom, kde uvazujeme, Ze objem plynu v mraznicke sa pocas chladenia nezmeni
(¢ize ide o izochoricky dej)
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kde sme uvazovali atmosféricky tlak p; = 100 kPa, povodnu teplotu T; = 20 °C (293 K) a teplotu mraznicky
T, = -18 °C (255 K). Uvazujme dalej dvere chladni¢ky s rozmermi 40 cm x 30 cm. Potom sila, ktorou musime
posobit pri otvarani dveri, je:

F = ApS = (100 kPa — 87 kPa) - 40 cm - 30 cm = 1560 N.

¢o je, samozrejme, kolosdlna hlupost, to by tie dvere od mraznicky Tibor uz v zivote neotvoril. Na jednu
stranu teploty v mraznicke nie je presne 20 a -18 stupnov, no hlavna pri¢ina spoc¢iva v netesnostiach
mrazniciek. Akonahle za¢ne klesat tlak, mraznicka za¢ne pastat dovnutra nejaké mnozstvo vzduchu, az kym
sa tlaky nevyrovnaju. No kym sa tento proces udeje, dvere sa otvaraju tazko, ¢o je odpoved na zadand ulohu.
Okrem doteraz spominaného principu dvere chladnicky drzia navyse aj magnetom, ¢o ale nevysvetluje, preco
sa dvere mraznicky tazko otvaraju iba spociatku.

3.2 Zablateny Kai vzorak Jaro, opravoval MatusH

Uloha sa na prvy pohlad sice zd4 byt naroénd, no my sa jej nezlakneme a s vervou sa do nej pustime. Ved
profil ladovca moze byt roznorody a jeho sklon sa teda moze v§akovako menit, ¢o znamend, Ze sa bude
menit aj zlozka tiazového zrychlenia, ktora sposobuje spomalovanie, resp. zrychlovanie kvadrika. Za¢nime
preto s najjednoduchs$im modelom, a tym je naklonend rovina. Na$ou motivaciou moéze byt napriklad
skutoc¢nost, ze akykolvek zlozity profil vieme vyskladat z velkého poc¢tu malickych naklonenych roviniek
s roznym sklonom.

Uvazujme naklonend rovinu, ktora zviera s horizontalnym smerom uhol a. Potom zlozka tiazového
zrychlenia v smere spadnice naklonenej roviny ma velkost a = g sin . Kaiov kvadrik sa teda bude pohybovat
s takymto zrychlenim. Lenze to zostava konstantné pocas celého pohybu, kedZe sa sklon roviny nemeni,
takze budeme vysetrovat rovnomerne zrychleny/spomaleny pohyb.

otazky@fks.sk 1 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

® é)é)é) Riesenia 3. kola zimnej casti — termin 08. 12. 2025

Predpokladajme, Ze Kai udelil kvadriku rychlost vo. Potom je rychlost kvadrika v ¢ase t popisana notoricky
zndmou rovnicou v(t) = vo—at. Vieme, Ze ladovec je dokonale klzky, takze ak zanedbavame odpor vzduchu,
potom pri kizani kvadrika nedochddza k stratdm energie, dosledkom ¢oho je velkost vektora rychlosti
kvadrika pri navrate rovna jeho pociato¢nej rychlosti. Smer rychlosti je samozrejme opacny.

Ozna¢me dobu pohybu kvadrika T. Podla predoslej uvahy je jeho rychlost v tomto ¢ase v(T) = —v, takze
po dosadeni do rovnice pre rovnomerne spomaleny pohyb dostavame —v, = vy — aT. Odtial
21/0 2V0

T =—= :
(vo) a gsina

Dosiahli sme mimoriadne dolezity poznatok, a to, Ze pre rovinny povrch ladovca je ¢as do navratu kvadrika
linedrnou funkciou jeho pociato¢nej rychlosti. Ked sa vSak pozrieme na Kaiov graf, vidime, Ze usek od
pociatku az po zlom v grafe vykazuje presne takuto zavislost. To mozZe znamenat len jediné — sklon fadovca
v jeho dolnej casti je konstantny.

_2
gsina
ovou osou. Ako vidime, ta bezprostredne suvisi so sklonom ladovca. Ak z grafu ur¢ime kons$tantu timernosti,
2
gk’
sklon grafu vacsi, tym je sklon ladovca mensi. To dava zmysel, pretoze vyssi sklon grafu hovori, ze kvadriku
trva dlhsie, nez zastane a vrati sa spét. To naozaj zodpoveda pripadu, ked je zrychlenie mensie, a tym padom

je nizsi aj sklon fadovca.

Sklon grafu je urceny konstantou imernosti k = , ktord zodpoveda tangensu uhla medzi grafom a x-

vieme vypocitat sklon ladovca podla vztahu sina = =, resp. a = arcsin(ﬁ). Okamzite vidime, Ze ¢im je

Teraz sa zamyslime, ¢im by mohol byt spdsobeny zlom v grafe. Po kratkej kontemplécii si uvedomime, Ze do
uvahy pripadaju dve, ¢i tri moznosti:

o meni sa sklon ladovca;

v [adovci je priehlbina, teda na istom useku ladovca jeho sklon klesa, no a potom znova stipa;

¢ast povrchu ladovca ma horizontalny smer;

alebo kombindcia prvej s niektorou z dal$ich moznosti.

Aby sme vedeli rozhodnut, ktora z tychto troch moznosti zodpoveda realite, zamyslime sa nad tym, ako by
sa kazda z nich prejavila na grafe. Za¢nime s druhou. Nazorny priklad je na¢rtnuty na obrazku.

otazky@fks.sk 2 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

® é)é)é) Riesenia 3. kola zimnej casti — termin 08. 12. 2025

T, + 8T (V)

rI“U

Obrazok 3.2.1: Hranata depresia v ladovci a tomu zodpovedajiici vy — T graf

Uvazujme najprv pripad, ze kvadrik ma taku pociato¢nu rychlost Vj, aby zastal tesne pred bodom A a
skizol sa spaf. To nech mu trva ¢as Ty. Teraz uvazujme, e ma o malicko vy$siu podiato¢nu rychlost,
takd, Ze sa cez vrchol A prepadne do priehlbiny. Tu najskor zrychluje, az dosiahne dno B, a potom zac¢ne
spomalovat, az v bode C zastane a skizne sa cez priehlbinu spit az ku Kaiovi. Prekonanie priehlbiny ho oproti
predchddzajucemu pripadu bude v sti¢te oboch prechodov stit oneskorenie §T. Ak teraz uvazime pripad,
ze kvadrik bude mat v bode A nenulovu rychlost, tak po prekonani priehlbiny zastane az nad bodom C a
skizne sa spaf. Tentokrét ale prekona priehlbinu vy$$ou rychlostou, teda nadobudnuté oneskorenie bude
oproti predoslému pripadu nizsie.

Vidime teda, Ze oneskorenie je zavislé na rychlosti, ktorou sa kvadrik cez priehlbinu pohybuje, a teda de
facto na pociato¢nej rychlosti 8T (vy). Cim je pociatoéna rychlost vyssia, tym je vy$sia rychlost pohybu
cez priehlbinu, a teda oneskorenie je nizsie. Ak je rychlost v priehlbine dostato¢ne vysoka, ¢as straveny v
priehlbine je zanedbatelne maly v porovnani s ¢asom, ktory stravi kvadrik mimo nej, ¢o sa na grafe prejavi
tak, Ze sa asymptoticky priblizuje k priamke popisujucej pohyb kvadrika, ako keby tam Ziadna priehlbina
nebola. Pre nas je podstatné, ze ziaden takyto skok v Kaiovom grafe nevidime, takze na ladovci Ziadna
priehlbina byt nemoze.!

Prv, nez za¢neme analyzovat vplyv zmeny sklonu Iadovca na tvar grafu, pristavme sa e$te v kratkosti pri
moznosti existencie horizontalneho useku ladovca. Bez sebemensich vypoctov mdzeme tito tedriu zavrhndt.
Staci, Ze si uvedomime, Ze je to len limitny pripad predchadzajticeho pripadu pre depresiu s nulovou hibkou.
Cim je depresia plytsia, tym pomalsie v nej kvadrik zrychluje a spomaluje, a teda mu prechod cez fu trva
dlhsie, teda pre tento pripad by sme dostali v grafe este vacsi skok.

No a teraz uz Sup-$up na pripad zmeny sklonu ladovca. Ked sa pozornejsie pozrieme na Kaiov graf, viimneme
si, Ze pre vysoké pociato¢né rychlosti sa asymptoticky blizi k priamke s va¢$im sklonom, nez ma priamka
zodpovedajuca sklonu ladovca v jeho dolnej casti. V stilade s tym, ¢o sme uz skor rozoberali, mdézeme tvrdit,
ze tato priamka zodpoveda ladovcu s miernejsim sklonom, nez je sklon v dolnej ¢asti. Ako rozumny tip
sa teda javi, Ze v istom bode sa sklon ladovca meni k miernejsiemu. To vysvetluje asymptotické spravanie
grafu. Pre vysoké pociato¢né rychlosti totiz kvadrik strmsou spodnou ¢astou ladovca len rychlo preleti, takze
tento usek prispeje k celkovému ¢asu do navratu len malo, a teda sklon grafu je v takomto pripade urceny

!Teda aspon Kaiov kvéadrik cez ziadnu neprechédzal.
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predovsetkym hornou &astou ladovca. Cim je pociatoéna rychlost vyssia, tym je prispevok od spodnej ¢asti
zanedbatelnej$i a o to viac sa graf priblizuje k priamke zodpovedajtcej hornej ¢asti ladovca.

Obrazok 3.2.2: Povrch ladovca aproximovany kratuckymi tiseckami. Sklonu kazdej tisecky zod-
poveda jedna priamka vo vy — T grafe. Postupnymi prechodmi medzi priamkami
zodpovedajiicimi susediacim tiseckdm dostaneme hladky graf.

Posledna vec, na ktoru treba najst odpoved, je, ako sa meni sklon ladovca. Ak by sa menil postupne, vedeli
by sme ho po ¢astiach aproximovat kratuckymi isec¢kami, ktorym by na v, — T grafe zodpovedali priamky s
blizkymi sklonmi. Prechodu medzi tseckami by zodpovedal prechod medzi dvomi susednymi priamkami.
Cim by boli tsecky kratsie, tym by bol vysledny graf hladsi. Postupnému prechodu medzi roznymi sklonmi
ladovca teda zodpoveda hladky graf. Kaiov graf vSak obsahuje hrot, takze sklon ladovca sa musi menit
skokovo, resp. na daleko mensej $kale, nez st rozmery rovinnych casti ladovca. Ladovec moze teda vyzerat
tak, ako je na¢rtnuty na obrazku.

Obrazok 3.2.3: Profil ladovca

otazky@fks.sk 4 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

® é)é)é) Riesenia 3. kola zimnej casti — termin 08. 12. 2025

3.3 Zvalcovany Stano vzordk Simon, opravoval Simon

Zo zadania nebolo jasné, ¢i sa jednd o rozdielne alebo rovnaké valce, preto tlohu vyrieSime najskor
vSeobecne, a potom sa pozrieme na pripad, ked su valce rovnaké. Ozna¢me si polomery valcovr ar, a
ich hmotnosti m; a m,. Podla zadania sa jedné o plné valce, ¢ize moment zotrvacnosti je I = 3mr2. Jeden
valec je spociatku nehybny a druhy sa to¢i uhlovou rychlostou w okolo vlastnej osi. Nasledne pritlacime silou
F druhy na prvy, ¢im medzi nimi vznikaju trecie sily s velkostou F; = f F. Z treticho Newtonovho zdkona
edte vieme povedat, Ze tieto sily maji opacny smer. Z toho vyplyva, Ze valec, ktory sa na zaciatku toci, zacne
spomalovat (uhlové zrychlenie bude zaporné) a valec, ktory sa na zaciatku nehybe za¢ne zrychlovat.

Na prvy valec pésobi moment sily M; = r, f F a na druhy M, = r, f F. Pre rota¢ny pohyb valca okolo jeho osi
plati M = Ie. KedZe momenty sil M; a M, a momenty zotrvacnosti I; a I, su konstantné, uhlové zrychlenia
€ a & musia byt konstantné tiez. Vypocitame ich ako

2fF
& =- >
mn
2fF
& = f .
Myt

To, ze st uhlové zrychlenia konstantné znamena, Ze moézeme jednoducho pouzit znamy vztah pre
rovnomerne zrychleny rota¢ny pohyb, teda

w, = w + &ft,
w, = &F.

Takto sme sa dostali ku zavislosti uhlovej rychlosti jednotlivych valcov od ¢asu. Valce prestand presmykovat
vtedy, ked sa ich obvodové rychlosti vyrovnaju, teda ked bude platit

wir = W21,
z ¢oho po dosadeni a vyjadreni t dostaneme
wr;
f= ———,
—1né& +1né
¢ wry
T 2fF _ 2fF’
2fF | 2fF
my my

¢o je Cas, za ktory valce prestanu presmykovat.

Po dosadeni tohto ¢asu do vztahov w,(t) a w,(t) po pér dpravach dostaneme

_ w
wlt_w_z—?-i—l)
_ wnr
Wyt = m;
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¢o su ustélené rychlosti jednotlivych valcov. Teraz uz jednoducho nahliadneme, Ze ak st valce identické, t. j.
m; = my ar = ry, potom ¢as ustélenia je
_ maor
i
a uhlova rychlost v tomto ¢ase (rovnaka pre oba valce).

b

w
Wy = Wy = E

Poznamka o momente hybnosti

Na prvy pohlad sa modze zdat, ze sa uloha da pomerne jednoducho vyriesit pomocou zakonu zachovania
momentu hybnosti. Najskor sa ale treba zamysliet nad tym, ¢i sa tato veli¢ina naozaj zachovava. Z definicie
momentu hybnosti vieme, Ze sa zachovava prave vtedy, ked sucet vonkajsich momentov sil je nulovy, teda
ked ij:l Tyork = 0. V tejto ulohe posobia momenty dvoch trecich sil M, = Le; a Ma = Le,. Moment
hybnosti sa teda zachovava, ak ich stcet je nulovy, teda ak

1161 + 1262 =0.
Z ¢oho po dosadeni uhlovych zrychleni a momentov zotrva¢nosti dostaneme podmienku
r =r;.

Pokial teda predpoklad bol, Ze valce st rozdielne, zdkon zachovania momentu hybnosti sa nedal pouzit.

3.4 Poriadkumilovny Majo vzorék Jaro, opravoval Jozko

Coze to zadanie od nas chce? Vraj mame zmerat nejaky koeficient restiticie. V prvom rade podakujeme
Adamovi, ktory nam usetril asi 30 sekind googlenia tym, Ze nam prezradil, Ze nam vlastne ide o pomer
rychlosti po a pred zrazkou. No a ked sme vybaveni touto zasadnou informdciou, mozeme zacat dumat, ako
tento koeficient restiticie zmerat. No na uvod si predsa len neodpustime kratku tuvahu? o zrazkach a o tom,
¢o a ako budeme merat.

Uvazujme dvojicu zrazajucich sa telies. Vo vSeobecnosti mdzu pri zrazke nastat nasledujuce javy:

o rychlosti telies sa nejako zmenia;

o telesa budu pri zrazke zdeformované, v kritickom pripade az znic¢ené.

Pre potreby tejto tlohy budeme uvazovat, Ze pri zrazke neddjde k zniceniu telies, comu budeme rozumiet
tak, Ze po zrazke bude mozné telesa identifikovat a jednoznac¢ne im priradit rychlosti.

A ¢o sa pri takej zrazke vlastne deje? Je zjavné, ze zrazka nie je bodova udalost v priestore ani v ¢ase. Povedali
sme totiz, Ze pri zrdzke sa menia rychlosti telies a ak by zrdZka prebehla na nulovej dlzke a v nekonec¢ne
kratkom c¢ase, v danom momente by museli telesa vykazovat nekone¢né zrychlenia, a tym padom na seba
posobit nekone¢nymi silami, ¢o je nefyzikalne.

*Rozhodne kratsiu, nez akou bola tvaha o gravitatnom poli a metédach merania tiazového zrychlenia. https://fks.sk/
ulohy/riesenia/1401/
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Telesa sa teda pri zrazke musia deformovat, na ¢o sa nutne spotrebuje ista energia. V zavislosti na tom, ¢i sa
tato energia po zrazke premeni spét na mechanicku energiu, rozliSujeme zrazky pruzné a nepruzné. Aspon
tak nds to ucili v $kole. V skuto¢nosti nastane nie¢o medzi tym. Cast energie sa zvycajne premeni spit a Cast
sa spotrebuje na plasticku deformaciu telies a uvolni sa v podobe tepla. To, do akej miery ddjde k spitnej
premene energie deformdcie na kineticku energiu, popisuje prave koeficient restitucie.

Na zaklade tejto uvahy je zrejmé, Ze $tandardné hodnoty koeficientu restitucie budu z intervalu (0; 1), pricom
nule zodpoveda dokonale nepruzna zrazka a jednotke dokonale pruzna zrazka. V zriedkavych pripadoch
moze koeficient restitucie lezat aj mimo tohto intervalu. Napriklad pri priestrele jedného telesa druhym
je koeficient restitcie zaporny. Alebo ak pri zrazke telesa ziskaju nejakym sposobom energiu,” mozu mat
po zrazke vyssie rychlosti nez pred nou a vtedy je koeficient restittcie vacsi, nez jedna. Pokial nebudeme
hopsalku strielat z dela alebo ako ter¢ pouzivat papier, zaporny koeficient restiticie ndm nehrozi. Ovela vacsi
pozor si budeme musiet davat na to, aby sme hopsalke neudelili rotaciu alebo naopak, aby nam hopsalka po
zrazke nezacala vyrazne rotovat, ¢o by zna¢ne ovplyvnilo rychlost po odraze.

Na zaver nasich vseobecnych tvah si koeficient restitucie zadefinujme matematicky. Povedali sme, Ze je to
pomer rychlosti po odraze a pred nim, teda

4
=

e

Ale ¢o su tie rychlosti za¢? Ved predsa do zrazky vstupuju dve telesd, tak rychlost ktorého z nich mame
brat do uvahy? Asi by sme tipovali, Ze toho, o ktorého koeficient restitucie sa zaujimame. No dobre, ale
rychlosti predsa zavisia na volbe vztaznej sustavy, tak teda v ktorej stistave sa mame na zrazku pozerat? Vtip
je v tom, Ze to, ako zrdzka vyzera, je dosledkom oboch telies, a teda na zdklade nejakej vSeobecnej zrazky
nemozno urcit koeficient restitucie telesa, pretoZe obe telesa si ukroja z energie spotrebovanej pocas zrazky.
Prisne vzaté, koeficient restiticie urceny pri nejakej zrazke je charakteristikou tejto zrazky a nie zrazivsich sa
telies. No a charakteristickou rychlostou zrazky je vzajomna rychlost telies, teda na rychlosti v defini¢cnom
vztahu sa mozno pozerat ako na rychlosti jedného telesa vo vztaznej sistave spojenej s druhym telesom alebo
jednoduchsie ako sucet rychlosti oboch telies v nejakej pevne zvolenej vztaznej stistave.

Predchadzajtica ivaha ma pre nas jeden dolezity dosledok. Ak chceme zmerat koeficient restiticie nejakého
telesa, musime nejakym sposobom eliminovat vplyv druhého telesa na zrazku. To mozno urobit jednym z
nasledujucich spdsobov:

« budeme zrazat dve identické telesa, ¢im bude zrazka symetricka, a teda obe telesa prispeju rovnakou
mierou k stratam energie;

o teleso budeme zrazat s dokonale tuhym ter¢ikom, ¢im eliminujeme vplyv ter¢ika na priebeh zrazky.

Prva moznost by bola idedlna, lenze zrazit centralne dve hopsalky bez toho, aby po zrazke nezacali rotovat
a odrazili sa presne v smere, v ktorom sa zrazili, je prakticky nerealizovatelné. Budeme sa teda musiet
uchylit k druhej moznosti, aj ked sme si vedomi, Ze dokonale tuhé teleso neexistuje. V snahe minimalizovat
systematické chyby teda vyberieme to najtuhsie, co mozeme. TakzZe nie, perzsky koberec v obyvacke u krstnej
mamy nie je dobrd volba.

*Napriklad sa moze pri zrazke uvolnit chemickd energia, napriklad tak, Ze pri zrazke dojde k explézii; alebo ak pred zrazkou
niektoré z telies rotovalo, pri zrazke sa moze zvysit jeho transla¢na kineticka energia na ukor rota¢nej (inymi slovami, rotécia telesa
sa spomali a teleso sa odrazi s vy$§ou rychlostou).
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No a teraz uz moézeme konecne zacat dumat nad tym, ako samotné meranie prevedieme. Na urcenie rychlosti
$tandardne potrebujeme merat dve veli¢iny - vzdialenost a ¢as. LenZe zadanie nam zakazuje pouzivat
dizkové meradlo, ¢ize musime najst sposob, ako tento zékaz obist. Jednym z rieSeni by mohlo byt napriklad
meranie rychlosti vyuzivajuc Dopplerov jav (radar). Takéto meranie by v§ak bolo dost nepresné a narocné
na vybavenie.

Rozpamitajme sa na uz spominany vzorak k experimentalke o merani tiazového zrychlenia.* Predstavili
sme v nom koncept relativnych merani. Ten spocival v tom, ze jednu veli¢inu zafixujeme a sledujeme zmeny
meranej veli¢iny pri meneni druhej. V nasom pripade vieme meraf ¢as, no nevieme meraf dizku. Ak viak
povazujeme tiazové zrychlenie za zndme, vieme ¢asu jednoznacne dlzku priradit.

Myslienka je asi nasledovna. Nech ma teleso tesne pred dopadom rychlost v;. Jeho kineticka energia je teda
Euin = 3mv?. V momente spustenia z vy$ky & ma nulovu rychlost, ¢ize jeho mechanicka energia spociva
len v potencidlnej energii E,, = mgh. Z rovnosti tychto energii je mozné urcit rychlost meranim vysky pri
znamom tiazovom zrychleni. Toto sa robi standardne. My v$ak nemdzeme merat vysku, no mézeme pouzit
rovnaky trik, aby sme meranie vy$ky previedli na meranie ¢asu. Merajme ¢as od momentu spustenia po
moment dopadu. Nech je tento ¢as ¢t. Potom vysku, z ktorej sme teleso nechali padat, ur¢ime jednoducho
ako h = 1g¢t2. Rovnakym spdsobom by sme vedeli ur¢it aj vysku vystupu, no na to by sme museli vediet
presne zmerat ¢as vystupu od momentu odrazu po najvys$si bod trajektorie, a ten je dost problematické urcit.

D4 sa to v3ak este celé vyleps$it. Nemerajme cas od spustenia po dopad a od odrazu ma najvyssi bod, ale
merajme ¢as medzi dvomi dopadmi. Vieme, Ze v priblizeni volného padu vystup a nasledny pad trvaju
rovnako dlho, takze nebude problém dopracovat sa k vyske vystupu ani tymto spdsobom. V skuto¢nosti ti
vysku ale ani nepotrebujeme. To, ¢o nds zaujima, st predsa rychlosti a vyska bol len taky medzikrok, ktory
sa $tandardne pouziva. My vSak pozname vztah pre rychlost pre zvisly vrh nahor

v(t) = vy — gt.

V case dopadu 7 ma teleso rovnaku velkost rychlosti, ako v ¢ase t = 0, len ma opacné smer, teda
v(T) = —vo = vo — ¢T,
odkial dostavame hladany vztah medzi rychlostou a ¢asom

_ 87

Vo 2

Vidime, Ze rychlost je imerna ¢asu medzi dvomi po sebe nasledujucimi dopadmi telesa.
Povedzme, Ze koeficient restitucie uréujeme z i-teho a (i + 1)-ho ¢asového rozdielu medzi dopadmi. Potom

g
Vi T Tin

<1.

; =
g
Vi ETi T;

Vsetko, ¢o musime urobit, je zaznamenat ¢asy dopadov, urcit ¢asové intervaly medzi néslednymi dopadmi,
no a potom dat uz iba susedné ¢asové intervaly do pomeru. Pokial koeficient restitucie nezavisi na rychlosti,

*https://fks.sk/ulohy/riesenia/1401/
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vSetky pomery budu nadobudat priblizne rovnaké hodnoty. Na zaver vypocitané pomery spriemerujeme,
¢im ziskame hodnotu koeficientu restiticie.

vy

Uvedeny postup ma jeden malicky nedostatok. Pri vys$sich poradovych ¢&islach odrazov budu dlzky ¢asovych
intervalikov malé, takze relativna chyba merania bude dosahovat velké hodnoty. Vieme sa tomu vyhnut tak,
ze vyssie odrazy nebudeme brat do uvahy, alebo vieme nas postup este trochu vylepsit. Vsimnime si, Ze ak
je koeficient redtiticie naozaj konstantny, velkosti intervalikov tvoria geometricky rad, kedze 7,,, = e1;. To
znamena, Ze T;,; = Tie'. Ak zadefinujeme n-ty ¢iastoény sucet geometrického radu ako

ten potom predstavuje ¢asovy rozdiel medzi n-tym a nultym® dopadom. Tym sme se elegantne vyhli malym
¢asovym intervalikom. NavySe sme dostali vztah medzi ¢asom dopadu a jeho poradovym ¢islom, takze
ak grafom prelozime krivku tohto tvaru, vieme jednoducho vizualne posudit, ¢i koeficient restiticie naozaj
nezavisi na rychlosti.

Dost uz bolo slov, podme merat! Zoberieme si svoju obliubent hopsalku a najdeme vhodny ter¢ik. Rozum-
nym ter¢ikom je napriklad keramicka dlazba. Este najdeme spOsob, ako rozumne merat ¢as. A nie, stopky
nie su rozumny sposob, pretoze chceme merat kratke casové intervaly a meranie stopkami by sposobovalo
obrovské chyby. Ani videozaznam nie je najoptimélnejsie rieSenie, pokial nemame vysokorychlostnu
kameru, pretoze snimkova frekvencia beznych kamier sa pohybuje okolo 30 snimok za sekundu a navyse
rychlo sa pohybujtca hopsalka by na zazname bola rozmazana. Do tvahy by pripadal napriklad fotosenzor
umiestneny tesne nad podlahou, no priiom je ten problém, Ze by sme museli nejakym spdsobom zabezpecit,
aby hopsalka dopadala vzdy pred nim, ¢o by mohlo byt dost problematické. Ako najidealnejsie rieSenie sa
nam javi pouzit zvukovy zdznam. Kazdy dopad hopsalky zanecha zvukovu stopu, takze nie je problém urcit
okamih dopadu, no a nie sme ani odkazani na presne vymedzené miesto dopadu, kedZe vieme zachytit zvuk
dopadu, nech sa udeje kdekolvek - jedinym obmedzenim je velkost ter¢ika.

Musim sa priznat, Ze toto bola asi najrychlej$ie namerand experimentalka, s akou som sa stretol. Jednoducho
som zobral telefon, spustil nahravanie zvuku a polozil ho na podlahu. Potom som uz len niekolkokrat
spustil hopsalku na podlahu a nechal ju skackat. Celé meranie netrvalo viac nez dve minuty aj so stiahnutim
zvukového zaznamu do pocitaca.

Déta mame, mozeme ich spracovat. Ak som povedal, ze data som mal namerané do dvoch minut, tak s ich
spracovanim som zabil cely den. Na analyzu zvukového zdznamu pouzijeme program Audacity, ktory je
volne dostupny. Postupne prechadzame zvukovou stopou a ¢as zvukového impulzu zapiSeme do excelovskej
tabulky. Cas vieme odé¢itat s presnostou aZ na jednu tisicinu sekundy. Ked takto ziskame &asy vietkych
dopadov, mdzeme pokracovat ich spracovanim. Postupne si ukazeme oba pristupy, ako sa vieme dopracovat
ku koeficientu restitacie.

Za¢nime metédou pomerov. Analyzu jedného padu prevedieme podrobne, u ostatnych potom uvedieme
len vysledky. Déta st zapisané v tabulke. Podme si ich vysvetlit. V druhom stlpci je ¢as dopadu ¢;, ako bol
urceny zo zaznamu. Absolutna chyba tohto ¢asu je urcena presnostou, akou vieme od¢itat ¢as — v nasom
pripade 0,001 s. V tretom stlpci je doba 7; medzi dvomi nasledujicimi dopadmi. KedZe bola uréena ako
rozdiel dvoch ¢asov s chybou 0,001 s, jej absoltitna chyba je 0,002 s. Vo $tvrtom stipci je potom relativna
chyba tejto doby d7; vyjadrena v percentdch. Vidime, Ze relativna chyba s poradovym ¢islom dopadu rastie.

>Indexujeme od nuly.
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V dal$om stlpci je vypocitany koeficient restitucie e; z podielu dvoch nasledujicich déb medzi dopadmi. V
poslednych dvoch stlpcoch su relativna a absolttna chyba koeficientu restitucie. Ked%e koeficient restitucie
je vypocitany z podielu dvoch dob, jeho relativna chyba de; je su¢tom relativnych chyb prislusnych dob.
Relativna chyba dosahuje pri poslednych odrazoch hodnotu az okolo 5 %, ¢o potvrdzuje nase tvrdenie, Ze
toto je slabinou tejto metddy. Absolutnu chybu Ae; udavame zaokrahlent na tri desatinné miesta, pretoze
s rovnakou presnostou mame uvedeny aj samotny koeficient restitucie. Pri dal$ich vypoc¢toch vsak budeme
pouzivat presnej$ie hodnoty.

Tabulka 1: Ukdazka spracovania dat

i t; [S] T, =t —ti [S] 5'[',' [%] e; = T’T—jl 661‘ [%] Aei
0 3,563

1 4,288 0,725 0,276 0,861 0,596 0,005
2 4,912 0,624 0,321 0,872 0,688 0,006
3 5,456 0,544 0,368 0,866 0,792 0,007
4 5,927 0,471 0,425 0,879 0,908 0,008
5 6,341 0,414 0,483 0,899 1,021 0,009
6 6,713 0,372 0,538 0,909 1,129 0,010
7 7,051 0,338 0,592 0,923 1,233 0,011
8 7,363 0,312 0,641 0,923 1,335 0,012
9 7,651 0,288 0,694 0,931 1,441 0,013
10 7,919 0,268 0,746 0,925 1,553 0,014
1 8,167 0,248 0,806 0,927 1,676 0,016
12 8,397 0,230 0,870 0,948 1,787 0,017
13 8,615 0,218 0,917 0,936 1,898 0,018
14 8,819 0,204 0,980 0,926 2,039 0,019
15 9,008 0,189 1,058 0,899 2,235 0,020
16 9,178 0,170 1,176 0,918 2,459 0,023
17 9,334 0,156 1,282 0,910 2,691 0,024
18 9,476 0,142 1,408 0,915 2,947 0,027
19 9,606 0,130 1,538 0,908 3,233 0,029
20 9,724 0,118 1,695 0,898 3,582 0,032
21 9,830 0,106 1,887 0,906 3,970 0,036
22 9,926 0,096 2,083 0,948 4,281 0,041
23 10,017 0,091 2,198 0,923 4,579 0,042
24 10,101 0,084 2,381 0,917 4,978 0,046
25 10,178 0,077 2,597 0,948 5,337 0,051
26 10,251 0,073 2,740

Na zaver sa potrebujeme z tychto dat dopracovat k najpravdepodobnej$ej hodnote koeficientu restitucie.
Mohli by sme jednoducho spriemerovat vietky vypocitané koeficienty a boli by sme vybaveni. Takyto pristup
ma vsak jeden nedostatok — koeficienty, ktoré maju velku chybu prispievaju do priemeru rovnako ako tie s
malou chybou. Tomuto sa da vyhnut pouzitim vaZeného priemeru
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kde ako vahu pouzijeme prevratent hodnotu absolutnej chyby w; = ALe,-’ ¢im zabezpecdime, Ze ¢im je chyba
vacsia, tym je prispevok danej hodnoty do celkového priemeru niz$i. Suma v menovateli mi zabezpecuje
len to, aby boli vahy normované na jednotku.® Ked vykoname prislusny vypocet, dostaneme hodnotu é =
0,901. Len pre porovnanie, nevazeny priemer dava é = 0,913, ¢o je dosledkom toho, ze koeficienty restitucie
vypocitané z neskorsich odrazov su vicsie.

E$te nam zostava odhadnut chybu merania. T4 pozostava z dvoch casti. Systematicku chybu sme uz
vycislovali pre kazda hodnotu zvlast. Ako vysledni chybu moézeme zobrat napriklad maximalnu z nich
alebo viac optimisticky ich priemer. Nech sa uz rozhodneme akokolvek, vzdy je treba presne uviest, ako sme
tuto chybu urcili. Maximalna chyba ma hodnotu 0,051 a priemerna 0,021. Este treba urcit nahodnu chybu.
Pre tento ucel vypocitame vyberovi smerodajnu odchylku priemeru. Mézeme opit zvolit jej vaZeny variant

L S wi(er-é)?
se=\| =—— ) wi(e;—¢é)".
N -1

V takom pripade sa dopracujeme k hodnote s; = 0,005 61. Ttto hodnotu treba este prenasobit Studentovym
koeficientom zodpovedajicim nami zvolenej miere spolahlivosti. Koeficient 1 pri vypocte z 25 hodnét (24
stupniov volnosti) zodpoveda hladine spolahlivosti 67,28 %, ¢o znamend, Ze s takouto pravdepodobnostou
lezi skuto¢nd hodnota v rozsahu é + s;. Vidime teda, Ze dominantnou je systematicka chyba plyntca z
nepresnosti merania casu.

Rovnakym postupom spracujeme aj ostatné hody hopsalky. Ziskané koeficienty restiticie pre lepsiu pre-
hladnost zobrazime v tabulke. Vyslednt hodnotu mézeme opét vypocitat vazenym priemerom koeficientov
nédjdenych z jednotlivych hodov. Ak sa medzi hodnotami nachadzaju aj vyrazne nizsie, mozeme ich pokojne
vyradit,” pretoZe s najvic¢sou pravdepodobnostou zodpovedaju pripadom, ked sa hopsalka odrazila vyrazne
do strany, pripadne sa rozrotovala, a teda cast energie sa vyuzila inak nez na vystipanie hopsalky do
maximalnej vysky.

Tabulka 2: Namerané koeficienty restiticie metédou pomerov

Vyslednd
Hod 1 Hod 2 Hod 3 Hod 4 Hod 5 Hod 6 Hod 7 hodnota

e 0,901 0,875 0,869 0,878 0,858 0,876 0,891 0,878
Ss 0,005 61 0,00624 0,00310 0,00557 0,009 37 0,004 18 0,006 36 0,004 89

Metodou pomerov sme sa dopracovali k hodnote ¢ = 0,878 so smerodajnou odchylkou s; = 0,004 89, ¢o
znacdi, ze rozptyl nameranych koeficientov bol pomerne maly. Nezabudajme vsak, Ze mame relativne vysoku
systematicku chybu na trovni priblizne Ae ~ 0,02 pochadzajicu z nepresnosti merania casu. Pozrime sa, ¢i
iny pristup nevedie k mensej chybe.

®T. j. aby stcet vietkych vahovych koeficientov bol rovny jednej. V§imnime si, Ze ked ako vahu pouZijeme w; = % pre vSetky
hodnoty, dostaneme zndmy vztah pre aritmeticky priemer é = % ¥ e

’Obzvl4st vtedy, ked smerodajna odchylka je mal4, pretoze vtedy si mdZeme byt takmer isti, Ze nejde o nahodnd, ale o
systematickt chybu.
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Uz sme ukazali, ze ak T, je ¢as n-tého odrazu od nultého odrazu, potom musi splnat rovnicu

1_ n
T, = -——¢
l1-e

L,

kde T; je ¢as prvého odrazu. Vsetky casy T, vieme urcit s absolutnou chybou AT, = 0,002 s, kedZze ich
pocitame ako rozdiel dvoch ¢asov. Rozdiel oproti predchadzajicemu pripadu je ten, ze T, > 7;, takZe sa
dopustame mensej relativnej chyby. Pocitat koeficient restitticie priamo z tohto vztahu je dost problematické,
no mozeme pouzit metédu najmensich §tvorcov s parametrami é a 1. Vzhladom na to, Ze vykonédvame
regresiu cez vela parov [n; T, ], tak to celkovi chybu vyznamne znizi. Chybu mozno znizit efte tym, Ze
budeme fitovat priamo ¢asy dopadov funkciou

1-eé" .
1-¢

ty = Lo + 1

s parametrami &, fy a T;. V takom pripade ¢asy t, st zataZené systematickou chybou len At,, = 0,001s. Datiou
za to je vSak skutocnost, Ze ¢as t, nezodpoveda skutocne zaznemenanému ¢asu nultého dopadu, ale je urceny
ako najlepsi odhad ¢asu nultého dopadu uréeny z ¢asov vsetkych dopadov.®

Opiit si tento pristup ukazme podrobne na prvom hode hopsalky. Pre porovnanie ukdZeme fitovanie oboma
funkciami. Za¢nime prvou z nich. Vypocitame casy T, ako rozdiely medzi n-tym a nultym odrazom a
vynesieme ich do grafu ako funkciu n. Potom vs$etku pracu prenechame na svoj oblubeny kalkulator. Zadame
mu tvar funkcie, akou chceme body preloZit a on ndm vrati najlepéie odhady parametrov é a T;. Dostaneme,
e é = 0,9115 a T; = 0,6459 s s koeficientom determinacie R? = 0,9992.° Pre porovnanie metéda pomerov
davala v tomto pripade € = 0,901a T} = 7 = (0,725 +0,002) s. Vidime teda, Ze dafiou za lepsi fit je skreslenie
doby medzi prvymi dvoma dopadmi.

8To je v skuto¢nosti dovod, preo je metéda najmensich §tvorcov presnejsia.

9Koeficient determinacie tizko stvisi s odchylkou fitu. Td moZno pomerne jednoducho dopoitat v pripade linearnej regresie.
My v8ak pouzivame nelinedrnu regresiu, takze vypocet odchylky by bol komplikovany, preto ho nebudeme robit a uspokojime sa
s koeficientom determindcie.
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4+T_n [s] Casy dopadoy, prvy dopag v cage nulg

Rovmca regresnej Ciary: T n=(1-0.9115/n)/(1-0. 9115)*0 6459 R2=| 0 9992
104
8l
64
44
21

n

. N

-2 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 7
21

Obrazok 3.4.1: Fit cez doby medzi n-tym a nultym dopadom

Teraz si ukazme fit priamo cez ¢asy dopadov na tom istom subore dat. Jediny rozdiel oproti predchadza-
jucemu pripadu je ten, Ze do grafu vyndsame prlamo namerané ¢asy dopadov a fitujeme s tromi parametrami.
Dostdvame hodnoty é = 0,9153, T} = 0,6159 s a f, = 3,6842 s. Koeficient determinécie je v tomto pripade
az R? = 0,9996, ¢ize danou za zvy$enie kvality fitu je opat znepresnenie ¢asov Tj a t,. Toto je vSeobecnou
vlastnostou metddy najmensich $tvorcov - pridanim parametra sa zvysi presnost fitu, no treba si davat pozor,
¢i vylepseny model ma stale fyzikalny zmysel.

4tn Is] Ngmerage Casy dopgdov
141 Rovnica regresnej Ciary: t_n=(1-0. 9153/\n)/(1 -0. 9153)*0 6159+3 6842 RZ 0. 9996

12+

=

24

Obrazok 3.4.2: Fit cez ¢asy dopadov
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Spracujme aj ostatné hody hopsalky metédou najmensich stvorcov podla druhého modelu s tromi parame-
trami. Najdené odhady koeficientu restitdcie zapiSeme do tabulky. Najpravdepodobnejsiu hodnotu z nich
potom urc¢ime ako priemer. Opiat mozeme pouzit vazeny priemer, kde ako véhy pouzijeme koeficienty
determinadcie, aj ked v tomto pripade to nebude mat az taky velky vyznam, nakolko st vo vSetkych pripadoch
podobné. Dostaneme é = 0,8854 so smerodajnou odchylkou s; = 0,006 584. Dostali sme sice o nie¢o vicsiu
smerodajnu odchylku ako v pripade metédy pomerov, no systematicka chyba je v tomto pripade podstatne
niz$ia, nakolko koeficienty determindcie vychadzaju blizke jedne;.

Tabulka 3: Namerané koeficienty restiticie metédou najmensich $tvorcov

Hod 1 Hod 2 Hod 3 Hod 4 Hod 5 Hod 6 Hod7  Vysledna hodnota

é 0,9153 0,8817 0,8704 0,8831 0,8660 0,8795 0,9019 ¢ =0,8854
R? 0,9996 0,9996 1,0000 0,9995 0,9998 0,9998 0,9994 s; =0,006584

Vyzera to komplikovane? Mozno, no netreba sa toho bat. A o sa vlastne od vas oc¢akavalo? V prvom rade
bolo treba prist na to, ako mozno koeficient restitticie zmerat. Potom bolo treba vykonat merania. To bola
ta jednoduchsia ¢ast. Najdolezitejsie vsak je vediet svoje data spracovat a prezentovat. Tu, ako mate moznost
vidiet, existuje niekolko spdsobov a je len na vas, ktory si vyberiete. Nutnou sucastou rieSenia je aj odhad
chyb. A nemdzZete zabudnut okomentovat jednotlivé vysledky. V opa¢nom pripade je to len zhluk hodnot,
ktoré bez patri¢nej interpretacie nemaju vyznam. Tak napriklad nestaci povedat, Ze toto je chyba merania,
ked neuvediete, ako ste ju dostali. Nikto nemoze vediet, ¢i je to priemerna chyba, maximalna chyba a ¢i
smerodajna odchylka. Tato cast rieSenia zaberie najviac ¢asu. Napriklad ja som mal data namerané zhruba
za minutku, no s ich spracovanim som stravil cely den.

3.5 Nechapavy Piskot vzordk Adam, opravoval Marek

Dobra analdgia sa na svoj vzor podoba nielen podobiznou, ale aj spravanim. Spravanie idealneho plynu
pozname ako termodynamické deje, z ktorych vy¢nievaja $tyri pomerne jednoduché: izotermicky, izo-
choricky, izobaricky a adiabaticky. Ich analégiou by pre nd$ systém mali byt deje: izovyskovy, izodlzkovy,
izosilovy a znova adiabaticky. Ak sa ale zamyslime nad konkrétnou realizdciou, rad radom nardzame na
problémy.

Napriklad drzanie staleho v a menenie len F a x je v rozpore s konstatnostou objemu uzitej kvapaliny.
Rovnakého povodu st aj problémy pri dalsich dvoch dejoch, jedine adiabaticky dej sa ukazuje byt pre nas
systém vcelku prirodzenym. Adiabaticky dej vyzaduje, aby ,,plyn“ menil svoju vnutornu energiu len konanim
prace. Podmienka konstantnosti objemu kvapaliny v systéme nam ale neumoziuje menit vnitornu energiu
(prava strana nasej stavovej rovnice) nijak inak ako konanim prace.

Vyvstava otazka, kde ma nasa stavova rovnica vadu. Sama o sebe predsa dovoluje vSetky mozné deje, ich
nemoznost odhali az pokus o (aspon myslienkovu) realizaciu. Je namieste spomenut si (alebo spravit) na
odvodenie rovnice. Pouzili sme na to jednak vztah pre hydrostaticky tlak na pohyblivu stenu akvaria

F  mgv
vd 2
a dvak vyjadrenie objemu akvaria pomocou jeho rozmerov

0= xvd,
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kde d je Sirka akvaria. S dvoma rovnicami sme zacali a pouzili sme ich na zostavenie dal$ej. V nasej pereputi
vsak stale mame dve nezavislé rovnice, a to, ¢i je jedna z nich vypocet tlaku alebo ,stavova rovnica® je
prakticky len estetickou zélezitostou. Stile mame aj druht rovnicu, ktora nds zvizuje. Tomu zodpoveda
aj skutocnost, Ze problém so stavovou rovnicou neoblomne vznikol vzdy kvoli konstantnosti objemu uzitej
kvapaliny. Na$ systém teda nie je vhodnou analégiou idealneho plynu, kedZe stavova rovnica, ktort sme
pren vytvorili nie je jedinou rovnicou zvazujicou nami vybrané stavové veli¢iny.

Bonus

Zamyslime sa, ¢o sa stane, ak ako tretiu stavovu veli¢inu tohto systému nevezmeme vysku hladiny, ale jej
sucin s objemom, t. j. stavova rovnica bude

Fx = %(ov).

Takto povolime aj zmenu objemu kvapaliny, ¢im na urovni myslienkovych experimentov vykonanych vyssie
odstranime kamen urazov pri prvych troch priatelskych dejoch. Vysvetlenie na matematickej trovni je o
¢osi abstraktnejsie. Stale existuje rovnica

0=xvd,

ktord bola pred chvilou Achillovou patou nasho sytému. V aktudlnejSom hébe vyzera takto

(ov) = xv*d.

Ak narabame s ov ako jednou nerozlozitelnou premennou (¢o zhodou okolnosti prave robime), tato rovnica
o nej ni¢ nehovori, t. j. nedokdze prepojit ov s x nijak rozumne. Stale sice plati, ale na fyzikalnu vypoved
potrebuje vzdy aj premennt v, ktord jej momentalne nemienime dopriat.

Poznamka k bonusu

Nage preonacenie sice zlikvidovalo potentnost rovnice, ktord nam bola uz dlhsie tfiom v oku, ale skisenejsi
¢itatel sa mohol pokusit preskimat aj $tvrty z jednoduchych dejov, t. j. adiabaticky. Ak on aj autor vzoraku
postupovali spravne, vznikla nemila vec, a totiz zliatie sa izosilového a adiabatického deja (popisatelné tym,
ze adiabaticka konstanta « = 0). To ma povod v malej chybicke krasy nasej novej stavovej rovnice. Ta ma na
pravej strane totiZ presne vnutornu energiu a nie len jej nejednotkovy, ndsobok ako to je v stavovej rovnici
idedlneho plynu. Nova rovnica teda je vybornou analdgiou, ale pre fyzikalne nezmyselny systém, idedlny
plyn, ktorého molekuly maji prave dva stupne volnosti (odporuc¢am vyskusat, pochopitelne len vypoctom).

3.6 Sialen)'r Jozef vzordk Simon, opravovala Sona

Kapacita, to je taka vec, Ze ked mam dve miesta, ktoré nie st vodivo spojené, na jedno dam néboj +Q, na
druhé -Q, tak aké napitie sa medzi nimi vytvori. Teda aka pracu budem musiet vykonat, aby som preniesol
nejaky maly kusok toho néboja z jedného z tych miest na druhé.

Néboj a napdtie na kondenzdtore st zviazané vztahom

Q=CU.
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A preco sa kondenzatory tolko omielaju, ked je to len nejaka nezaujimava suciastka? Preto, lebo kapacitu
mozete definovat pre [lubovolné dve miesta, ako uz bolo v uvode naznacené a je to fundamentalna vlastnost
tych dvoch miest. Kondenzator je len vec, ktord je $pecialne vyrobena so zdimerom mat ¢o najvacsiu kapacitu.

Ked kondenzatory pripojime do série (za sebou) na napitie U, toto napdtie bude su¢tom napéti na kazdom z
kondenzatorov (¢o vyplyva priamo z definicie pojmu napitie). Na kazdom z nich sa tiez nahromadi nejaky
naboj. Tieto naboje budu rovnaké. Na to mozete prist tak, Ze si uvedomite, Ze jedna elektréda jedného
kondenzatora a druha elektréda druhého (tie, ktoré su spojené) tvoria celok, ktory je od zvysku izolovany.
No a kolko kladného néaboja sa objavilo na jednej elektréde, tolko isto zaporného sa musi objavit na druhe;j,
lebo dokopy je ten celok neutralny.

Takze z toho nam vyplyvaji rovnice

Ql Qz 1+k
U=U;+U,=— =
1+ Uz Cl C2 Ql(1 ) Ql
a
B C,kU
Qi =Q, T+ %

A teraz nastal mensi problém. Zadanie sa totiz dalo interpretovat dvoma spdsobmi. Konkrétne nebolo jasné,
¢i pri paralelnom zapojeni zostant kondenzatory pripojené na zdroj napitia, alebo uz nie. Nie je to ale ni¢
stra$né, pretoze to predstavuje iba mali zmenu v rie$eni. Preto su tu uvedené obe moznosti.

V pripade, Ze kondenzéatory odpojime z batérie a spojime paralelne (vedla seba), docielime to, Ze napédtia na
nich budud rovnaké, lebo konzervativnost. Takze mame rovnice

_GkU |
D777k ’
_GkU
L7 D
Q1 CZZ
kq,,
kC, c, TR
CokU (cku_ "
1+k 1+ k 1
o q(1+k)?
2T kU(k-1)
q(1+k)?
=278
T Uk-1)

Ak by kondenzatory pri paralelnom zapojeni zostali pripojené na zdroj napitia U, napidtia na oboch
kondenzatoroch by boli opit rovnaké, ale teraz by sme poznali aj hodnotu toho napitia U. Teda by sme
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mohli napriklad vyjst z rovnic

CkU
TR
kq—éz - U,
3.7 Automaticky Patrik vzorék Adam, opravoval Patrik

Zrychlenia, ktoré bodom Patrik pripisuje, sa od zrychleni pripisovanych inercidlnym pozorovatelom lisia
o zrychlenie zodpovedajuce tzv. fiktivnym silam. Ich p6évod a tvar je o ¢osi rozsiahlejsou témou, nez ma
ambiciu pokryt tento vzorak, ale nastastie sa da laho najst vztah pre vypocet tychto zrychleni.

F
af=a—;:—av—2xv— x(xr)-exr,

kde a = % je zrychlenie pozorované inercidlnym pozorovatelom, r, v, a poloha, resp. rychlost, resp.
zrychlenie prislusného bodu z pohladu Patrika; a , €, ay uhlova rychlost, zrychlenie a obyc¢ajné zrychlenie
Patrika z pohladu inercialneho pozorovatela.

Takychto rovnic ma Patrik k dispozicii prave tolko, kolkych bodov sa spyta. Kazda takato vektorova rovnica
ale obsahuje tri skalarne nezname, podobne ako nase tri vektorové nezname, €, ay st deviatimi skaldrnymi
neznamymi.

Pozrime sa na jednu z rovnic, ktort mame k dispozicii pre nejaky bod.

Fy
Ay — — = —Ayyx — ZQ),VZ + 2QZVy - QnyT’y + QXQZT’Z + (Qf, + Qi)rx - 25)/”2 + 2£Zr}/'
m

Vidime, Ze tato rovnica nie je v zlozkach Q) linedrna. Takisto nebudu linearnymi ani dalsie dostupné rovnice.
Kedze ziadame jednozna¢nost hladanych vektorov, nesta¢i nam spytat sa len troch bodov (z ktorych by sme
mali devit rovnic pre devit neznamych), kedZe takto ziskané riesenie by vo véeobecnosti nebolo len jedno.
Na potvrdenie jedného z rieseni teda potrebujeme este informacie o dalSom bode, ¢o znamena, ze Patrik sa
dokopy musi spytat $tyroch bodov.
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