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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Krumplova brigada vzordk KatkaN, opravovala KatkaN

Podme si postupne rozobrat nastrahy ¢ihajtice na ni¢ netusiaceho Jozka snaziaceho sa $oférovat auto s vrecom
zemiakov na vlecke. Ak by dal Jozko zataz kamkolvek na vlecke, pri prudkom brzdeni alebo zrychlovani
by vrece kvdli zotrvacnej sile ,letelo” dopredu, respektive dozadu. V dalsom budeme preto predpokladat
dostato¢ne plynulé zmeny rychlosti auta a zanedbame presun zataze pocas cesty. Uvazujme teda situdciu, Ze
vrece zemiakov ostane navzdy na tom mieste vlec¢ky, kam ho Jozko na zaciatku polozil (napriklad ho nie¢im
upevni).

Predstavme si jednonapravovu vlecku pripojent k Jozkovmu autu.

;i

Obréazok 2.1.1: Ndcrt Jozkovho auta s vieckou

Takato vlecka ma viacero osi otdc¢ania, podla nich nazveme aj situacie A, B a C. Prva prechadza stredom
osi kolies, druha takzvanou gulou, ktorou je pripojena vlecka k autu, dalsia je samotna os kolies vlecky. Pre
nas budu délezité dve veli¢iny, moment sily M a moment zotrvacnosti I. Rozoberme si situaciu A. Bod
A tu budeme brat ako pevny bod. Ak na vlecku posobia sily, vznikaju momenty sil voci bodu A. Tie sa
snazia vlecku okolo tohto bodu otacat. Takto rotujuca vlecka pdsobi prostrednictvom spoja na auto a snazi
sa ho tiez zrotovat. Nakolko md v$ak auto ndpravy dve' a nie len jednu, nie je také fahké nim tocit. Auto
teda posobi naspét na vlecku silou, ktorou brani jej rotacii. Od ¢oho tato sila zavisi? Tu sa dostava k slovu

'Momenty trecej sily kolies v smere modrych $ipok budd nenulové.
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moment zotrva¢nosti. Ten vieme vo v§eobecnosti vypocitat ako’

N
_ 2
I= Z rimi,
i=1

kde s¢itavame prispevky hmotnych bodov hmotnosti m; vo vzdialenosti r; od osi otacania. Tato veli¢ina
v podstate popisuje, aké naroc¢né je nejaky objekt roztocit alebo prestat toc¢it. Vidime, Ze ¢im dalej od osi
otacania sa hmotny bod nachadza, tym ndro¢nejsie bude zastavit jeho rotacny pohyb. Takze aj sila, ktorou
bude posobit auto na vlecku cez gulu, bude tym mensia, ¢im lepsie sa nam podari ststredit hmotnost nakladu
v osi otacania, teda v bode A.

Zmenme teraz trocha uhol pohladu a pozrime sa na situaciu B. Os otac¢ania takéhoto systému teraz prechadza
gulou. Ak auto zatdca, v spolo¢nom tazisku vlecky a zemiakov posobi odstrediva sila. Této sila vytvara
moment M, ktory otaca vlecku okolo bodu B

M=rxF.

v

Moment bude tym vacsi, ¢im bude rameno sily r vacsie. Zemiaky by sme teda v tomto pripade mali polozit
¢o najblizsie ku kufru auta, aby sme minimalizovali moment sily aj zotrva¢nosti vo¢i bodu B.

Nuz, ako sa vravi, do tretice véetko dobré. Pozrime sa preto este aj na poslednu os, teda situaciu C. Z tohto
pohladu je najlepsie ulozit zemiaky priamo nad napravu, pretoze takto nebudu pdsobit Ziadnym momentom
sily’. Ak by sme v8ak vrece dali aj o kisok viac dopredu alebo dozadu, vyrazny efekt by to nemalo. Treba si
uvedomit, Ze rota¢nému pohybu vlecky v tejto rovine pomerne dobre zabranuje spoj. A nakolko hmotnost
vreca zemiakov je zanedbatelna voc¢i hmotnosti auta (radovo desiatky kilogramov vs. tony), nemusime sa
strachovat o zdvihnutie prednej ¢i zadnej napravy auta.

Ked'si zhrnieme vysledky, ku ktorym sme prisli, lahko déjdeme ku kompromisu. Zemiaky je najlepsie polozit
tesne pred napravu vlecky.

Na zaver este dodajme, Ze skiimanie zmeny polohy spolo¢ného taziska, teda taziska auta, vlecky aj zemiakov
dokopy, nie je najitastnejsia moznost. Tazko sa totiZ zaoberat sustavou, ktord pocas pohybu meni svoju
konfiguraciu (auto s vleckou pocas jazdy modzu robit cikcakovy pohyb).

2.2 Hmotny stred vzorik MatusH, opravovali Tibor a Simon

Za normalnych okolnosti su planéty rozmiestnené ,,ndhodne” okolo Slnka. To zapricini, Ze celkové taZisko
Slnec¢nej sustavy je velmi blizko taziska Slnka, lebo hmotnost ostatnych planét je rozlozend na vietky smery.
Aby sme tazisko dostali ¢o najdalej od taziska Slnka, musia planéty spojit svoje sily a vSetky sa dat na jednu
stranu. Zaujima nas teda poloha taziska v pripade, ze Slnko a véetky planéty lezia na jednej priamke v poradi
Slnko, Merkdr, Venusa, Zem, Mars, Jupiter, Saturn, Urdn a Neptan.

?Pozndmka pre znalcov I = [ r* dm.

*Overte si, Ze ak ma sila a rameno sily rovnaky smer, vysledny moment bude nulovy. Rovnako, ak sila pdsobi v smere osi
otdcania.
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Poloha taziska sa pocita ako

Preco vzorec vyzerd tak ako vyzerd je popisané nizsie.

Aby sme teda zistili extremalnu polohu taziska, staci zistif stredné vzdialenosti od Slnka a hmotnosti
jednotlivych planét®.

m[Mo]  x[au]

£ 333000 0

¥ 0.06 0.39
Q  0.82 0.72
o 1 1

g 0.1 1.52
% 318 5.20
h 95 9.58
5 145 19
¥ 17.1 30

Po dosadeni dostaneme 0,01 au » 1,5 - 10° km. Pre porovnanie, polomer Slnka je 695700 km, takze tazisko
Slnecnej sustavy sa teoreticky vie dostat mimo Slnka.

Vzorec pre vypocet taziska

Tazisko je podla definicie taky bod, v ktorom ked teleso podoprieme, ostane v rovnovahe. Inymi slovami,
momenty gravita¢nych sil posobiace na jednotlivé Casti telesa a moment sily, ktorou teleso podopierame, sa
vynuluje. Vyjadrené jazykom matematiky

0= (Z m,-)ng - Zm,-gx,-.

Po vyjadreni x; dostavame spominand rovnicu taziska. Poznamenajme, Ze za x; sme v tomto pripade brali
vzdialenosti jednotlivych Casti v rovine kolmej na smer gravitacnej sily.

2.3 Chata Prietos vzorak MatusH, opravovallf] MatusH

Pred tym, ako zistime, ¢o mame vlastne pocitat, potrebujeme sa zamysliet nad tym, ako vlastne Jaro urcuje
svoju vysku v zrkadle. Uvedomme si, Ze jeden z dobrych spdsobov ako to spravit je, Ze sa Jaro pozrie na
vrch svojej hlavy a spodok svojich n6h v zrkadle a urci, aky je uhol medzi tymito dvomi li¢mi a kolmicou na
zrkadlo. Nasledne zisti, ako daleko sa jeho obraz nachadza a z toho vypocita svoju vysku.

Zadanie ne$pecifikuje umiestnenie o¢i vzhladom na Jarovu vysku. Preto najlepsie, ¢o mozeme spravit, je
uvazovat, Ze Jaro ma o¢i na vrchu svojho tela. Releventny je teda len uhol, pod ktorym vidi svoje nohy. Tieto
myslienky st zachytené na nacrte Jara v kupelni na obrazku 2.3.1.

*Hodnoty sme zobrali z anglickych Wikipédia stranok danych vesmirnych telies.
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Obrazok 2.3.1: Ndcrt Jara obdivujiiceho sa v zrkadle

Ako vidno z obrazka, nebudeme uvazovat odrazeny li¢. Namiesto toho prejdeme za rovinu zrkadla’, ktora
je rovinou symetrie. Zo Snellovho zékona vieme, ze plati

COs any = cos By,

kde n; = 1je index lomu vzduchu a 7, = 1.33 index lomu vody. Asi ste zvyknuti na Snellov zakon so sinusom
a uhlom meranym od kolmice na rozhranie. Pre na$ pripad je prirodzenejsie merat uhol od rozhrania, a teda
Snellov zdkon bude mat kosinus namiesto sinusu (premyslite si, Ze je to dobre).

Ak kosinusy vyjadrime pomocou pomerov stran a pouzijeme Pytagorovu vetu, dostaneme rovnicu
2D-d d
Ny = ————="n,.
V(H-h)*+ (2D - d)> Vd? + h?

Jediné, ¢o nepozname, je vzdialenost d, a preto ju z rovnice vyjadrime. Ak obe strany umocnime na druhu
a preusporiadame, dostavame, Ze d je korennom polynému $tvrtého stupna

ad* + Bd® + yd* + 6d + £ =0,
kde

a =ni-nj,

B =4D(n2 - ),

y =4D*(ni — n3) + h*(n} — n3) + (2Hh — H*)n3,
8 = —-4Dh*n},

€ =4D*h*n}.

Pre zadané hodnoty H = 2m, h = 0,2 m a D = 1 m dostavame pomocou vypoctovej techniky mozné riesenia
pre d. Avsak dve z tychto rieSeni st komplexné a jedno zaporné. Kedze sme ale fyzici, tak vieme, ¢o dana

> Alebo ako by s humorom povedal fanusik MCU do zrkadlovej dimenzie.
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rovnica a rieSenie maju popisovat. Preto mézeme spominané tri rieSenia zahodit a prehlasit za jediné rie$enie
to kladné d ~ 0,129 m.

Jaro sa teda v zrkadle vidi vysoky

H
H' =2Dtana = 2D ~ 1,92 m.
2D-d

2.4 YOLO vzorék Simon, opravovali Simon a Sona

Pneumatika je torus, preto jej objem v zadiato¢nom stave je
Vo = 2may - nbi = 2m*ab},

kde a, je polomer pneumatiky (od stredu kruznice do stredu samotnej pneumatiky - torusu) a b, je polomer
samotného torusu. Pneumatika v dosledku zmeny teploty zvacsi svoj objem z V; na V]. Presnejsie, oba jej
rozmery (a, b) sa zvic$ia podla vztahu tepelnej roztaznosti

a) = ao(l + (XAT),
bl = bo(l + (XAT),

kde « je koeficient tepelnej roztaznosti a AT je rozdiel findlnej a povodnej teploty. Objem V; teda vieme
vypocitat ako

Vi = 2% ab} = 2n%ag(1+ aAT)bi(1+ aAT)* = 2% agbi(1+ aAT)® = Vo(1+ aAT)>.

. . . v V. v / v 7 v
Zo stavovej rovnice vieme, Ze pT je konstantné, ak sa mnozstvo plynu nemeni. Takze

PoVo _ Vi
To T, ’

kde index 0 oznacuje zaciato¢ny stav a index 1 konecny stav. My chceme vypocitat tlak p;, ktory mozeme
jednoducho vyjadrit ako

_ W
AT
Po dosadeni V; sa povodny objem vykrati a dostaneme
i T
Pz P i aAT)?

z ¢oho po prevedenti tepldt zo stupniov Celzia na kelviny a dosadeni ¢iselnych hodnét vypocitame vysledny
tlak

p1® 3,4877p,.
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2.5 Pouli¢na lampa hamol... vzorak Jaro, opravoval Matko

Zo zadania vieme, ze chodnik priamo pod lampou je osvetleny s osvetlenim E, = 10 Ix. KedZe lampa Zziari
rovnomerne do celého dolného polpriestoru a vhlbke H = 4 m je osvetlenie E,, lampa svieti svetelnym tokom
®, = 2mH?E,. Osvetlenie v mieste Jarovych o¢i je preto

@, H?

N Y e 251

kde D =10 m je horizontélna vzdialenost Jara od lampy a & = 2 m je hibka jeho o¢i pod lampou.

Ked Jaro umiestni do hibky 4 pod lampu zdroj svetla, musi v mieste lampy vyrobit osvetlenie e, = 10 Ix. KedZze
tento zdroj svetla Ziari rovnomerne do celého priestoru, jeho svetelny tok musi byt ¢, = 47h%e;. V mieste
Jarovych o¢i teda vyrobi osvetlenie

Po h?

e=———=—e. 2.5.2
4nD?  D2° (2:5.2)

Pomer osvetlenia v dosledku pridania nového zdroja svetla k pévodnému osvetleniu v désledku pouli¢nej
lampy je preto
e h*(D?+h?) e

S S R R 7Y 7 253
E H2D? E, ° (253)

2.6 DIhy, Siroky a Kratkozraky vzordk Marek, opravoval Simon

Ulohu riesme tak, Zze ndjdeme kineticku a potencidlnu energiu sustavy a uvidime, ¢ ndm to pomoze. V
najhor$om pripade by sme pouzili Lagrangeove rovnice, takze k rieSeniu sa urcite dostaneme. Skor, nez
za¢neme pocitat, si musime uvedomit, Ze ak sa dlhy (teleso s indexom 1) pohybuje rychlostou vy, teleso 2 sa
bude pohybovat rychlostou v, = —2v;. Potom lahko nahliadneme, Ze kinetick4 energia sustavy T bude mat
tvar

1 1 1 2( 2\*| 15
T = —mvi + —myv; = —mv} 1+—(——) == —mv;.
2 2 2 3\ 3 23

——

M

Dalej treba néjst potencidlnu energiu. T budeme hladat postupne pre jednotlivé telesd. Definujme nulovt
potencidlnu energiu sustavy v stave, ked je hojdacka vodorovna. Vtedy bude teleso 1 ponorené do hibky
a teleso 2 do k). Hibku budeme meraf od hladiny smerom nadol. Vztlakova sila bude zaujimavejsia, nez
gravita¢nd, lebo zavisi od hibky, konkrétne F = V pg, kde V' je objem ponorenej ¢asti telesa. Ak plo$ny obsah
vodorovného rezu telesami je konstantny (pre jednoduchost si mozete predstavovat valce), mozeme vyjadrit
V = hS, kde h je vyska ponorenej Casti telesa a S je plocha jeho podstavy.
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D 3 |23
1 2
9
m 3
_————e~~A _m\/\/\
l ho ho'| 2 P
L
4
§S

Obrazok 2.6.1: Schéma hojdacky (vo vseobecnosti nemusi byt vodorovna)

AKk4 je praca, ktort vykona vztlakova sila pri ponoreni z 0 do hibky x?

W= /thhSpg.
0

Z grafu tejto funkcie je jasné, Ze integral ako plocha pod krivkou je rovny

1
W = Eszpg.

Vidime teda, Ze potencialna energia telesa 1 bude

h
Uy =-mg(h—hy) + f dhhSpg = -mg(h — hy) + %thpg.
0

Pred prvym vyrazom je minus, lebo & meriame smerom dolu, teda ¢im sme nizsie, tym mensia je potencidlna
energia. Hornd hranica integralu je /1, lebo to je hlbka, do ktorej sme sa ponorili, no ¢im nizsie sme, tym vacsia
je nasa potencidlna energia (museli sme vykonat pracu, aby sme sa ponorili).

ey

2, 3 2,1 142 L\ 4
U2 = ng[(h - ho)g - hO] + /(; dhhSZPg = Emg[(h - ho)g - hO] + E(gl’l - I’lo) gSpg
Preco teraz pri prvom ¢lene nie je minus? Lebo ak teleso 1 ponorime o kusok hlbsie, teleso 2 bude vyssie
kvoli pripojeniu na hojdacku.

Teraz spocitajme celkovu potencidlnu energiu.

U=Up+ Uy = —mg(h—hy) + ~h2Spg + >m [(h—h )%—h’]+l(%h—h’)2és
= U 2= g ongzg 0)3 of*3513 03Pg’

1 3 174 4 4
U =-mgh + mgh + Ethngr mgh — mgh, - Emghg + §[§h2 - ghho + hgz]gsl)g
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Teraz sa zamyslime nad h,. Keby k| = 0, rovnica by sa vyrazne zjednodusila. Tak si povedzme, Ze sme h
zvolili prave takto. A to sa moze? Odpoved je ano, lebo doteraz sme merali hibku ponoru druhého telesa
od hladiny, ale teraz ju budeme merat od polohy, v ktorej sa nachadzalo, ked bola hojdacka vodorovna.
Jednoducho sme len posunuli na§ meter, tym sa fyzika nijako nezmeni.

1 14,4 1 16 1 43
U=1n2spg+ 22n225pg = Lhis (1+—)=—h23 iy
2" P8 59 3PP TP 57 ) T 3 PPy
————
K
Teraz spravme kratku odbocku k linearnemu harmonickému oscildtoru. Ako vyzera jeho energia?
1 1
E = ZKx*+ =Mv*,
2 2

Oscilatoru zaroven pozname aj periodu:

M
T=2m\/—.
K

O platnosti tohto tvrdenia sa presvedcte bud najdenim prislusnej kapitoly v ucebnici alebo vyriesenim

Lagrangeovych rovnic.

Teraz jasame od $tastia, Ze nasa energia vyzera rovnako (oznacenie premennych bolo zvolené zamerne).
Verime, ze ked dostaneme dve rovnice, ktoré vyzeraju rovnako, aj ich rieSenia budu rovnaké. Preto periéda

malych kmitov bude:
M 2m 45 [m
T=2m\| — =2m\| =5 =2m\| \/ <—-
K Spg> 43\ Spg
2.7 Funguje kracanie sféry? vzorak MatusH, opravoval MatusH

Ako prvy si samozrejme pozrieme videovzorak nalinkovany v zadani. Po prvych cca. 9 min si uvedomime,
ze vzorak nam pomohol s velkou castou nasej ulohy. V tomto vzordku sa teda budeme velmi odkazovat na
vysledky z videa. Upozorniujeme ale, Ze vase riesenie by relevantné kroky z videa malo obsahovat.

Cely nas problém si mdzeme rozdelit na dve ¢asti: a — gula stale len na jednom pase, b - gula periodicky chodji
z jedného pasu na druhy. Pripad a je vlastne uplne vyrieSeny vo videu. Jediny rozdiel je, Ze video pracuje
s valcom a my s gulou. To spdsobi, Ze oproti videu mame J = 2/5mR? a nie 1/2mR?. Z toho dostdvame
vysledok

5/8
t)=fgt t)=——t.
W=fgt a (=2
Ide teda o rovnomerne zrychleny pohyb v ¢asovom intervale (0, ;), kde
; 2u
1= - -
718

Po tomto ¢ase uz gula nepresmykuje a dalej ide rychlostou v(#) a uhlovou rychlostou w(t), az pokym
neprejde dokopy vzdialenost | ¢o oznac¢ime ¢asom t,. Po kombinacii rovnomerne zrychleného pohybu a
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rovnomerného pohybu dostavame

1
Z:Efgtlz+fgt1(t2—tl) = fy=———— = — ——.

(Teraz uz jasne chdapeme pozndmku o dostatocne velkom 1. Ocividne, | je dostatocne velké na to, aby t, bolo
kladné.) Tym sme vyriesili pohyb v casti a.

Pre Cast b nds vlastne zaujima, ¢o sa bude diat s gulou, ktord ide zadanou rychlostou vy = v(#), ked ju
polozime na pas, ktory ide rychlostou u do opac¢nej strany. Gula bude presmykovat, teda aj menit svoju
rychlost. Jediny rozdiel v rovniciach oproti pripadu a bude v tom, Ze budeme mat pociato¢nu rychlost v, a
uhlovu rychlost wy = w(t;). Tieto rychlosti budu mat opaény smer ako zrychlenie

V(') =vo— fgt’ a w’(t’):wo—Szf—Ift’.

Vséimnime si, ze v tomto pripade ¢as t meriame od vstupu na opac¢ne iduci pas, teda od ¢asu t,. Tento fakt sme
naznacili ¢iarkami na funkciach a ¢ase. Opit nas bude zaujimat, kedy gula prestane pre§mykovat, t. j. kedy
bude splnend podmienka —u = v/(#') + Rw’(t'). Po dosadeni a vyjadreni dostavame, Ze tito podmienka bude
splnend pre ] = 4u/(7fg) = 2t;. Pocas tohto ¢asu bude gula rovnomerne zrychlovat do opac¢nej strany. To
plati pre transla¢ny aj rota¢ny pohyb. Ak vyjadrime polohu x’® po ¢ase t/, zistime, Ze gula bude na rovnakom
mieste z ktorého Startovala, bude mat rovnaku transla¢nu aj uhlova rychlost, len do opa¢nej strany

1
x'(t) = vot'y — Efgt'f =2vot - 2f gt = 2f gt - 2f gt = 0,

vI(t) =vo— fgti = fgt - fg(2t1) = —v,,

58, _5/8,
! =
2R 2R

— ng(Ztl) =

W' () = wo - 2!

1 —Wy.

Po case t] gula prejde zase na prvy pas. Situdcia je tplne identicka (len priestorovo invertovana) tej na druhom
pase, preto sa bude diat to isté. Gula bude oscilovat okolo bodu dotyku pasov s periédou 2¢, s maximéalnou
vychylkou 2u?/(49 fg). Oscilacie ale nie su harmonické, ako tomu ¢astokrat byva, lebo sila nie je propor¢na
velkosti vychylky. Cely priebeh mdzeme vidiet na grafe 2.7.1. VInky znaciace oscilujici pohyb nie su sinusy
alebo kosinusy, ale na seba nadvazujuice ¢asti parabol.

Polohu x’ a x meriame od bodu, kde sa pasy dotykaju, a na zaciatku bola gula na mieste x(0) = —1.
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Obrazok 2.7.1: Casovy priebeh v(t), w(t) a x(t) pre zadané hodnoty
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