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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Trpaslici tlac¢i¢ a tahac vzordk Kai, opravovali Kai a Majka

Pozrime sa najprv na tahanie lana cez kladku. Treti Newtonov pohybovy zakon (znamy aj ako zakon akcie a
reakcie) podla Wikipédie znie:

Dva hmotné body na seba pésobia rovnako velkymi silami opacného smeru, ktoré suicasne vznikaju a suicasne
zanikaju.

A este je doplneny:

Jedna zo sil sa nazyva sila akcie a druhd sa nazyva sila reakcie. Pritom ucinky sil akcie a reakcie sa navzdjom
nerusia, pretoze kazda z tychto sil pésobi na iné teleso.

Ak je pre teba tento zakon tazko uchopitelny, pozri niz$ie na kapitolku Treti Newtonov zakon.

Z toho vyplyva, Ze v momente ako Adam zac¢ne svojou rukou tahat lano od jednoduchej kladky, bude lano
rovnako velkou silou tahat aj Adama.

Yo

AN

Obrazok 1.1.1: Adam tahajuci za kladku

To znamena, Ze ak by za lano Adam potiahol silou va¢sou ako je jeho vlastnd tiaz, lano by ho vystrelilo hore.
Preto teda Adam za lano nevie tahat tak silno’.

No a ako je to s tym vzpieracom? Existuje nieco, ¢o ho limituje? Ked vzpiera¢ zdviha ¢inku, okrem jeho
vlastnej tiaze nanho posobi edte aj tiaz ¢inky. Obe pdsobia smerom dole, takze tlakova sila podlozky, ktora

sy

Lano.
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ich bude kompenzovat, im bude skratka rovna a bude posobit smerom hore (pozor, tlakova sila podlozky ale
nie je reakcna k tiazovej, pozri kapitolku nizsie). Avsak to, na o si vzpiera¢ musi dat pozor je moment sily.
Mozno ste si v8§imli, Ze vzpieraci zvyknu byt holeniou velmi blizko pri ¢inke a zadok majui od nej zas velmi
daleko. Je to preto, aby boli §picky ich noh ¢o najbliZsie k taZisku ¢inky a ¢o najdalej od taziska ich tela. Tak
je vdcsia $anca, Ze sa v dosledku momentu sily ,,neotocia“ a nepadnu na nos.

Obrazok 1.1.2: Vzpierac

Treti Newtonov zakon

Tu sa pokudsime vysvetlit treti Newtonov zakon trosku detailnejsie. Zoberme si kvader na stole. V tomto
pripade mame urcite pritomné aspon dve dvojice akcii a reakcii - nazveme ich gravitacna dvojica sil a tlakova
dvojica sil.

Kvader (prvy hmotny bod) je pritahovany do stredu Zeme gravita¢nou silou. Zem (druhy hmotny bod) je
pritahovana ku kvadru gravita¢nou silou.

Schematicky mozeme tuto dvojicu gravitacnych sil zakreslit do obrazku takto:

Obrazok 1.1.3: Akcia a reakcia medzi kvddrom a Zemou

Pre tlakové sily plati, Ze kvader (v dosledku toho, Ze je pritahovany gravita¢nou silou k Zemi) pdsobi tlakovou
silou na stdl. Stol zas, na oplatku, pdsobi tlakovou silou na kvader:
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Obrazok 1.1.4: Akcia a reakcia medzi kvddrom a stolom

Alternativne vysvetlenie: Ak ddvame niekomu facku, potom rovnako, ako toho niekoho boli lice, boli aj nas
nasa ruka. Lebo v momente narazu nepdsobi len sila ruky na lice ale aj lice spét na ruku.] pre viac prikladov.

Lano

Inak, ¢o je vlastne to lano? Ako posobia sily v lane? Lano, to je vlastne vela malych trpaslikov, ktori sa drzia

za ruky.

) R
/M\ lM\ IM\ ’M‘ IM\

Obrazok 1.1.5: Trpaslici v lane, ktori netahajii

Takze, ak trosku potiahneme toho krajného, on potiahne toho vedla seba, ten toho vedla, a tak dalej. To
vlastne znamena, Ze tahova sila v celom lane je v§ade rovnakd. A dokonca, podla treticho Newtonovho
zakona pdsobi v kazdom bode do oboch smerov.

Y W Ny
s

[ 4 o = - "9

‘ m .../ySok lana..
W

Obrazok 1.1.6: Trpaslici v lane, ktori tahajii
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1.2 Na kolesach vzordk Jozura, opravovali Piskét a Ninka

Nasou ulohou je zmerat, kolko energie sa disipuje, teda premeni na int formu, napriklad teplo, pri spusteni
sa z kopca na bicykli. Zamyslime sa najprv, aké energie ma bicykel na vrchu kopca a na jeho spodku. Na
vrchu ma urdite potencialnu energiu. Ta sa meni na kinetickd tym, Ze naberdme rychlost. Okrem toho mame
rotacnu energiu kolies, tu si v§ak dovolime zanedbat, kedZe kineticka bicykla, na ktorom sedi ¢lovek je ovela
vdcsia v porovnani s nou.

Aby sme zistili kolko energie sa disipuje, od¢itame energiu na konci od energie na zaciatku, a rozdiel je
prave energia, ktora sa premenila na iné formy. Teda od¢itame od seba potencidlnu energiu na vrchu kopca
(potencidlnu vzhladom na spodok kopca) a kineticka na konci kopca

1 1
E, - Ex =mgh - Emv2 =m(gh- Evz).

Aby sme toto vedeli vypocitat, potrebujeme vediet hmotnost m (bicykel + ¢lovek) — ti musime zmerat, g -
to je konstanta, prevySenie h, to zmerame a rychlost na konci kopca, ktort tiez musime zmerat.

Mame teda tri veli¢iny, ktoré mame zmerat, tak podme na to. Za¢nime s prevy$enim. Prevysenie by sa dalo
zmerat sklonom kopca a jeho dlzkou, ale pouzijeme radsej int metédu. VyuZijeme barometer. Nebudeme
ho v§ak menit s miestnymi za informaciu o prevyseni, kedZe svoj barometer mame radi, ale rad$ej zmeriame
prevysenie pomocou barometrickej rovnice

_PogAR

p=poe 7,

kde p, je zaciatocny tlak, p, je hustota vzduchu, Ah je rozdiel vysok a p je tlak. Z toho vyjadrime vysku

Ah = ﬂln(@).
Pog p

Po

Hustotu vieme vdaka rovnici idedlneho plynu nahradit py = 7,

je teplota (teplotny rozdiel zanedbavame), ¢im dostaneme

AR = R—Tln(@).
g \p

kde R je univerzalna plynova konstanta a T'

Pri malych vyskovych rozdieloch, ako tu, je % konstanta (uvazujeme, Ze teplota sa nam pri malom prevyseni
nemeni), meni sa nam iba tlak. Na§ barometer si zapamata pociatocny tlak a kazdu sekundu nam vypise
aktualnu vysku po dosadeni aktudlneho tlaku do rovnice. Ako barometer pouzijeme BMP280 senzor
napojeny na esp32. Zariadenie sme zapli na spodku kopca, ¢im sme nastavili zaciato¢ny tlak py, potom
sme vysli do vysky, odkial sa sptistame, a nechali sme zariadenie merat 45 hodnét. Priemerne nam vysiel

vyskovy rozdiel 16,34 m so smerodajnou odchylkou 0,09 m.

To by sme mali vyskovy rozdiel, podme na meranie rychlosti. Na to pouzijeme bicykel s tachometrom.
Vyjdeme na vrch kopca, vzdy na to isté miesto, v tomto pripade sa orientujeme pomocou stlpu na vrchu
kopca. Zdvihneme nohy a ideme dolu. Ked prejdeme okolo stipu na konci kopca, za obchodom remeselnik,
pozrieme sa na tachometer, zapamatame si hodnotu, zastavime a zapiSeme. Spustime sa takto 10 krat.
Odchylku merania pri vzdialenosti na zaciatku a na konci si dovolime zanedbat, kedZe rychlost na konci
kopca je uz vcelku ustdlend a nemeni sa velmi vyrazne. Tu st nae namerané hodnoty v km/h.
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Meranie 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Priemer Sm. odchylka

Rychlost 46,8 46 46,3 46,3 46 455 453 45 45 45,6 45,8 0,6
(km/h)

Prepocet do m/s d4 45,8 km/h + 0,6 km/h = 12,72 m/s + 0,17 m/s.

Ostava nam zmerat uz iba hmotnost. Td zmeriame klasickymi vahami, bicykel cez zavesnu digitdlnu vahu,
to ndm vyslo (26,46 = 0,01) kg. Vahu ¢loveka zmeriame klasickou vahou, bolo to (94,2 + 0,1) kg.

A mame vSetky merania za nami, mozeme ist ratat to, ¢o chceme - kolko energie sa disipovalo. To zistime
rozdielom potencidlnej energie na zaciatku a kinetickej na konci. TakZze tak, ako sme ukdzali na zaciatku,
chceme vypocitat

E,-Ei = m(gh - %vz).

Dosadme nase ¢isla m = (m, + my) = (94,2 kg + 26,46 kg), ¢ = 9,81 m/s?, h =16,34 m, v = 12,72 m/s. Vyjde
nam

=9579,95].

12,72 2
E, - Ex = (94,2 kg + 26,46 kg)(g,gl m/s? 16,34 m - ﬂ)

Takyto vysledok nam vsak nestaci, lebo nam nehovori o rie$eni véetko, ¢o by sme chceli vediet. Nevieme
totizto presnost rieSenia, kludne to méze byt nieco medzi 4 kJ az 14 kJ alebo 9 kJ az 10 k], nevieme. Preto
e$te musime spracovat nase odchylky pri merani. Na to pouzijeme postup Sirenia chyb, do¢itat o nom sa da
napriklad v tomto vzoraku.

Podme na tie chyby postupne. Celkova chyba pri sucte hmotnosti je sucet ich absolutnych chyb, teda
0,1 kg + 0,01 kg = 0,11 kg ~ 0,1 kg. Ked mame rychlost na druhu, relativna chyba (nie absolitna) sa
nasobi umocnovatelom, teda: R,,, = % -2 = 2,7 % (to je chyba z %vz). Teraz moOzZeme ist na celé
vnutro druhej zatvorky, tam s¢itavame (resp. odcitavame) dve veli¢iny, pricom kazdd ma urcita chybu,
teda akurat s¢itame ich absolutne odchylky. Suc¢in hg ma absolitnu odchylku ako g-nasobok absolutne;
odchylky prevysenia, ¢ize 9,81 m/s? - 0,09 m = 0,88 m?/s?, absolutna odchylka polovice rychlosti na druhu
je 0.027 - 5 - (12,72 m/s)? = 2,18 m?/s? ich sucet je 3,06 m%s2. Toto ndm uz iba stai vynasobit hmotnostou,
a méme to. Pri nasobeni chyb s¢itavame relativne odchylky. Teda == + 2% = 3,9 %. To je nasa celkova

relativna chyba. Ked chceme absoldtnu, je to 0.039 - 9579,95 ] = 377,1 J. Takze nam vysiel vysledok
(9580,0 = 377,1) J.

Odchylka nam vysla na Grovni 3,9 % ¢o je akceptovatelné pri takomto merani. Zistili sme, Ze pri jednom
spusteni sa strati az 9 k] energie, ktora sa uvolni vo forme tepla, kvoli pdsobeniu odporovych sil. Celkova
potencialna energia na vrchu kopca je E, = mgh = 116,4 kg - 9,81 m/s? - 16,34 m ~ 19 kJ, takZe sa strati
az polovica energie len kvoli nedokonalosti sveta. Patrilo by sa este spomenut, kde sa tato energia disipuje.
Disipuje sa vo forme tepla pri treni bicykla o zem, vnutorného trenia bicykla napriklad v loziskach, alebo
eko energia, ktoru prijme okolity vzduch.

Takéto riesenie by vsak dostalo 0 bodov, chyba nam v nom podstatna ¢ast — obrazky, takze este prikladame
obrazky bicykla s tachometrom a zariadenia, ktoré meralo vysku.
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Obrazok 1.2.1: Bicykel

Obrazok 1.2.2: Meracie zariadenie

1.3 Uloha na rozptylenie vzordk MatusH, opravoval MatusH

Hned pri prvom pohlade si uvedomime, Ze pre terciky 1), 2) a 3) vieme pomocou geometrie presne zratat,
kam sa gulocky odrazia. Ak teraz uvazime, ze pre zrazku gulocok plati rovnost uhla dopadu a odrazu,
dostaneme situaciu ako na obrazku 1.3.1. Z toho usudime, ze v pripade 1) guldcka zmeni smer o uhol
2-42° = 84°. V pripadoch 2) a 3) prvym odrazom zmeni uhol o 2« a druhym o 2(90° — «). Teda v oboch
pripadoch spolu o 180°. Preto prvé tri dvojicesu 1) - e, 2) - d, 3) - d.
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Obréazok 1.3.1: Geometria zrdzok s tercikmi 1), 2) a 3)

Zvy$né tri pripady nevieme presne spocitat len pomocou stredoskolskych znalosti fyziky, kedze gulocky sa
zrejme budu odrazat pod réznymi uhlami, v zavislosti od toho, kde do elipsy narazia’. Pri vSetkych troch
moznostiach je zmysluplné ocakavat, ze nejaké guldcky sa o tercik len tesne osuchnt, a teda ich smer sa
prili§ nezmeni. Tie skoncia v priehradke s nizkym ¢islom. Rovnako ale ocakavame, Ze gulocka iduca takmer
presne na stred tercika sa odrazi naspat. Takéto gulocky naopak skoncia v priehradkach s vysokym ¢islom
16, 17, 18. Pripady d a e mdzeme teda spokojne vylucit. Tym ostavaju moznosti

YY s

i) a - viac sa odrazi pod va¢sim uhlom,
ii) b - najviac sa odrazi do priehradky 5 a 6,
iii) ¢ - viac sa odrazi pod va¢sim uhlom ale strméie,

iv) f - odraza sa to symetricky a najviac pod uhlom priblizne 90°.

Ked sa zamyslime nad rozdielom medzi ter¢ikmi 4), 5) a 6) dojdeme k zaveru, Ze su vlastne uplne rovnaké,
az na ich splostenie. Pre velmi splosteny tercik 5) je teda mensia Sanca, Ze gulocka radikalne zmeni svoj
smer, nez v pripade zvysnych dvoch ter¢ikov. Naopak, najvacsiu $ancu odrazit gulocku naspdt ma tercik 6),
lebo ma najvacsiu plochu pripominajicu rovnu stenu. Pre tercik 4) mozeme povedat akurat tolko, Ze jeho
vysledok bude na polceste medzi vysledkami pre 5) a 6). Tieto myslienky st zhrnuté v obrazku nizsie.

Obrazok 1.3.2: Kvalitativne porovnanie rozptylu na tercikoch 4), 5) a 6)

2KruZnica je len $pecialny pripad elipsy.
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Na zéklade tychto tivah vieme urcit dvojice 4) - a, 5) - ba 6) - c. Vysledok f teda nepatri ani jednému terciku.
To sme mohli tusit skor, nakolko vysledok f ma symetriu, no Ziadny teré¢ik dand symetriu nema.

1.4 Divna pruzina vzorak Simon, opravoval Simon

Periéda hmotného bodu na beznej pruzinke s nulovou pokojovou dlzkou je

/m
Tl=27'[ ?

Zo zadania vieme, Ze pruzinka v tejto ulohe sa sprava rovnako, ako bezna pruzinka, prave vtedy, ked velkost
jej vychylky je vicsia alebo rovna d. Pre velkost vychylky mensiu ako d pruzina nepdsobi Ziadnou silou.

To znamena, Ze po vychyleni na x = D vieme pohyb pocas jednej periody rozdelit na tri ¢asti. Konkrétne na
tri nasledujuce intervaly:

1. x € (d, D) - zavazie zrychluje v dosledku sily F = —k(x — d).
2. x € (—d,d) - na hmotny pod nepdsobi Ziadna sila, takZe sa cely ¢as pohybuje rovnakou rychlostou.

3. x € (-D,—d) - zévazie zrychluje® v dosledku sily F = —k(x + d).

KedZe na prvom a tretom intervale sa pruzinka sprava rovnako, ako bezna pruzinka s nulovou pokojovou
dlzkou, periéda kmitania na tychto dvoch intervaloch bude rovnakd, ako Tj, ktoré uz bolo spomenuté vyssie.

Na druhom intervale sa ale zavazie pohybuje rovnomernou rychlostou, ¢o znamend, ze k T} musime este
pripocitat c¢as, ktory bude zavaziu trvat dostat sa z x = d do x = —d a naspét (peridda je pohyb tam aj spit).
Skusme teda vypocitat rychlost, ktorou zavazie na tomto useku pdjde. To spravime jednoducho pomocou
zékona zachovania energie. V x = D ma zavazie nulovu rychlost, takze aj nulovu kineticka energiu. Preto
celkova energia pre x = D bude len potencidlna energia pruzinky

ED = %k(D - d)Z

Naopak, vbode x = d md zdvazie maximalnu rychlost, teda maximalnu kinetickd energiu, ale pruzina nulova
potencialnu energiu. Celkova energia v bode x = d teda bude
1
E; = —mv.
2

Zo zakona zachovania energie dostaneme

1 1
EDZEd = zk(D—d)ZZ Emvz,

v= (D—d)\/%.

?Spomalovanie je len zrychlovanie so zapornym zrychlenim.

odkial vieme vyjadrit v, ako
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Teraz zostava uz len vypocitat Cas ¢, za ktory sa zavazie dostane z x = d do x = —d, ¢o spravime jednoducho
ako
2d m

t= /.
D-d\V k
Zavazie v8ak za jednu peridédu prejde tuto vzdialenost 2d dvakrat, takze celkova peridda bude

[m 4d
T—T1+2t— ?(2ﬂ+m)

1.5 Valivé moznosti vzordk Simon, opravovala Sona

Zacnime tym, Ze si zakreslime vsetky sily posobiace na valec do obrdzka. Tiazovu silu F, rozloZime na F, =
Fysina a F, = Fycosa.

Obrazok 1.5.1: Sily pésobiace na valec

Ako prvy pripad uvazujme situaciu, ked je trenie nulové, t. j. F; = 0 N. Potom pohybova rovnica v smere
pohybu (dole po naklonenej rovine) je

ma = mgsina.

V takejto situdcii na valec nep6sobi ziadna sila, ktora by sposobovala jeho rotaciu (mala nenulovy moment),
a teda sa valec len $myka smerom dole so zrychlenim a = gsin a.

Uvazujme dalej treciu silu F;, ktora posobi proti pohybu. Velkost tejto sily je
F,=fN,
kde N je normalova sila od naklonenej roviny a jej velkost je N = F, = mg cos «, takze
F; = fmgcosa.
Pohybova rovnica v smere naklonenej roviny preto bude
ma =F, - F, = mgsina — fmgcos«a = a=gsina— fgcosa.

V tomto pripade ale na valec uz pdsobi trecia sila vo vzdialenosti R od jeho osi otd¢ania, ¢oho dosledok je
moment sily 7 = F,Rsin § = fmg cos &, kde 3 je uhol medzi polomerom a silou F,. KedZe st na seba kolmé
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(B =90°), tak 7 = F,R. Momentova pohybova rovnica teda bude
Ie=1=fmgRcosa,

kde I = mR? je moment zotrvacnosti dutého valca a ¢ je uhlové zrychlenie. Po dosadeni a vyjadreni ¢
dostaneme
fgcosa

z

Zatial sme vyrie$ili len situdciu bez trenia - vtedy sa valec len $myka smerom dole a nekotila sa. Akondhle
v$ak uvazujeme aj trenie, valec okrem $mykania uz aj rotuje. Nas zaujima, kedy sa prestane $mykat tplne,
teda kedy sa jeho transla¢ny a rota¢ny pohyb zladia tak, ze bod valca, ktory sa dotyka podlozky, ma nulova
rychlost (resp. nebude presmykovat). Tato situdcia nastane vtedy, ked sa velkost translacnej rychlosti rovna
velkosti obvodovej rychlosti, teda ked v = wR. Skusme teda vypocitat, pre aky koeficient trenia f bude tato
podmienka splnena.

KedZe aj zrychlenie a aj uhlové zrychlenie ¢ su konstanty, rychlost a uhlovi rychlost dostaneme jednoducho
tak, Ze zrychlenia vynasobime ¢asom. Tieto rychlosti potom st

v=at=gtsina - fgtcosa,

Z podmienky pre ¢isto rotaény pohyb v = wR dostaneme
gtsina — fgtcosa = fgtcosa.
A po uprave

1
fi= 2 tan a ~ 0,289.

Pokial je f = 0, valec sa po polozeni na naklonend rovinu za¢ne $§mykat dole. Ak 0 < f < f;, valec sa za¢ne
$mykat, ale zaroven aj roztacat, ale nikdy nedosiahne také hodnoty v a w, aby sa len kotulal. Ak je f > f;,
valec sa nebude vobec $mykat, bude sa uz len kotulat.

1.6 Dark times comin’ vzorék Jaro, opravovala Lucka

Uvazujme, Ze Mesiac obieha okolo Zeme po kruhovej orbite vo vzdialenosti d ~ 3,84 - 10° km, ktora je
voci ekliptike sklonena pod uhlom « ~ 5°. K zatmeniu Slnka a Mesiaca mdze dochadzat len v pripadoch,
ked vsetky tri telesa lezia na jednej priamke, alebo nanajvys vychylené od nej o nejaky maly uhol. Uvaziac
naklonenost orbity Mesiaca, je zrejmé, Ze k zatmeniam mozno dochddzat len v miestach, kde orbita Mesiaca
pretina ekliptiku, resp. v blizkosti tychto miest. Tieto body st dva a nazyvaju sa uzly. Ich spojnicou je uzlova
priamka.
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Obrazok 1.6.1: Orbita Mesiaca voci ekliptike

K zatmeniu Mesiaca dochadza, ked cely Mesiac vojde do tienia Zeme. K zatmeniu Slnka na nejakom mieste
Zeme dochéddza vtedy, ked Mesiac prejde popred Slnko a vrhne svoj tiefi na toto miesto na Zemi. Ulohu
teda mozno transformovat na to, o aky najvic¢si uhol od uzlovej priamky sa moze Mesiac vzdialit, aby sa este
mohol cely dostat do tiena Zeme, resp. aby mohol vrhnut svoj tieni niekam na povrch Zeme.

Ozna¢me si uhol merany od uzlovej priamky v rovine orbity Mesiaca ¢. Ocakavame, Ze k zatmeniam bude
dochadzat len v blizkosti uzlovej priamky, preto tento uhol bude maly. Rovnako maly je aj sklon orbity
Mesiaca voci ekliptike, preto nam ni¢ nebude branit pouzivat priblizenia sin y ~ tan y ~ ya cos y ~ 1. Ak je
Mesiac vzdialeny od uzlovej priamky o uhol ¢, od uzla je potom vzdialeny d ¢ a lezi vo vyske priblizne d ¢«
nad rovinou ekliptiky. Uhol medzi ekliptikou a sprievodicom Mesiaca je vtedy priblizne 9 ~ ‘{% = ¢a.

Obrazok 1.6.2: Zatmenie Mesiaca pri najviacsom moznom odklone ¢

Nech ¢ je maximalny uhol, pri ktorom moze dojst k zatmeniu Mesiaca, a nech tomuto uhlu zodpoveda uhol
0. V tejto situdcii maju Slnko, Zem a Mesiac spolo¢nu doty¢nicu, ktord je voci ekliptike sklonena pod uhlom
B. Ozna¢me polomery Mesiaca, Zeme a Slnka postupne p, r a R a vzdialenost Zeme od Slnka D. Potom z
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geometrie situdcie zobrazenej na obrazku mozno pisat

sin(f+0) = r;p;
. B R-r
sinf = D
V priblizeni malych uhlov
ﬁ+emr;&
R-r
ﬁ ~ D 4
odkial
r-p R-r
0~ -
d D

Obrazok 1.6.3: Najmensi odklon @, pri ktorom uz nemoze dojst k zatmeniu Slnka

Teraz nech @ je maximalny uhol, pri ktorom méze dojst k zatmeniu Slnka, a nech tomuto uhlu zodpoveda
uhol ®. Aj v tejto situacii maju Slnko, Zem a Mesiac spolo¢nu doty¢nicu, no rozdiel je v usporiadani telies
(Mesiac je uprostred) a v tom, ze Zem lezi na opac¢nej strane tejto doty¢nice nez zvysné dve telesa. Nech

sklon doty¢nice voci ekliptike je y a nech pretina sprievodi¢ Mesiaca pod uhlom §. Potom z geometrie
situdcie zobrazenej na obrazku mozno pisat

R r ) R+r
—+ ——=D; siny = ;
siny siny D
=
r p . r+p
— + 2 -4, sind = .
sind sind d
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Potom pre hladany uhol ® plati

. R+r r+p R+r
— arcsin ~ -
D d D

®=(ﬂ—y)—(n—é‘)=6—y=arcsinr+P

K zatmeniu Mesiaca moze dojst len vtedy, ked je Mesiac vychyleny nanajvys o uhol ¢ od niektorého z
uzlovych bodov, teda len v casti ;—ﬁ jeho orbity. Analogicky k zatmeniu Slnka moze dojst iba v Casti 1>
orbity Mesiaca. Kedze Mesiac sa po orbite pohybuje konstantnou uhlovou rychlostou a Slnko moze s
rovnakou pravdepodobnostou svietit z lubovolného smeru v rovine ekliptiky, pomer pocetnosti zatmeni
Slnka a Mesiaca bude rovny pomeru velkosti ¢asti orbity Mesiaca, na ktorych moéze dojst k tymto zatmeniam,
teda

ngmﬁm HTp_% - D(T+p)—d(R+r)
¢ af LK1 D(r-p)-d(R-r)
Pre D » 1,5-108 km, d ~ 3,84 -10° km, R » 7-10° km, r » 6,4 -10° km a p ~ 1,74 - 10°> km dostavame, Ze
k zatmeniu Slnka (Gplnému alebo prstencovému) dochddza na Zemi v priemere p ~ 2,2-krét ¢astejsie nez k
uplnému zatmeniu Mesiaca.

1.7 Adaptacia predatora vzorak Marek, opravoval Marek
Co pozoruje predator?

Gazela si pokojne stoji pri napdjadle a nerusene popija vodu. Okrem toho vykonava mnoho inych ¢innosti,
napr. odraza svetlo zo Slnka alebo aj sama vyzaruje tepelné Ziarenie. Budeme predpokladat, Ze sa isla napit
v noci (aby sme nemuseli uvazovat o vplyve slnecného svetla). Ni¢ netusiaca gazela je z dialky pozorovana
predatorom. Ako je mozné, ze ju vidi? Ako je zrejmé zo zadania, gazela emituje tepelné, teda infracervené
ziarenie. Predator md oko prispdsobené na jeho detekciu a ked ho zachyti, znamena to, Ze vidi potencidlnu
korist. Ak chcete vediet, aké je zasttpenie jednotlivych vinovych dlzok v Ziareni gazely, velmi dobry je model
ziarenia Cierneho telesa, o ktorom toho na internete najdete velmi vela.

Ako popisat svetlo?

Svetlo v tejto ulohe budeme povazovat za vlny $iriace sa volnym priestorom rychlostou ¢ » 300000 km/s.
Budeme predpokladat, Ze touto rychlostou sa $iri aj vo vzduchu (jeho absoltitny index lomu je dostato¢ne
blizky 1). Rozne farby popiseme réznymi frekvenciami f, resp. vinovymi dlzkami A. Svetelnd vinu si teda
predstavime tak, Ze ak spojime priamkou zdroj (gazelu) a predatora, bude sa pozdlZ nej §irit svetlo ako
sinusoida dana predpisom sin(2ﬂ(§ - J—t,)), kde x je vzdialenost od gazely a ¢ cas, ako dlho sa vlna uz $iri.
Ako celo vlny ozna¢me mnozinu bodov, kde tato funkcia nadobiida maximum. Rychlost svetla je rovnaka
vo vsetkych smeroch, ¢iZe sa od gazely $iria sférické vlnoplochy. Mimochodom, ¢o to znamena, Ze svetlo sa
pozdlz priamky spojenej so zdrojom $iri ako sinusoida? V skuto¢nosti je mozné v kazdom bode priestoru
(a preto aj na priamke) zadefinovat vektor intenzity elektrického pola. A prave tento vektor sa meni tak, ako
keby opisoval sinus. Spolu s nim Zije aj vektor magnetickej indukcie, ktory je nan kolmy a sprava sa podobne.

Vieme, Ze plati
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teda Ze vlnova dlzka je rovna vzdialenosti, ktort svetlo s rychlostou c prejde za ¢as T = %, pri¢om tento cas

volame peridda. Riesenie uvadzame pomocou vlnovych dlzok a verime, Ze prepocet na frekvencie zvladnete,
ak sa Vam s nimi po¢ita lepsie.

Klasicky Dopplerov jav

Vysvetlenie Dopplerovho javu ndjdete napr. na tomto odkaze (ide sice o $irenie zvuku, no rovnice vyzeraju
tiplne rovnako). Tento jav pozorujeme tak, ze frekvencia, resp. vinova dlzka, ktoré sa medzi sebou daju
lahko prepocitat, je ind pre pohybujiceho sa a stojaceho (vzhladom na zdroj) pozorovatela. V uvedenom
rieSeni sa od stojaceho pozorovatela pohybuje zdroj, teraz to bude naopak. D4 sa ukazat (dokaz je trivialny
a nechavame ho ako cvi¢enie ¢itatelovi), Ze v takom pripade bude pre vinové dizky platit

c—-v

)LPZAG 5
C

kde (a viade dalej) dolny index P oznauje veli¢inu pozorovanu predatorom (teraz vinovu dlzku, ktort vidi)
a G gazelou.

Infratervené Ziarenie mé vinovu dizku od 700 nm do 1 mm (v niektorych uéebniciach nédjdete iné rozsahy,
¢o moze byt sposobené tym, Ze autori ich neskor pouziji na nieco, kde im taky rozsah vyhovuje). Zelené
svetlo ma vlnové dlzky 495 nm a7 570 nm. Pretoze vinové dizky infracerveného Ziarenia st vicsie, mozeme
povedat, Ze 570 nm je uz zelena a 700 nm je e$te infracervend. Rozmyslite si, Ze keby sme ich posunuli dalej
od seba, bude potrebna vicsia rychlost predatora, aby sa vinové dlzka dostato¢ne zmenila.

Zo vztahu pre Dopplerov jav vyjadrime rychlost ako

Ap
= 1——
1% ( /\G)C

a po dosadeni zistime, Ze v ~ 55700 km/s. Suc $tastni z pekného vysledku, dvakrit ho pod¢iarkneme a so
spokojnostou ho vyhlasime za rychlost predatora. Mozno nam napadne, Ze tato rychlost je velmi velka, no
pri mensich nepozorujeme, Ze by predmety menili farbu, ked sa pohybujeme, tak dava zmysel, Ze vysledok
je velmi velky:.

Zamyslime sa eSte raz. Aka rychlost ndm vy$la? v ~ 0,186¢, teda viac ako 18 % rychlosti svetla! A to
sa moze pocitat pri takychto rychlostiach bez $pecidlnej tedrie relativity? Odpoved ziskame, az ked to
poriadne spocitame aj s fou, hoci uZ teraz sa javi byt zvlastne, Ze ndm vychddza relativistickd rychlost z
nerelativistického vypoctu.
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Dilatacia casu

vT'

~

Obrazok 1.7.1: Svetelné hodiny

V $pecidlnej tedrii relativity plati dolezity predpoklad: rychlost svetla je rovnaka pre kazdého pozorovatela.
Inymi slovami, ktokolvek sa na svetlo pozera, musi uznat, Ze sa pohybuje rychlostou c.

Predstavme si, Ze na chodnik polozime vedla seba niekolko réznych typov hodin, napr. slne¢né, digitalne,
rucickové... Ak ich povazujeme za presné a dobre nastavené, zhodneme sa, ze vSetky ukazuju rovnaky
¢as, Cize akykolvek typ hodin pouzijeme, mali by ¢as merat rovnako dobre (ako hodiny mézeme pouzit
lubovolny pravidelny jav). Takze fungovat budu aj tzv. svetelné hodiny. Vyzerajui ako dve rovnobezné zrkadla
(predstavte si, Ze jedno lezi na zemi) umiestnené vo vzajomnej vzdialenosti L, medzi ktorymi sa kolmo odraza
svetlo. Pri kazdom ,,dotyku svetla® so zrkadlom hodiny pipnu a pomocou tychto pipnuti mézeme merat ¢as,
lebo st pravidelné.

Teraz si predstavme velmi rychleho trpaslika, ktory sa vezie konstantnou rychlostou v elektrickou popri
chodniku s hodinami. Co vidi? Vidi, ako sa svetlo odréza hore a dolu. LenZe on sa hybe, takze sa mu zd4, Ze
svetlo nejde kolmo na zem, ale Ze je jeho drdha medzi pipnutiami sklonend (napr. keby na okno elektricky
nakreslil stvor¢ekovu mriezku a zakresloval do nej polohu svetla, nech uz to znamena ¢okolvek, pohybovalo
by sa nie len hore a dolu, ale aj opa¢nym smerom ako elektricka).

Povedzme, ze medzi dvomi pipnutiami hodin meranymi z chodnika uplynie ¢as T, t.j. L = ¢T. Trpaslik z
elektricky nameria T’. Rovnaju sa tieto ¢asy? Nezabudajme, Ze rychlost svetla sa nezmeni tym, Ze nastdpime
do dopravného prostriedku.

Z Pytagorovej vety dostaneme

cT' = \/(VT')2 +1%2= \/(VT’)2 +(cT)*.

Po par tpravach mame

z ¢oho vidime, Ze

otazky@fks.sk 15 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

® é)é)é) Riesenia 1. kola zimnej casti — termin 13. 10. 2025

Cislo v menovateli je mensie ako 1, teda faktor y > 1, preto T’ > T.

Co sme to dostali? Trpaslik pohybujuci sa vzhladom na hodiny tvrdi, Ze ¢asovy interval odmerany v pokoji
je z jeho pohladu dlhsi, takze ¢as mu v elektricke (alebo v ststave spojenej s elektrickou) plynie pomalsie.
A to sme dostali z predpokladu, Ze rychlost svetla je vSade rovnaka, takze sa s tymto zvlastnym vysledkom

musime zmierit.
{@

Obrazok 1.7.2: Odvodenie Dopplerovho javu

Relativisticky Dopplerov jav

Odvodenie bude urobené vo vztaznej sustave gazely, ktord, pijuc cerstvi vodu, prehlasi, Ze emituje zZiarenie
s vlnovou dlzkou Ag = ¢Tg.

Co na to predator? Ak by stal na mieste, s gazelou by sthlasil, aviak on sa k nej priblizuje, preto tvrdi, ze
medzi dvomi ¢elami vin bola ina vzdialenost, konkrétne

Ap = CTP—VTP = (C—V)Tp.

Poznamenajme, ze Tp je ¢as merany predatorom (ma so sebou hodinky a pozera sa na ne). My uz vieme, Ze
plynie pomalsie, nez cas gazely (ak gazela nameria na svojich hodinkach ¢as 1s, predator medzi tiknutiami
jej hodin nameria viac). Poc¢itame

c—v c—v

Ag
Ap=(c—-v)yTg=(c—-v)y— =1 =1 .
P ( ))’G ( )VC GC — Gm

Pouzijuc znamy vztah pre rozdiel dvoch druhych mocnin mame

c-v c—v
Ap=2 =Ae\/ —.
’ G\/(c—v)(c+v) Ve

Tento vztah mozeme z estetickych dovodov upravit na

APZ/\G .

—
+ | |
o=

—
o=
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Cislo v menovateli je vacsie ako 1 a v ¢itateli mensie ako 1, takze to vyzerd, Ze nasa snaha bola uspesnd (dostali
sme spravania, aké sme ¢akali). Keby v = 0, vyraz pod odmocninou bude rovny 1, takze vlnové dlzky sa
nezmenia, ¢o sme opét ¢akali. ESte konstatujme, Ze po par Gpravach prenechanych citatelovi zistime, ze

()
- 2
1+(i—2)

a po dosadeni v ~ 61000 km/s, ¢o je asi 20 % rychlosti svetla. UZ len poznamenajme, Ze ako sme aj
uviedli vyssie, toto je minimdlna rychlost, ktorou sa predator musi pohybovat, aby bola Sanca, Ze aspon
nejaké infracervené ziarenie uvidi ako zelené. Je tiez zrejmé, Ze tento vysledok sa nezanedbatelne 1isi od
predchdadzajiceho nerelativistického vypoctu, ¢o je dovod, pre¢o ho nemdzeme povazovat za spravny.

Wienov posunovaci zakon

Ako doplnujicu informaciu uvddzame, ze odhad vinovej dlzky nebol idedlny. Sice bude v spektre zastapena
s nenulovou pravdepodobnostou, ale nebude velmi vyrazna. Ak chceme urcit vlnova dlzku Ziarenia
vyzarovaného s najvacSou spektrdlnou hustotou, mozeme pouzit Wienov zdkon

b

T

kde b = 2,898 mmK je Wienova konstanta a T termodynamicka teplota, ktora vieme odhadnut na 310 K,
teda Apax & 9 um, z ¢oho vyplyva, Ze predator by sa musel pohybovat rychlostou vi¢sou nez 99 % rychlosti
svetla, aby videl maximum posunuté do zelenej ¢asti spektra. Wienov zdkon hovori o tom, ktora vinova dizka
je najviac zastupena v spektre absolutne ¢ierneho telesa s teplotou T.

/\max =
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