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RieSenia 1. kola letnej casti

1.1 Kaiovo WC vzoréak Kai, opravoval Kai

Pre jednoduchost budeme $pecidlnu kvapalinu v celom rie$eni oznacovat aj nazyvat voda. Najprv sa skisme
zamysliet, ¢o sa v tejto tlohe vlastne deje.

Ziarovka postupne zohrieva vzduch a kvapalinu v miestnosti. Toto prebieha tak, ze aj vzduch aj kvapalina
maju stale rovnaka (len ¢im dalej vyssiu) teplotu’, kedZe aj medzi nimi dochadza k tepelnej vymene. Takze
potrebujeme, aby aj vzduch, aj kvapalina mali 100 °C. Potom sa vSetko zvys$né teplo bude konat na kvapaline
a bude sposobovat odparovanie. Mame teda tri rozne javy, ktoré spotrebovavaju teplo:

 zohriatie vzduchu z 26 °C na 100 °C, oznacime Q,,
« zohriatie vody z 26 °C na 100 °C, oznacime Qy,

« vyparovanie vody, ozna¢ime Q,,
Dalej budeme potrebovat nejaké hodnoty konstant:

o hustota vzduchu pri 20 °C (rozdiel oproti 26 °C je minimalny) p,, = 1,276 kg/m3

« hustota vody py, = 998 kg/m?

« merna tepelnd kapacita vzduchu pri 15 °C (rozdiel oproti 26 °C je minimalny) ¢, = 1,005 kJ/(kgK)
« merna tepelnd kapacita vody c¢,, = 4,18 kJ/(kgK)

« merné teplo vyparovania l,, = 2257 k] /kg

Konstanty mame z Matematickych, fyzikalnych a chemickych tabuliek pre stredné skoly, rok vydania 1992.

V tomto momente treba poznamenat, Ze dané veli¢iny (najma hustoty) st zavislé od teploty komplikovanymi
(Casto empirickymi) vztahmi a nie su konstantné. Je to jedno z mnohych zanedbani, ktoré v tejto ulohe
robime.

Este predtym, ako vypocitame jednotlivé tepld, by sa hodilo vyjadrit si hmotnosti vzduchu a vody
Myo = Pyo Veo = 998 kg/m’ - 0,005 m’ ~ 5 kg,
My, = Py Vor = 1,276 kg/m’ - 1m -2 m- 2,5 m ~ 6,4 kg.

Podme teraz vypocitat jednotlivé tepld. PouZijeme zndmy vzorec Q = mcAta Q,, = ml,,. Akich nepoznate,
odportcam vam prestat Citat a opytat sa Al :D.

'Co nie je striktne pravda kvoli nedokonalej tepelnej vymene.
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Takze plati
Quo = MyoCyoAt ~ 5 kg - 4180 kJ/ (kgK) - 74 K = 1,55 MJ,

Qus = My CAt ~ 6,4 kg - 1005 kJ/(kgK) - 74 K ~ 0,46 M].

Pri teple potrebnom na vyparovanie berieme polovi¢éni hmotnost vody,

K
Q, = lvy% = 2257000 kJ/kg - STg ~ 5,64 M.

Vsimnime si, Ze tepla potrebné na zohrievanie vzduchu a vody su ovela nizsie ako tie, ktoré su potrebné na
vyparovanie. Pre celkové teplo Q plati

Q = Qyo + Qy, + Qyy # 1,55 MJ + 0,46 M] + 5,64 M] = 7,65 MJ.

Zadanie sa teda vlastne pyta, ako dlho bude Ziarovke s prikonom 60 W trvat, kym vyprodukuje teplo Q.
KedZe su steny dokonale odrazivé, véetok prikon Ziarovky sa zmeni na teplo.

7,65 MJ
60 W

1l

~ 35,4 h. Cize Kai sa musi vratit asi o deti a pol.

~

Pocitajme Cas t =

Poznamka o energii elektromagnetického pola

Zamyglali ste sa niekedy nad tym, akym mechanizmom sa voda v zachode zahrieva? Nie je to vedenim,
ani prudenim, ale Ziarenim. Voda by sa zohriala, aj keby v miestnosti bolo vakuum. To ale znamena, Ze
potrebujeme nieco, ¢o tuto energiu prenasa. A to nieco je elektromagnetické (EM) pole (svetlo, infracervené
a ultrafialové ziarenie). Ked zazneme Ziarovku, v miestnosti sa vytvori EM pole a cely dodany vykon sa vyziari
v podobe energie tohto pola. Kedze steny miestnosti s dokonale odrazivé, EM pole nema ako uniknut a pri
interakcii s hmotou sa jeho energia vyuziva na jej zahrievanie.

Podme odhadnut, akd energiu ma EM pole v miestnosti. KedZe va¢sinu energie nakoniec absorbuje voda
v zachode, pre jednoduchost uvah vzduch teraz neuvazujme. Ak je prikon Ziarovky 60 W, znamena to,
ze kazda sekundu vyziari do miestnosti energiu 60 J. Modzeme predpokladat, Ze energia je v miestnosti
viac-menej rovnomerne rozlozena. Za sekundu totiz fotén prejde vzdialenost 300 000 km. KedZe rozmery
miestnosti st radovo meter, za sekundu sa odrazi niekolkostomilionkrét, ¢o bohate sta¢i na to, aby bola
hustota foténov v celej miestnosti konstantnd. Ked vsak foton doputuje do zachodovej misy, okamzite
zinteraguje s vodou, ¢im ju zahreje.

Pre jednoduchost predpokladajme, Ze kazdy foton, ktory sa odrazi do vody, je nou pohlteny. To znamena,
ze fotény su jednak nepretrzite do miestnosti dodavané Ziarovkou, ako i pohlcované vodou. Rovnovéha
nastane, ked je za sekundu do miestnosti vyziarené rovnaké mnozstvo foténov aké je pohltené vodou. Vtedy
sa mnozstvo energie EM pola v miestnosti uz nemeni.

Nech je hustota energie EM pola v miestnosti u a nech je povrch vody v mise, cez ktory do nej vnikaju fotony,
S. Potom za kratky casovy interval d¢ fotony preniknd do objemu Scdt, a teda vo vode sa pohlti energia
uScdt, kde ¢ je rychlost svetla. V stave rovnovahy je za rovnaky cas ziarovkou dodané rovnaké mnozstvo
energie P dt. Na zaklade toho pre hustotu energie EM pola v miestnosti dostavame
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| p
uScdt=Pdt = u-= 5 ~107°J/m’.
c

KedZze objem miestnosti su radovo jednotky metrov kubickych, energia v podobe EM pola je v miestnosti
zanedbatelna.” Toto mnozstvo energie sa ziarovkou vyziari za zhruba 1077 s. To je stéle dost ¢asu na to, aby
sa foton stihol poodrazat pred tym, nez je pohlteny, v priemere desiatkykrat. Fotony budu preto v miestnosti
naozaj pomerne dobre rozptylené.

1.2 Tiborovo auto vzordk Jozura, opravoval Tibor

Tibor md auto, ktoré na rovine pocas bezvetria nadobida najvys$iu rychlost 101 km/h. Nagou ulohou je zistit,
ako rychlo pojde, ak chyti pod Tatrami Celny vietor s rychlostou 12 m/s, ak stale ide na plny vykon.

To, ze auto ide konstantnou rychlostou, nam hovori, Ze vyslednica sil, ktoré nan pdsobia, je nulova. Pre
jednoduchost mozeme uvazovat len silu, ktord tla¢i auto dopredu F,j, a silu odporovii Fogper. Tieto dve sily
maju v ustalenom stave rovnaku velkost a opacny smer.

Vieme, ze vykon motora je konstantny, teda praca za cas je stale rovnakd. Ked si to vhodne prepiSeme,
dostaneme pre nds uzito¢nejsi tvar

P-= =F-v,

W F-s
t ot

kde F je tahova sila. KedzZe je v§ak rovnako velkd ako odporova sila, rovnaky vykon dostaneme aj pri nej. Ako
odporovu silu uvazujme iba odpor vzduchu, kedze ten je pri vysokych rychlostiach vyraznej$i ako ostatné
sily. Vyjadrit ju vieme ako

1
Fodpor = Ecpsvszduch’

kde C je konstanta odporu, p je hustota vzduchu, S je plocha auta spredu a vy,q4,cn je rychlost auta vzhladom
na vzduch. Pre jednoduchost, mézeme ju zapisat aj ako

2
vzduch*®

Fodpor:k'v

Z toho dostaneme, ze vykon auta je

- . 2 .
P=k Vyzduch " V-

Pri bezvetri je v — rychlost auta vzhladom na cestu aj vy,4ucn rovnaka, takze mame

2Poznamenajme, Ze celd tato ivaha m4 len charakter odhadu, a teda obdrzany vysledok je len rddovo spravny. Napriklad nie
je splneny predpoklad o homogénnosti EM pola, pretoze do miest za misou sa dostant len odrazené fotény, a teda ich tam bude
urcite menej ako pred misou, kam prichadzaju fotény aj priamo. Rad vysledku to v§ak nemdze podstatne ovplyvnit.
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P=k-v3

Teraz uvazujme, ¢o sa stane v druhej situdcii. Zaéne fukat elny vietor rychlostou w = 12 m/s. Co sa
zmeni oproti bezveternej situdcii je, Ze rychlost v sile odporu vzduchu uz nebude rovnaka ako rychlost auta
vzhladom na cestu. Ponovom to bude vy,quch = 4 + w, kde u je rychlost auta vzhladom na cestu. Nas vztah
pre vykon sa zmeni na

P=k-vign =k (u+w)* u

KedZe vykon je rovnaky ako bol, mozeme dat tito rovnost do rovnosti s vykonom auta za bezvetria a z toho

vyjadrit u

P=k-vV=k-u-(u+w)*=k-u-(u*+2uw+w?).

Vidime, Ze konstanta k nam vypadne a teda

vi=ud 4 2uPw + unw?.

Dostali kubickd rovnicu, ktorej rieSenie vobec nie je pekné. Preto radsej pouzijeme vypoctovy softvér, nech
to urobi za nds, napriklad WolframAlpha. Po dosadeni naich vstupnych hodnot dostaneme jediné redlne
rieSenie a to

u~ 20,7 m/s ~ 74,4 km/h.

1.3 Jozkova macka vzorak Kai, opravovala Lucka

Na rie$enie tejto ulohy vyuzijeme zakon zachovania momentu hybnosti. Na jeho aplikaciu je potrebné
poznat aj koncept momentu zotrva¢nosti. Ak ste o nom doteraz nepoculi, priklady na jeho pouzitie najdete
napriklad v tomto materidli ¢eskej fyzikalnej olympiady.

Zakon zachovania momentu hybnosti ma v tejto ulohe tvar

(IZem + ILT)wO = (IZem + IST)wb

kde I,,athrmZem je moment zotrva¢nosti Zeme, I,,athrmLT je moment zotrvacnosti leziacich tigrov a Isy
je moment zotrvac¢nosti stojacich tigrov. Uhlova rychlost w, je pdvodna rychlost rotacie Zeme a w, je nova
uhlova rychlost po tom, ¢o sa tigre postavia.
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Moment zotrvac¢nosti Zeme vypocitame zo zndmeho vztahu pre moment zotrvacnosti homogénnej gule I =
2 MR?. Takéto vztahy pre zndme telesé sa daju bezne ndjst. Ich odvodenie si vyZaduje integrovanie, takze ho
tu vynechame.’.

Ak dosadime tabulkové hodnoty:

« hmotnost Zeme My, = 5,972 -10* kg,
o+ polomer Zeme Ry, = 6371 km = 6,371-10% m,

dostaneme moment zotrvaénosti
Izem ~ 9,696 - 10°7 kgm?.

Leziacich aj stojacich tigrov aproximujeme ako hmotné body. Mdzeme to urobit preto, Ze ich rozmery su v
porovnani s polomerom Zeme uplne zanedbatelné. Moment zotrva¢nosti tigrov budeme pocitat ako stucet
momentov zotrva¢nosti jednotlivych tigrov, ktorych je N = 4 -10°. Ak h oznac¢ime vzdialenost taziska tigra
od povrchu Zeme, potom plati

It = NM7(Rzem + h)?

Priemerny bengalsky tiger ma dlzku 2 m a hmotnost My = 200 kg. Ked lezi (s vy$kou tela zhruba 0,4 m),
tazisko ma vo vyske h; = 0,2 m od povrchu Zeme. Ked sa postavi na zadné, tazisko sa presunie do vysky asi
hs =1m.

Pre dané hodnoty dostavame obrovské ¢isla s minimalnym relativnym rozdielom*
Iip = 4-10°- 200 - (6371000.2)? ~ 3.247 - 3,247 - 10% kgm?,

Isr = 4-10°-200 - (6371001.0)* ~ 3.247 - 3,247 - 10* kgm®.

Mozeme si vdimnut, ze rozdiel v momentoch zotrva¢nosti je minimalny, a to obzvlast oproti momentu
zotrvacnosti samotnej Zeme (I, je o viac ako 12 rddov vdcsie). Ak by sme sa pokusili dosadit tieto ¢isla
priamo do vyjadrenia pre w;, narazili by sme na problém s numerickou presnostou. Bezné programovacie
jazyky (napriklad Python) pri praci s floating-point ¢islami nedokdzu zachytit takto mikroskopicky rozdiel
dvoch gigantickych ¢isel - vysledok by zaokruhlili a povedali by nam, ze rychlost Zeme sa vobec nezmenila.

Fyzikdlne sa vSak rychlost zmeni. Aby sme presne zistili o kolko, vyjadrime si z rovnice priamo zmenu
uhlovej rychlosti, teda Aw = w; — wy,

_ (Izem + I17) w0 o Iy — Isy

Aw 0= Wy .
Izem + Ist Izem + Ist

Kedze Iz, > Ist, menovatel zZlomku mozeme prakticky bez straty presnosti aproximovat na Iz.,. V Citateli
si pomoOzeme vzorcom A? — B> = (A- B)(A + B)

Iy — Ist = NMp| (Rzem + h1)?* = (Rzem + hs)?] ¥ NMy - 2Rzem (hy - hs).

*Zem v skuto¢nosti nie je dokonald homogénna gula, mé hustejsie jadro a jej redlny moment zotrva¢nosti je o nie¢o mensi,
priblizne 0,33MR?, no pre tiéely uloh tohto typu je aproximécia homogénnou gulou plne akceptovatelna
4¢isla s rddu 107, zatial ¢o ich rozdiel je radu 10'8
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Vdaka tejto jednoduchej algebraickej tprave sa vyhneme strate presnosti a po dosadeni do vztahu pre zmenu
uhlovej rychlosti dostaneme

NMry - 2Rzem (hy — hy)

IZan

Aw ~ Wy

Pbvodna uhlova rychlost w, pre dizku dha Ty = 24 h = 86400 s je w, = ~ 7,272 -107° rad/s. Mozeme

dosadit

86400

Aw =~ —6,12-107** rad/s.

Uhlova rychlost rotdcie Zeme sa teda v momente, ked sa vSetky tigre postavia, zmensi o0 6,12 - 10724 rad/s.

Co to znamend v praxi pre dlzku dita? Zmena doby rotacie AT sa d4 vyjadrif ako

A
AT ~ -T,2% % 727105 s,
Wo

Tigre sposobili, Ze jeden den na Zemi sa predlzil priblizne o 7,27 femtosekind. Tento rozdiel je taky maly,
ze je hlboko pod limitom akejkolvek meracej techniky a nezbadal by ho ani Python - avsak z fyzikalneho
hladiska mali Jozkove macky jasny (aj ked mikroskopicky) spomalujuci dopad.

1.4 Simonova telesna vzorék Jozura, opravoval Piskot

Simon m4 pingpongovu a volejbalovu lopticku. Pusti ich z vy$ky 1 m. Padajt dolu, volejbalové sa odrazi od
zeme a narazi do pingpongovej, ktoru takto vystreli dohora. Nasou ulohou je zistit, do akej najvyssej vysky sa
moze odrazit pingpongova lopticka. Vypocitajme preto rychlost po odraze a z nej potom dopocitame vysku.

Pozrime sa, akd situaciu mame tesne pred odrazom. Pingpongova lopticka pada dolu rychlostou v,
volejbalovd sa odrazila od zeme a smeruje dohora rychlostou tiez v (lebo obe padajui z vysky jedného metra,
teda maju aj rovnaku rychlost). Tuato rychlost vieme vypocitat, kedze to je jednoducho volny pad z vysky
I m.

:—gh2 = —,

v=gt= \/ =\/2hg ~ 4,43 m/s.

Teraz vieme presne, akd situaciu mame. Volejbalova lopta ide rychlostou v smerom hore, pingpongova
lopta rychlostou v smerom dole. Zo zadania vieme, Ze sa jednd o pruznu zrazku. To znamena, Ze sa
zachovéva aj energia aj hybnost. Podme pre ne zostavit rovnice. Ozna¢me si m,, m, hmotnosti volejbalovej
a pingpongovej lopticky. Zo zakonu zachovania energie dostavame, Ze kineticka energia pred zrazkou je
rovnaka ako kinetickd energia po zrazke. Potenciadlna energia tu nevystupuje, nakolko sa pozerame na dva
okamihy tesne pred a tesne po zrazke. Potencialna energia v oboch pripadoch je rovnakd a nemusime ju tam

uvadzat.

1 1
2 _ 2 2
= SMevy + MV

S (mymy)v 3
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Rovnako si vieme napisat rovnost hybnosti pred a po zrazke. Tu v§ak musime pamétat na to, ze jedna rychlost
smeruje hore a druhd dole. Nech je smer dohora kladny. Rychlost volejbalky je pred zrazkou v kladnom
smere, rychlost pingpongovej lopticky v zapornom, ¢ize

(mv - mp)v = MyVy + MpVp.

Mame dve rovnice o dvoch neznamych - rychlostiach 16pt po zrazke. Tak podme na to. Z rovnice pre hybnost
si vyjadrime v_v

(my —mp)v —myv,
vy = )
mV

To teraz dosadime do rovnice pre zachovanie energie,

2
(my —my,)v —myv
(my + my)v? = m, P PPY o+ mp2,
p P’p
my

Tu ndm ostala jedind neznama v,. KedZe je to kvadratickd rovnica, vieme ndjst jej riesenia. Najprv si ju
zapi$me do krajsieho tvaru, nech to naozaj vidime:

2

2 mf, my(my, —mp)v (mV - mP)ZV 2
vy mp+;v -l 2 m + .y = (my +my)v* = 0.

Teraz vyjadrime v,

(pmstee) (2t o ) (2 (o))

mZ
2(my + 52)

Vp =

Nevyzera to bohvieako pekne, ale nastastie su vietky veli¢iny zname. Po dosadeniv ~ 4,43 m/s, m, ~ 0,27 kg,
my, ~ 0,0027 kg dostaneme v, ~ 13,11 m/s ako jedno rieSenie a druhé ako v, = —v. Druhé rie$enie zjavne
zodpoveda pripadu, ked lopty do seba nenarazia a pokra¢uju vo svojich letoch, zatial, ¢o prvé rieSenie opisuje
situdciu po zrazke. Pingpongovu lopti¢ku teda volejbalova vystreli dohora rychlostou priblizne 13 m/s.

Teraz uz len potrebujeme zistit vysku, do akej vyleti. Na to nam staci upravit dvodny vztah
2
y=+/2hg = h= ;— ~ 8,76 m.
4
Teda pingpongova lopti¢ka po zrazke s volejbalovou vyleti do vysky 8,76 m.

1.5 Krtkov obyvak vzorédk Jaro, opravovali Lujza a Kubo

Oznac¢me si rozmer Krtkovho obyvéku a a svietivost sviecky Iy. KedZe zadanie ni¢ nehovori o preferovanom
smere svietenia, mdzeme predpokladat, ze sviecka svieti rovnomerne do v$etkych smerov. To znamena, Ze
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celkovy svetelny tok sviecky je
Oy=Iy-4nsr=1cd-4msr=4nlm.

Toto je svetelnd energia, ktort vyziari sviecka kazdu sekundu vo viditelnom spektre, vahovand citlivostou oka
na jednotlivé vlnové dlzky. Intenzita osvetlenia na protilahlej stene je rovna svetelnému toku dopadajiucemu
na jednotkovu plochu. Na sfére vo vzdialenosti a od sviecky je intenzita osvetlenia® v§ade rovna®

Oy, Ip-lsr 1lm

E, = = =
07 4na? a? 4 m?

=0,25Ix,

a teda toto je intenzita osvetlenia kolmo na protilahlej stene.

Co sa stane, ked Krtko nainstaluje na zvislé steny svojho obyvaku rovinné zrkadla? Dve veci. Po prvé, zrkadlo
na stene tesne pri sviecke spdsobi, Ze svetelny tok, ktory podvodne dopadal na stenu a bol niou pohlteny, sa
teraz odraza, a teda efektivna svietivost sviecky do vnutra obyvaku je teraz

D,
I=
27T ST

= 2[()

A po druhé, sviecka sa odraza od vzdialenejsieho zrkadla, jej odraz vo vzdialenejSom zrkadle sa odraza od
blizsieho zrkadla, odraz v blizSom zrkadle odrazu vo vzdialenejsom zrkadle sa odraza opiat od vzdialenejsieho
zrkadla, a tak dalej... a kazdy tento odraz moZno povazovat za novy zdroj svetla so svietivostou I, pricom
kazdy dalsi odraz je v ¢oraz vacsej vzdialenosti.

Podme si spocitat intenzitu osvetlenia od tohto nekone¢ného mnozstva zdrojov. Po nakresleni prvych par
odrazov si rychlo vS§imneme isty pattern (vid obrazok). Skuto¢na sviecka a jej priamy odraz s vo vzdialenosti
dy = dy = a od miesta, kde nas intenzita osvetlenia zaujima. Odraz odrazu a odraz odrazu odrazu (dalej len
druhy a treti odraz) st vo vzdialenosti d, = d; = 3a. Stvrty a piaty odraz sa objavia vo vzdialenosti 5a. Vidime
teda, Ze dvojice odrazov su vidy v kazdom neparnom nasobku rozmeru Krtkovho obyvaku.

>Z didaktickych doévodov piseme explicitne pri priestorovom uhle aj jeho jednotku, hoci je bezrozmerny. Ak by sme tak
neurobili, dostali by sme vyraz E, = %, ktory ma jednotku kandela na meter §tvorcovy, ¢o by nesedelo, pretoZe intenzita osvetlenia
je definovand ako svetelny tok na jednotkovu plochu, preto by mal mat jednotku lumen na meter $tvorcovy. Obe jednotky vsak
maju rovnaky rozmer, pretoZe lumen ma rozmer kandely (lisia sa len steradianom, ktory je bezrozmerny).

SPozorny ¢itatel si urite vimne, Ze niekedy pri 47 piSeme sr a niekedy nie. Pre¢o? Tam, kde to piseme, ide naozaj o priestorovy
uhol. V menovateli sa v8ak 47 vyskytuje ako sticast vyrazu 47a’, o je vyjadrenie plochy, preto jednotkou tohto vyrazu je meter
$tvorcovy. Ak by sme velmi chceli, mohli by sme 47 povaZovat za priestorovy uhol a pisat pri iom sr; v takom pripade by sme
ale nesmeli a* povazovat za druhtt mocninu vzdialenosti, ale za vyraz definovany ako %, teda vyraz, ktory nam hovori, akd bude
plocha vyseku sféry vymedzeného priestorovym uhlom Q,resp. ako sa zmeni tato plocha, ak zmenim priestorovy uhol, a teda jeho
jednotkou bude meter §tvorcovy na steradian.
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3a 3a
5a 5a

Obrazok 1.5.1: Pattern odrazov sviecky.

Ako prispieva n-ty odraz vo vzdialenosti d, k intenzite osvetlenia v mieste, ktoré nas zaujima? Jednoducho
— intenzita osvetlenia od tohto odrazu je’
_ 2[080 _ 2[0'131'
T8Q-d2 dz

Teraz nam uz zostava len scitat prispevky od vsetkych odrazov (vratane nultého) a dostaneme celkovu
intenzitu osvetlenia

Kedze pre n = 2k a n = 2k + 1 je dy = dps1 = (2k +1)a, mozno tento vyraz prepisat ako

1 210 IS ad
E=2I-1sr
" kzo [(2k+1)a]’ 2 (2k+1)

Zadanie ndm nasepkava, Ze sa ndm moze zist sucet radu

1+i°:1

n=1 1 k=0 (2k + 1)2 k=1 (2k)2 .

Prva suma je nami hladany stcet - ozna¢me ho S. Druht sumu mozno lahko vy¢islit s pomocou hintu zo
zadania:

7 Ak je ploska, na ktorej nas osvetlenie zaujima, velkd S, tak ju vo vzdialenosti d,, vidime pod priestorovym uhlom 8Q = ‘;—E 1sr,
a teda svetelny tok dopadajuci na tato plosku je I - 6Q.
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i 1 _lil_lﬂz_ﬂz
Sk} A5k 4 6 24
Ked to v$etko dame dokopy, dostaneme
oo 1 2 2 2
Z _—= S + n— ; 7-[— f— S = 7-[—.
n? 24 6 8

Intenzita osvetlenia pri protilahlej stene kolmo oproti sviecke je teda

_2lp-lsr m* mly-lsr m?-led-lsr 7

E -2
a? 8 4q2 4-4m? 16

X,

Y. . 2 - r e VY . . . v . s .
¢o je 7 = 2,5-krét vicSia intenzita osvetlenia nez pred pridanim zrkadiel.

Kde sa vzala energia na tento ndrast intenzity osvetlenia? Pridanim zrkadiel sme predsa Ziadnu energiu
nedodali.® Klu¢ k rozlusknutiu tejto zdhady spociva v uvedomeni si, ¢o sa dialo s energiou pred pridanim
zrkadiel. Ked svetlo dopadlo na steny obyvaku, bolo nimi pohltené, ¢im steny mierne zahrialo, a toto teplo
sa odviedlo dalej do pody. Ked sme pridali zrkadld, zamedzili sme tomu. Miesto toho sa fotény odrazaju
od zrkadiel. Foténom letiacim priamo zo sviecky trva presne ¢ sekind, kym dosiahnu protilahla stenu
obyvéku. Odrazenym foténom to ale trva viac, pretoze musia urazit vicsiu vzdialenost. To znamend,
ze zatial ¢o v pripade bez zrkadiel je intenzita osvetlenia dosiahnuta len s prispenim ,rovnako starych®
foténov, v pripade so zrkadlami s za narast intenzity zodpovedné fotéony pochadzajuice z vicsej minulosti,
ktoré st uviaznuté medzi zrkadlami, a len postupne sa z obyvaku vytracaju cez podlahu, strop alebo cez
otvorené bo¢né konce. Zakon zachovania energie preto nie je poruseny a celkové mnozstvo svetelnej energie
vyprodukovanej svieckou je v oboch pripadoch rovnaké - len v pripade so zrkadlami jej dlhsie trvd, kym z
obyvaku unikne, a preto v kazdom case je jej v obyvédku viac, a teda je vacsia intenzita osvetlenia.

1.6 Jarovo kuarenie vzorak Pat, opravovala Pat

Musime si najprv fyzikalne vysvetlit, ¢o sa s chatou Prietos deje. Majme teda chatku, do ktorej ohrievac
pridava tepelnu energiu. Nakolko chatka nie je dokonale izolovana, ¢ast tepla konstantne unika von.

Lahké by bolo zostavit riesenie, kde by sme pocitali, ze unik tepla je po cely ¢as konstantny. Ale napriek
tomu, Ze rieSenie takéhoto modelu je velmi blizko redlnemu rie$eniu, tak vela bodov sa zan dostat neda.

Podme si to ale spravne vyriesit, a to tak, Ze vieme, Ze unik tepla sa linedrne zvicsuje s narastajucou teplotou,
inak nazyvané Newtonov zakon ochladzovania.

8 Ak teda neuvazujeme energiu podla E = mc?, ktor sa tu v8ak na svetlo nepremiefia, takze neprispieva k narastu svetelnej
energie.
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V kazdom okamihu plati, Ze dodany vykon ohrievaca P sa deli na vykon, ktory zvy$uje vnutorna energiu
chaty, a vykon, ktory unika do okolia. Rovnica teda vyzera takto:

dr
P = vykon ohrevu = vykon spotrebovany na ohrev + vykon strateny tnikom = C T k(T - Touw),

kde k reprezentuje koeficient strat (tepelna vodivost sustavy). Pre menej naro¢nych je to konstanta, ktora
urcuje, ako velmi je chata ,,derava®

1. Vypocet koeficientu strat

Tento koeficient vieme spocitat cez vztah pre vykon strat v okamihu, ked sa teplota v chate ustali na
maximalnej hodnote T,,,, = 23 °C. Vtedy sa uz chata neohrieva (‘é—f = 0) a vSetok vykon ohrievaca len
kompenzuje uniky

P = k(Tmax - Tout)-

Takze ked dosadime zname hodnoty

Parameter Hodnota

Vykon (P) 1000 W

Tinax 23°C
Tout 0°C
dozvieme sa, ze
1000 W = k(23°C-0°C) =k~ 41,478 W/K. (1.6.1)
2. Vypocet tepelnej kapacity
Vychadzame zo vztahu
dT
P=Cpr + k(T = Tow). (1.6.2)

Po tprave (a vyuziti Tiax = Tou + %) dostaneme

dT  k

— = ——=(T — Thax)- 1.6.3
Tato rovnica nam hovori, ako rychlo sa v ¢ase meni teplota. Podobne nam rychlost hovori ako rychlo sa v
¢ase meni poloha. O rychlosti vieme, Ze pre nu plati Ax = v At. Respektive slovami povedané, ze ak ideme
&as At rychlostou v, tak poloha sa zmeni o Ax. Co ak ale nejdeme cey &as rovnakou rychlostou? Vtedy
uz v nie je len ¢islo, ale nejaka funkcia ¢asu. Ak sa ale pozrieme na velmi maly ¢asovy interval Jt, na tuto

neprijemnost mozeme zabudnut, lebo rychlost sa na tomto intervale zmeni len nepatrne a mézeme znova
vyuzit pekny vztah 6x = v §t.
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Nas ale zaujima dand veli¢ina po nejakom velkom case At. Ako to teda obist? Jednoducho. Vieme, ze
nemozeme urobit jeden velky ¢asovy krok (ako sme vysvetlili v predchadzajucom odseku). Ni¢ ndm ale
nebrani urobit vela mensich.

Ak teda mame pociato¢nt teplotu Ty, 0 malicky ¢as 0t budeme mat vnutri novu teplotu

dT
T = Toy + — Ot,
out dt
pri¢com vztah pre derivaciu pozndme. Vystupuje v iom v8ak samotnd teplota T, za ktoru pri vypocte musime
nie¢o dosadit. Co ale? Ved prave T je to, o sa v ¢ase meni. Ako sme ale spomenuli, na takomto kratkom
intervale sa meni zanedbatelne malo. Pre vypocet derivacie teda za T mdzeme dosadit napriklad teplotu
chaty na zaciatku tohto kratkeho intervalu a teda Toy;.

Uvedomme si, Ze tymto jednoduchym vypoctom sme sa v ¢ase posunuli o kusok. Aby sme sa posunuli o
viac, musime akurat vypocet zopakovat velakrat. Zakazdym pritom musime vypocitat novua derivaciu, lebo
ta zavisi od vnutornej teploty a ta sa meni v case.

KedZe by toho pocitania bolo vela, m6Zeme ho nechat na pocita¢. Skor ako to spravime, musime vsak vyriesit
edte jednu vec. Ak hodnotu zvolit pre §¢2 M4 to byt 1 min alebo 1 ms? Z nagich tvah je jasné, Ze ¢im mensi
¢asovy interval zvolime, tym by sme mali dostat presnejsi vysledok, lebo teplota na nom je konstantnejsia.
Avsak ¢im mensie dt, tym viac krokov musime spravit, aby sme dostali teplotu po nejakom velkom ¢asovom
intervale AT, a teda vypocet trva dlhsie. Standardne sa ho preto snaZime nastavit tak, aby bol ¢o najvi&si, no
zaroven sa vysledok dostatocne zhodoval s vysledkom pre mensi ¢asovy interval.

Ked uz mame aj nastavené §¢, vieme nechat pocita¢ vypocitat teplotu po dvoch hodinach pre konkrétnu
hodnotu C. Vieme teda ski$anim hladat vhodnu hodnotu C, aby bola teplota po dvoch hodinach prave
16 °C. Po chvilke hladania dojdeme k zaveru, ze C ~ 263 kJ/K.

3. Alternativny pristup

Alternativne vieme ulohu vyriesit tym, Ze analyticky najdeme riesenie diferencialnej rovnice 1.6.3. Vieme
odhadnut, Ze rieSenim takejto rovnice je exponencialna funkcia tvaru’

T(t) = Ty + Ae"¢".

Urcenie konstanty z podmienok

Mame dve zname podmienky:

e viaset=0je T(0) = Tou

o viaset — ooje T(t) = Thax.

Dosadenim prvej podmienky dostavame

Tout = Tmax +A = A= Tout - Tmax-

9Takéto riesenie zdaleka presahuje ucivo strednej $koly. Je to sucast pokrodilej vysokoskolskej matematiky, a preto obsahuje
vela komplexnych a zlozitych myslienok. V tomto vzoraku sa preto zameriame len na technicky aspekt a poriadne vysvetlenie
postupu nechame na vysokoskolsku prednasku.
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Druha podmienka je automaticky splnena tvarom, v akom riesenie hladame. Findlny vztah teda dostaneme
v tvare

T(t) = TmaX + (Tout - Tmax)e_%t = Tgut + (Tmax - Tout)(l - 6_%t).
Tepelna kapacita C je stdle neznama, no teraz moézeme dosadit Jarove meranie po 2 hodinach (¢ = 7200 s),

kedy nameral teplotu 16 °C. V takom pripade vieme z predchadzajucej rovnice vyjadrit C, ¢o je jedina
nezndma. Dostdvame preto priamo vypoctom C = 263,149 kJ/K.

Pre vizualizaciu prikladime nasimulovany graf, ako teplota v chate narasta v case:

Simulacia teploty chaty Prietos v Case

25

20 A

15 4

o
g
L=
[=%
&
10 4
5 -
—— Narast teploty
® Jarovo meranie (2h, 16°C)
=== Limit (23°C)
0 T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
Cas (hodiny)
rvy 7
1.7 Tomasov most vzorak MatusH, opravoval MatusH

Uloha od nés ziada najdenie statického riesenia (ak existuje). Budeme preto postupovat, ako keby rieenie
existovalo, a ak sa v procese vyskytne problém, tak vieme, Ze tento predpoklad bol nepravdivy. Aby islo
naozaj o statickua situdciu, musia byt vyslednice vSetkych sil a momentov sil na jednotlivé brvna nulové.
Brvien mame dohromady sice $est, no vdaka symetrii st sily pdsobiace na dve horizontalne (modré a fialové)
rovnaké, len odzrkadlené cez vertikalnu rovinu rovnobeznu s tymito brvnami. Preto nam staci ratat sily len
pre jedno z nich. Rovnako to vieme povedat o zvysnych $tyroch.

Ked uz vieme, ¢o ideme ratat, zacneme nacrtom so zakreslenymi silami. Ten bude vyzerat ako na obrazku.
Hrabku vertikdlneho brvna 2R sme zanedbali, nakolko L > R. Cervené $ipky znacia sily posobiace na
horizontalne brvno a zelené na vertikalne brvno (vo vertikdlnej rovine). Nie je dolezité, ¢i sme smery trecich
sil urcili dobre, lebo ak ndhodou nie, tak ndm akurat na konci vyjde dand sila zdpornd. Dolezité viak je, Ze
trecia sila pdsobiaca na horizontalne brvno v doésledku kontaktu s vertikdlnym ma opacny smer, ako trecia
sila posobiaca na vertikalne brvno v dosledku rovnakého kontaktu.
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Obrazok 1.7.1: Ndcrt mosta a sil pésobiacich na brvnd. Cervenou sii zndzornené sily posobiace na
horizontdlne brvno a zelenou na vertikalne.

Po urceni vietkych sil m6Zeme napisat vSetky relevantné rovnice:

horizontalny smer, horizontélne brvno

(T, + T;j)cosa— (N, +Ny)sina =0, (1.7.1)
o vertikalny smer, horizontalne brvno
(Ng—N,)cosa+(T;—T,)sina—G/2=0, (1.7.2)

e rotacia, horizontilne brvno
T,R - TyR = 0, (1.7.3)

« horizontdlny smer, vertikdlne brvno

T+(T,-Ty)cosa+(Ny;-N,)sina =0, (1.7.4)

o vertikalny smer, vertikalne brvno

N-G+(N,-Ny)cosa+ (T,-T;)sina =0, (1.7.5)
e rotacia, vertikdlne brvno
L 2R
—-——Gcosa—|L- N;+ LN, =0, (1.7.6)
2 tan o

kde G = Mg. Bod, okolo ktorého sme pocitali momenty sil, sme zvolili leZiaci na osi brvna pre
horizontalne brvno a bod dotyku so zemou pre vertikalne brvno.

Toto je ststava $iestich rovnic o $iestich neznamych N, T, T,, T;, N,, N;. RieSenie samotnej sustavy tu
nebudeme predvadzat, nakolko nejde o fyzikalne zaujimavu vec a dé sa popripade spravit aj za pomoci online
nastrojov.
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Mozno sa divite, pre¢o sme nenapisali rovno T, = f N,. Je to preto, lebo pre treciu silu vo v§eobecnosti
neplati rovnost, ale nerovnost T' < f N. To znamena, Ze aj ked T, = T, z 1.7.3, tak nemusi platit N, = Ny,
¢o by sme dostali ak by sme napisali rovnost. Inymi slovami, mali by sme $est rovnic so §tyrmi neznamymi
a takd sustava vo véeobecnosti nemusi mat riesenie. V tomto pripade by ho naozaj nemala.

Vyrie$enim sustavy dostaneme

3G
N=—,

2

G
T=-—tana,

2

aGltanaseca — GLsina — GLtan a sec «
N;j=- ,

4R

T - Gltan?aseca — GLsinatan « — GLtan? a sec « + GR tan o sec «
d— 4R >
N, Gltanaseca — GLsina — GLtana seca + 2GR sec «
u - 4R >
T - Gltan?aseca — GLsin atan @« — GLtan? a sec « + GR tan « sec «

4R

Pomery T/N, T;/N; a T, /N, davaju dolné ohrani¢enie na koeficient trenia f ako funkciu uhla «, pri¢om
uhol zo zadania je 2a. Aby most dr7al, musi teda platit f > max{T/N, T;/N,4, T,/N,}. Tym by sme mohli
ulohu povazovat za vyrie$enu, nakolko vsetky sily pozname (ako funkcie uhla), akonahle nam niekto zada
M, L a R. Stacilo by nam teda len vygrafovat maximum tychto pomerov ako funkciu uhla a ndjst, pre ktory
uhol sa hodnota grafu rovna f.

V praxi by nds e$te mohlo zaujimat, ktory z tychto pomerov je redlne ten limitujici (maximalny). Ak si
nechame vykreslit tieto pomery a hrame sa s parametrami brvien, déjdeme k zaveru, Ze pre ,realistické”
brvnd je to pomer T, /N,,. Preto ak by sme brvna chceli nejako spajat/opracovévat, tak toto je o¢ividne miesto,
ktorym by sme mali zacat.
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