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RieSenia 3. kola zimnej Casti

3.1 Nebrzdené zabudanie vzordk <meno> a <meno>, opravovallf] <meno>

3.2 Ponorené bludenie vzorak Mirko, opravovallf] <meno>

Ako prvé by sme sa chceli ospravedlnit za chybnu formulaciu tlohy. Zadanie sa totiz pyta, akd drdhu
Holandan presiel, teda sa pyta na dizku parabolickej dréhy. Aby sme ju zistili, bolo by treba pouzit
integrovanie. To samozrejme nebolo nasim cielom, miesto toho sme sa chceli spytat len na vzdialenost,
ktort Holandan prejde, t. j. na jeho posunutie od zaciato¢nej pozicie. Mnohi z vés tlohu riesili takto, a teda
vam bola opravena, ako keby v zadani bolo naozaj miesto slova ,,drdaha“ slovo ,,vzdialenost® Ti z vas, ktori ste
sa pokusali zratat dlzku parabolickej dréhy (integralom) ste dostali 9 bodov, ak ste v postupe rieSenia ulohy
do zaciatku integrovania nespravili ziadnu chybu, a teda ste spravne zrétali cely zvy$ok ulohy. Ak vam boli
strhnuté body, boli strhnuté za chyby spravené v tej ¢asti postupu, ktory bolo treba spravit bez ohladu na to,
¢i pocitame drahu alebo vzdialenost. Ospravedlnujeme sa za sposobené neprijemnosti.

Podme uz teraz na samotné rieSenie ulohy. Aby sme zistili, o akd vzdialenost sa Holandan posunul,
potrebujeme vediet, aka vzdialenost presiel vo vertikalnom a aku vzdialenost presiel v horizontalnom smere.
Vo vertikalnom je to jednoduché - kym sa stazen nezacal vynarat, posunul sa o vzdialenost 4. No aby sme
zistili, o kolko sa posunul v horizontdlnom smere, potrebujeme vediet okrem toho, akou rychlostou sa hybal
(to vieme, to je v,) aj ¢as, ako dlho sa pohyboval.

Oznacme si tento ¢as t. Vieme, Ze sa hybal presne tak dlho, ako dlhu mu trvalo, aby sa jeho stazen zacal
vynarat. To, ako dlho mu to trvalo je samozrejme ovplyviiované tym, aka sila nantho posobi smerom nahor.
Podme si teda tuto silu vyratat. Vieme, Ze smerom nadol na Holandana posobi tiazova sila, zatial ¢o smerom
nahor nanho pdsobi vztlakova. Vysledna sila smerom nahor teda bude

F=F, -F,

Dosadme si za obe sily hodnoty zo zadania, pri¢om si ozna¢me objem Holandana, ktory nepozname, Vr a
jeho hmotnost m . Potom mame

F=Vr-p,-g—mr-g,
F=Vr-p,-g=Vr-pr-g,

F=Vr-g-(pv-pr)
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Teraz nas zaujima, aké zrychlenie tato sila sposobi. To uré¢ime z druhého Newtonovho zédkona ako a = F/m,
Cize

a=—,
mr

,o Vg (pv-pr)
Vr-pr ’

a:g'(Pv—PT).
Pr

Je super, Ze sa nam vykratil objem Holandana, kedZe ten ani nemame zadany. Teraz uz nam len sta¢i pomocou
tohto zrychlenia zistit, ako dlho bude Holandanovi trvat, nez sa za¢ne vynarat. Na to pouZijeme vzorec na
rovnomerne zrychleny pohyb (pamétajme, Ze sa teraz pozerame len na vertikalny smer). Oznacme si cas,
kym sa Holandan za¢ne vynarat t;, ¢o znamena, ze

1
h==-a-t,
2
[2-h
tlz )
a
[ 2
1 gpv=-pr)’

PT
ZhPT
L= _ .
V g-(pv-pr)

Ked uz pozname cas, vieme si urcit, ako dlho sa Holandan pohyboval v horizontalnom smere. Vzdialenost
s bude proste s, = v, - t, teda

Sy = Vyx - Iy,

2-h-

g - (pv-pr)

Teraz uz mame vyjadrend vzdialenost aj vo vertikdlnom smere (h), aj v horizontdlnom (s,). Celkovu
vzdialenost, o ktort sa Holandan posunie si teraz vieme vypocitat pomocou Pytagorovej vety ako preponu
v trojuholniku so stranami 4 a s,. Oznac¢me si tito vzdialenost d, ktora je rovna

d=\/h+s2,

2
B+ |, [_2hpr ,

g (pv—pr)
d=\/h2+v§-—2'h'”

g'(PV—PT)'
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To je teda vzdialenost, o ktort sa Holandan posunie.

Dodatok: Podme si este doplnit aj to, ako by riesenie vyzeralo, keby sa pytame na drahu. Vtedy by sme si
najprv potrebovali vyjadrit rychlost, ktorou sa Holandan hybe v kazdom momente. V horizontalnom smere
sa Holandan hybe rychlostou v,, vo vertikdlnom si jeho rychlost v akomkolvek ¢ase ¢ vieme vyjadrit ako
vy = a- t. Jeho celkovii rychlost v ¢ase ¢ teda vyrditame pomocou Pytagorovej vety ako

v=1/v2+ (at)?
v=y\/vZ+a’ t.

Teraz uz len staci zintegrovat tuto rychlost podla ¢asu od zaciatku pohybu Holanda az do ¢asu t;

5]

s= /\/V}C+a2-t2dt.

0

Zintegrovanie tohto vyrazu (¢im by bolo treba zakoncit riesenie, keby sme pocitali drahu) nie je tak uplne
kratky proces, preto ho v zaujme dlzky tohto vzoraku nechdme na ¢itatelovi.

3.3 Tepelné kruzenie vzordk MatusH, opravoval MatusH

Pri rieSeni budeme potrebovat stavovu rovnicu idedlneho plynu. V tomto pripade nas nebudd zaujimat
¢iselné vysledky, ale len kvalitativne. Preto pre zjednodusenie budeme robit ivahy s plynom, pre ktory plati
Nkjg = 1. Stavova rovnica bude mat tvar

pV = NksT =T. (33.1)

Ako druhé budeme potrebovat nejako zapisat, ze ide o kruhovy dej. Ak si zoberieme napriklad kruhovy dej
v p-V diagrame, tak vietky body, cez ktoré bude prechadzat, musia mat rovnaku vzdialenost od nejakého
vybraného bodu (stredu kruznice). Tento fakt vieme matematicky zapisat ako rovnicu kruznice

(p=po)+(V-V)* =R, (3.3.2)

kde bod (py, Vo) je stred kruznice a R je jej polomer. Tento vyraz sa ndm ako fyzikom nemusi pozdavat, lebo
vyzera, Ze s¢itavame tlak s objemom a dostaneme nieco bezrozmerné, ¢o az kri¢i rozmerovym problémom.
V tomto pripade to ale nie je problém, lebo v tejto rovnici chapeme p a V ¢isto matematicky ako stradnice.!

Ako prekreslime dej, ktorého body splfaja rovnicu 3.3.22 Pozrime sa najskor, ¢o ndm t4 rovnica hovori. Ddva
nam podmienku, ktord musi platit pre body (p, V'). Ako ale vieme, tieto body opisuju rozne stavy, v ktorych
sa plyn bude pocas deja nachadzat. Preto td istd podmienka musi platit aj pre body (p, T) a (V, T'). Aby sme
ich ale vedeli nakreslit, musime rovnicu 3.3.2 prepisat do premennych p, T, resp. V, T. Na to nam poslazi
stavova rovnica idedlneho plynu 3.3.1. Vieme si teda vyjadrit, ze v p-T diagrame budu body splnat rovnicu

2
T
(P—mf+(5—%)=R2

!'Premyslite si, ze kvoli tomu by to nebola pre vietkych kruznica. Keby rovnaky dej niekto prekreslil v inych jednotkach
(napriklad by len m® zamenil za litre), nedostal by zrazu kruznicu, ale elipsu.
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avo V-T diagrame

(%—p0)+(V—VO)2=R2.

Na vykreslenie bodov, ktoré spliiaju takato rovnicu, vieme pouzit graficky nastroj podla preferencii. Pri
prekreslovani by sme sa mali este zamysliet nad smerom, v ktorom dej prebieha. Na to ndm staci zaznacit,
kam sa prekreslia 4 konkrétne body, a tie ndm uz urdia, ¢i sa zmenila orientacia. Z diagramov vidime, Ze
orientacia sa meni vzdy pri V-T diagrame.’

Pri vykreslovani musime este nastavit parametre p,, V, a R. My sme pre jednoduchost polozili py = 2, V5 =3
(Tp = 6) a R = 1. Aby sme este boli v zhode s konvenciou, na y-ovi os davame veli¢inu, ktora je prva v nazve
diagramu. Na obrazkoch mozeme vidiet dej, ktory je kruhovy v p-V diagrame prekresleny do zvy$nych
diagramov modrou.

Uplne analogicky skonstruujeme aj ostatné prekreslenia.

ap ‘ 6 ‘ 7F ‘
— p-V 5. — PV 1 e — PV
il > Ty Pt 1 s — T
o ol V-T | o5l — V-T i ey — VT
7 LA
1] ] — /
1 1 2 57
0 ok ‘ 1
1 2 3 4 5 6 7 2 4 6 8§ 10 2 4 6 8§ 10
v T T
3.4 Vyskové zvecnenie vzordk <meno> a <meno>, opravovallf] <meno>
3.5 Vystrelkové hutanie vzorak <meno> a <meno>, opravovallf] <meno>
3.6 Carovné drotenie vzordk MatusH, opravoval MatusH
3.7 Vybusné snivanie vzorék Tomas, opravoval Tomas

KedZe simulovat pohyb ulomkov je jednoduchsie ako riesit nehomogénne diferencialne rovnice, je jasné,
ktory sposob riesenia si vyberieme. Bude to uplne najjednoduchsia Eulerova metéda. Ta nam hovori, ze ak
pozname v Case t zrychlenie tlomka a(t), tak ak tlomok mal v danom ¢ase rychlost v(¢) a polohu r(t), tak
o maly ¢as At neskdr uz mal rychlost

v(t+At) =v(t) +a(t) At

a polohu
r(t+ At) =r(t) +v(t) At.

ednoduché na pouzitie su napriklad Desmos alebo GeoGebra.
*Jednoduché na pouzit priklad D lebo GeoGeb

*Samozrejme, toto vieme odvodit aj na zaklade ivah. Vyskusajte si to. Pomocou tychto tivah vieme povedat, Ze k takémuto
otoleniu bude dochadzat pri kazdom deji a nie len kruhovom.
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Na malom ¢asovom useku sme teda nejaky komplikovany pohyb nahradili rovnomernym priamociarym. A
potom ak chceme poznat polohu a rychlost v ¢ase 2 At, tak budeme vychadzat z hodndt v ¢ase At. Ak zvolime
¢asovy krok dostato¢ne maly, tak nase numerické rieSenie dosiahne nejakud presnost, ktort pozadujeme. A
to je vSetko. Jednoduché, vsak?

Doteraz sme veli¢iny zapisovali véeobecne ako vektory, ale teraz si ich rozdelime na zlozky. Poc¢iato¢na poloha
vSetkych ulomkov je rovnakd. Dani mame vysku 4 a vodorovnu suradnicu zvolme nulovd, ¢ize

x(0)=0 a y(0) = h.

Vybuchom dostanu vsetky ulomky hybnost Ap. Kazdy ma rovnakd hmotnost m, ¢ize ulomky vybuch
urychlil na rychlost Ap/m voci ponorke. Ta isla rychlostou u voci vode, ktora ide rychlostou v voci dnu.
Preto pociatocné zlozky rychlosti st

Ap Ap

«(0)=u+v+— 0) = —sina,
ve(0)=u+v L cosa a v,(0) _sina
kde « je uhol, pod ktorym ulomok vyletel, ratany v kladnom smere od smeru rychlosti ponorky. Ohladom
zrychlenia pouzijeme Stokesov zdkon F = -6y Rv, ktory nam umoznuje vypocitat odporovu silu pdsobiacu
na gulu polomeru R pohybujtcu sa rychlostou v voc¢i kvapaline s dynamickou viskozitou y. Zrychlenie je

a = F/m a gula s hmotnostou m ma polomer R = /3m/(4np), kde p je hustota gule. Okrem odporove;j sily
posobia este gravitacna a vztlakovd v zvislom smere. Dokopy teda mame vo vodorovnom smere

—6mpy/ im (va(t) = v)

a,(t) = -

Rozdiel v, (t) — v je vodorovnd zlozka relativnej rychlosti ulomku voéi vode. Pre zvisly smer médme

—6muy ijVy(t) v
a,(t) = mp —g+%g,

kde posledny ¢len je pochadza zo vztlakovej sily.

Casové kroky pre kazdy tlomok vykondvame, kym plati y > 0, teda Ze je nad dnom. Ak tato podmienka
prestane platit, tak pre aktualne hodnoty vypocitame vzdialenost od miesta vybuchu Pytagorovou vetou

d=+Vx>+h

Pre hodnoty h =3 m, v = 6 m/s, u = 2m/s, u = 8,9-107* Pas (voda), m = 1 kg, p = 7850 kg/m? (ocel),
py = 1000 kg/m?, At =1-107*s, ¢ = 10 m/s? a Ap = 10 kgm/s dostdvame, Ze ak si celych 360° rovnomerne
rozdelime na 1000 uhlov «, tak najdalej doletel ulomok, ktory bol vyletel pod uhlom 52,61°, a to konkrétne
do vzdialenosti 30,28 m.

Na obrazku 3.7.1 mozno videt drahy ésmich vybranych ulomkov s réznymi uhlami «. Aby bolo vidno
undsavé posobenie vody, pouZili sme pren tisicndsobok dynamickej viskozity vody.
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Obrazok 3.7.1: Drahy dsmich vybranych tilomokov

Kéd riesiaci tuto ulohu takisto prikladame.

import numpy as np

h =3

vV =6

u=2

visk = 8.9e-4
m=1

rho = 7850

R = np.cbrt(3*m / (4*np.pi*rho))
rhov = 1000

dt = 0.0001
g =10

dp = 10

vp = dp/m

vzdialenosti = []
uhly = np.linspace(0, 360, 1000)
for a in uhly:

# pociatocna poloha

X =0

y =h

# pociatocna rychlost

#

TR KR R W WO RRRR

#

# pocitame pre 1000 uhlov medzi @ a 360 stupnami

kniznica s matematickymi funkciami

vyska nad dnom

rychlost vody voci dnu
rychlost ponorky voci vode
dynamicka viskozita vody
hmotnost guliciek
hustota guliciek
polomer guliciek

hustota vody

casovy krok

gravitacne zrychlenie
udelena hybnost

udelena rychlost

zoznam na ukladanie vzdialenosti od miesta vybuchu

VX = U + Vv + vp*np.cos(np.radians(a))

vy = 0

+ vp*np.sin(np.radians(a))

# simulujeme, dokym je gulicka nad dnom

while(y > 0):

ax = -6*np.pil*visk*R*(vx - v)/m
ay = -6*np.pi*visk*R*vy/m - g + rhov/rho*g
VX = VX + ax*dt
vy = vy + ay*dt
= X + vx*dt
y =y + vy*dt
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vzdialenosti.append(np.sqrt(x**2 + h**2)) # ulozime vzdialenost od miesta vybuchu

index = np.argmax(vzdialenosti) # index najvacsej hodnoty v zozname vzdialenosti
print(f”Najvacsiu vzdialenost {vzdialenosti[index]} m presla gulicka vyletevsia pod uhlom {uhly[index]}°.”)

3.8 Konsekvencné meranie vzorak <meno> a <meno>, opravovallf] <meno>
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