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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Leti, leti, vSetko leti: lietadlo leti! vzorik MatusH, opravoval Banan

Pozrime sa dokladnejsie, ako to vyzera pri pristavani lietadla. Lietadlo vysunie kolesd, ktoré sa netocia.! Ked
lietadlo pristava, tak vo svojej rychlosti (rddovo nejaké stovky kilometrov za hodinu) sa dotkne pristavacej
drahy netociacimi sa kolesami. Na kolesd teda za¢ne pdsobit trecia sila od pristavacej drahy. V dosledku
tejto sily sa kolesa postupne roztocia na taku rychlost, aby nepresmykovali. Dovtedy vak ku presmykovaniu
prichadza, ¢o my mozZeme pozorovat ako dym iduci od kolies. Tento dym vlastne nie je ni¢ iné ako malé
¢iastoc¢ky pneumetik, ktoré sa v dosledku $myku odtrhnt z pneumatik. Akonahle kolesa dosiahnu taku
rotaciu, aby Smyk prestal, dym sa prestane tvorit. Prakticky uplne rovnako vznika dym aj pri autach kolies
ked vodi¢ ndhle dupne na plyn, ¢o je scéna velmi oblubena filmovym priemyslom.

2.2 Leti, leti, vSetko leti: tazisko leti! vzordk MatusH, opravoval Stano

Najskor sa zamyslime, ako sa pocita poloha taziska. Na internete sa da ndjst vzorcek, no my si ho vyskusame
odvodit.

Tazisko je taky bod, Ze ak by sme zavesili objekt v tomto bode v gravitatnom poli, tak by sa nehybal, ¢o
znamena, ze momenty sil od vSetkych hmotnych elementikov by sa navzajom vynulovali. KedZe sa musi cely
vynulovat, tak aj kazda z jeho zlozZiek. Zapisané v rovnici v smere x dostaneme

0="> (xi— X)migs

kde sme prescitali cez momenty sil od vsetkych elementov telesa, ktoré ¢islujeme indexom i. Ako X sme
oznacili x-ova polohu taziska, x; oznacuje x-ovu polohu i-teho elementu s hmotnostou m; a g, priemet
gravita¢ného zrychlenia do x-ovej osi. Z tejto rovnice teraz vieme vyjadrit X ako

_ i Xim,

X==.
2im;

Najskor sa zamyslime, v ktorom smere sa bude hybat tazisko. KedZe sa Iudia premiestiuja len z pravej
strany na lavy, tak aj tazisko sa bude pohybovat len v smere vpravo-vlavo. Ak tento smer nazveme x-
ovym, tak vidime, Ze sa zmeni len x-ova suradnica kazdého ¢loveka. Cely problém teda mdzeme zvrhnut na
jednorozmerny pripad.

KedZe na zaciatku st ludia rozmiestneni rovnhomerne, tazisko musi zo symetrie byt v strede. Povedzme, Ze
stred bude v pociatku. Aby sme vedeli, o kolko sa tazisko posunulo, musime zistit eSte hodnotu X po tom,
ako sa Iudia premiestnili dolava.

!Lietadl4 totiz nemaju pohaiiané kolesd, ¢o je aj dovod, preco nevedia ctivat a musia byt tlacené.
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V tomto momente sa uz musime pozriet na konkrétnu situdciu. Airbus A320 md 31 radov po 3 miesta
vpravo aj vlavo. Jeho $irka je asi 4 m, takze priemerne bude ¢lovek vzdialeny 1 m od pociatku. V tomto
pripade mdzeme uvazovat priemernu vzdialenost, lebo moment sily ktorym posobi jeden ¢lovek zavisi od
jeho polohy linedrne.

Mame teda 3 - 31 Iudi, pricom nech kazdy vazi priblizne 80 kg. Dohromady teda [udia vézia asi 7500 kg.
Maximalnae vzletovd hmotnost Airbusu A320 je asi 75000 kg.> Vidime, Ze 10 % jeho hmotnosti sa posunie o
meter. Ak by sme teraz tieto hodnoty dosadili do vzorceka, ktory sme odvodili, zistime, Ze tazisko sa posunie
asi 010 cm.

2.3 Leti, leti, vSetko leti: mostik leti! vzorak Matko, opravoval Matko

Vzorové riesenie tejto tilohy pribudne coskoro.

2.4 Leti, leti, vSetko leti: sopranistka leti! vzoradk Marek, opravoval Marek

Ulohu najskor zjednodusme. Zanedbévajme odpor vzduchu a sopranistku povazujme za bodovy zdroj zvuku
s frekvenciou f, = 1000 Hz. Otazkou je, ako dlho ma padat, aby sme poculi frekvenciu f = 900 Hz, lebo
ladicka funguje tak, Ze rezonancia (predstavte si ju ako rozkmitanie ladicky) nastava vtedy, ked na nu dopada
zvuk rovnakej frekvencie, ako je frekvencia, na ktort je ladena (pricom bezne sa pouziva naopak, teda zvuk s
takouto frekvenciou vytvara, ked ju rozkmitame). Preco by ale mal zvuk pocas padu zdroja menit frekvenciu?
Odpovedou je Dopplerov jav.

To, ¢o vnimame ako zvuk, je iba rychlo sa meniaci tlak vzduchu v nasom okoli. MoZeme si ho teda znézornit
ako oblasti vyssieho tlaku Siriace sa od zdroja ako sustredné sférické plochy. Je zrejmé, ze medzi kazdou
susednou dvojicou oblasti vys$sieho tlaku je oblast s niz§im tlakom. Frekvencia potom c¢iselne vyjadruje,
kolkokrat za sekundu prejde uréitym bodom priestoru oblast s vy$$im tlakom. Dalej ako vlnovt dizku A
definujme vzdialenost dvoch susednych maxim (rovnako dobre by fungovala aj definicia s minimami) a
periédu T ako cas, za ktory sa zvukova vlna dostane do rovnakej fazy, ¢ize ak na zaciatku merania bola v
maxime, ide o ¢as, za ktory k nam pride dal$ie maximum. Maximum povazujme za nieco, ¢o sa pohybuje v
priestore, preto mdzeme pisat

A=cT, (2.4.1)

kde c je rychlost pohybu vlny priestorom, ¢o je v naSom pripade rychlost zvuku.

Co by sa zmenilo, keby sa zdroj pohyboval? Predstavte si to tak, Ze zdroj vytvori jednu oblast s vy$sim tlakom.
Ak by sa nehybal, tak za ¢as T vytvori dal$iu, ktord bude od predoslej vzdialena o A, ¢o plati pre vsetky,
preto vytvaraju koncentrickeé sférické plochy, ako bolo uvedené vyssie. Ak sa ale hybe, v smere pohybu bude
vzdialenost medzi maximami kratsia a za zdrojom dlhs$ia. Ide o Dopplerov jav. V nasom pripade sa zdroj
pohybuje od nas, preto sa budeme zaoberat tou dlhsiu vzdialenostou, ktort oznacime A (velkd lambda).
Keby sa zdroj pohyboval konstantnou rychlostou, frekvencia zvuku za nim by bola tiez konstantna.

*https://en.wikipedia.org/wiki/Airbus_A320_family#Specifications
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Obrazok 2.4.1: Schéma k odvodeniu vypoctu A

Ak ste sa zamysleli, Ze ked okolo Vas prejde trubiace auto, frekvencia zvuku sa meni, mate pravdu. No to
je sposobené tym, ze ked sa k Vam priblizuje, ste v tej oblasti, kde st maxima viac stlacené, ¢o sa postupne
zmenli na stav, kedy sa od Vas vzdaluje a ste v oblasti s roztiahnutymi maximami. My sa ale v tejto oblasti
nachadzame stéle, lebo zdroj zacal svoj pohyb pri nas a stale sa od nas po priamke vzdaluje.

Teraz skisme zistit, ako uréime A. K A v rovnici 2.4.1 eSte musime pripocitat ti vzdialenost, o ktoru sa zdroj
posunul, kym vytvoril dal$ie maximum (podotykame, Ze ¢as, ktory zdroj potrebuje na vytvorenie maxima
sa nema dovod menit). Preto plati

A=cT+vT =(c+v)T, (2.4.2)

kde v je rychlost, ktorou sa od nds vzdaluje zdroj.

Frekvencia je veli¢ina uvadzajica pocet opakovani nie¢oho za sekundu, zatial ¢o periéda (v naom pripade
Cas T) je veli¢ina, ktord vyjadruje, kolko ¢asu treba na jedno zopakovanie. Je zrejmé, ze fo = 1/T (¢o sa
da vidiet aj z toho, aké maju tieto veli¢iny jednotky). Ako sme uz pisali, frekvencia zdroja sa nezmeni
(sopranistka je velmi Sikovna a stale spieva tou istou frekvenciou). Po dosadeni do rovnice 2.4.2 dostaneme

c+v
A= , (2.4.3)
fo
pri¢com na zaklade vztahu 2.4.1 musi existovat také f (frekvencia, aku pocujeme), aby platilo
A=S (2.4.4)

f’
lebo z négho pohladu k ndm prichddzaja viny splitajice tito podmienku (a o pohybe zdroja nemusime ni¢
vediet). Ak ddame do rovnosti 2.4.3 a 2.4.4, dostaneme

c+v C C

o7 =l
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Drobnou tpravou, ktort z dévodu jednoduchosti prenechavame ako cvicenie ¢itatelovi, dostaneme

Y= c(? - ) (2.4.6)

Vieme, Ze pre volny pad platia vztahy

1
h=-gt,
2 (2.4.7)
v = gt,
kde t je ¢as padu, v rychlost v tomto ¢ase a / prejdena draha. Trividlnou tpravou dostaneme
v =/2gh. (2.4.8)

Teraz dajme do rovnosti 2.4.5 a 2.4.8, z ¢oho po drobnej Giprave dostaneme

2
h = ;—;(? - 1) . (2.4.9)

Po dosadeni (rychlost zvuku vo vzduchu sa da lahko ndjst v tabulkach alebo na internete) vyjde h ~ 70 m.

Niekomu by sa mohlo zdat zvlastne, preco volame frekvenciou nieco, ¢o sa stdle meni (pretoze zdroj neustale
zrychluje). Ked si ale ndjdeme tri za sebou idiice maxima, ich vzdjomné vzdialenosti sa menia len minimalne,
preto vieme uvazovat o tom, ako sa sprava frekvencia.

Dobrou otazkou by bolo, ¢i sme do doby padu zahrnuli aj ¢as, za ktory k nam prisiel zvuk so $plechnutim.
Tym sa ale netreba znepokojovat, lebo z frekvencie zvuku vieme, aka bola rychlost padu v okamihu dopadu,
teda doba $irenia zvuku zo spodku studne k ndm Ziadnym spdsobom neovplyvni vysledok.

Historicka poznamka

Galilei nemohol priamo merat ¢as volného padu, lebo v tej dobe nemali dost presné stopky (hoci ¢as nejako
odmerat mohol, na to, aby jeho meranie bolo zmysluplné, museli by telesa padat z velmi velkej vysky). To,
ze volny pad je rovnomerne zrychleny mohol experimentélne zistit pomocou naklonenej roviny, lebo pohyb
po nej je vyrazne pomalsi a aj menej kvalitné stopky vedia byt postacujuce (samozrejme, dalo by sa namietat,
ze to je ale uplne iny pohyb, no i napriek tomu sa z neho dozvedame nie¢o zaujimavé). Pad zdroja zvuku
konstantnej frekvencie moze byt dobrym napadom, ako tto namietku obist, hoci potom vie zacat robit
problémy odpor vzduchu, ktory sme zanedbali. A, samozrejme, Galilei je starsi nez Doppler.

2.5 Leti, leti, vSetko leti: helikoptéra leti! vzorak Daniel, opravoval Daniel

Hlavny rotor na vrchu helikoptéry sa otaca, aby vytvaral vztlak a drzal helikoptéru vo vzduchu. Pritom ale
musi prekonavat odpor vzduchu, ktory rotor spomaluje. Aby sa teda rotor tocil konstantnou rychlostou,
musi nan helikoptéra posobit konstantnym momentom sily. Podla 3. Newtonovho zakona potom na trup
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helikoptéry posobi rovnaky moment sily opa¢nym smerom od rotora. Zadny rotor pdsobi silou na chvost,
aby tento moment vyrovnal.

Ak hlavny rotor pdsobi na helikoptéru momentom M, tak zadny rotor musi posobit silou

F=—,
d

kde d je vzdialenost zadného rotora od taziska helikoptéry.

Vyskusajme odhadnit moment sily, ktorym posobi hlavny rotor. Pozrime sa pritom prispevok od jedného
elementika rotora. Na ten musi pdsobit helikoptéra momentom sily m = Fr, kde r je jeho vzdialenost od
stredu rotoraa F odporovd sila vzduchu. Vzdialenost r vieme zapisat aj ako v/w, kde v je jeho velkost rychlosti
a w uhlova rychlost. Tym dostaneme sucin sily a rychlosti. KedZe st v rovnakom smere, tak vieme, Ze to je
vykon potrebny na to, aby sa dany elementik tocil konstantnou uhlovou rychlostou.

Ak teraz chceme celkovy moment sily M, musime scitat elementiky cez cely rotor. Vsetky ale maju rovnakua
uhlovu rychlost a vykon, ktory im davame, je vlastne vykon celej helikoptéry (ak zanedbame vykon potrebny
na zadnu vrtulu a pristroje na palube). Moment sily M vieme teda odhadnut ako M = P/w, ¢im dostdvame

_ P _sr
Cwd 2nfd’

kde sme F vyjadrili ako funkciu d, P a f ¢o su otacky za minutu.

Na zaklade dostupnych udajov’ * ° © 7 sme vy¢islil hodnoty pre 5 najvyrabanejsich vrtulnikov sveta®:

Mil Mi-8: F ~ 6,9 kN

Bell UH-1 Iroquois: F = 2,4 kKN
o Bell 206 JetRanger: F = 0,9 kN
» Robinson R44: F = 0,5 kN

« Eurocopter AS350 Ecureuil: F = 1,7 kN

2.6 Leti, leti, vSetko leti: elektron leti! vzorék Jaro, opravoval Tomas

Ako prvé si zavedme stiradnicovu sustavu. Jej pociatok zvolime v mieste, kde elektrén narazi do steny. x-ova
os nech je vodorovna a lezi na povrchu steny, y-ova nech je v smere pohybu elektrénu a z-ova je zvisla.

*https://www.flugzeuginfo.net/acdata_php/acdata_mi8_en.php
*https://en.wikipedia.org/wiki/Bell_UH-1_Iroquois
>https://www.flugzeuginfo.net/acdata_php/acdata_206ab_en.php
Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Robinson_R44
"https://en.wikipedia.org/wiki/Eurocopter_AS350

8https:/ /en.wikipedia.org/wiki/List_of_most-produced_rotorcraft
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Obrazok 2.6.1: Elektron v elektromagnetickej stene

Na elektrén pohybujuci sa v elektrickom poli posobi elektricka sila F, = e - E, kde e je ndboj elektronu a
E je vektor intenzity elektrického pola. Néboj elektronu je zaporny, preto ak intenzita md smer z-ovej osi,
elektricka sila posobi proti smeru z-ovej osi.

Na elektron pohybujici sa v magnetickom poli rychlostou v posobi magneticka sila F,, = e - (v x B), kde
B je vektor magnetickej indukcie. Magneticka sila je dana vektorovym sti¢inom vektora rychlosti a vektora
magnetickej indukcie, preto je na kazdy z nich kolmd. Kolmost na B znamend, Ze magneticka sila vzdy posobi
vo vodorovnej rovine. Kolmost na v zasa znaci, Ze magneticka sila nemeni velkost rychlosti, ale len jej smer
— je dostredivou silou.

Pokial st vektory v a B na seba kolmé, velkost magnetickej sily je jednoducho F,, = |e|vB. Komplikacie v8ak
sposobuje pritomnost elektrického pola, ktoré elektrén urychluje vo zvislom smere, coho dosledkom je, ze v
a B uz viac nie st na seba kolmé. V takom pripade pre velkost magnetickej sily plati F,, = |e|vBsin «, kde «
je uhol medzi vektormi v a B. S pomocou jednoduchej trigonometrie vSak okamzite vidime, Ze vsina = v,
je vodorovna zlozka rychlosti. No vo vodorovnom smere posobi jedine magneticka sila, ktora, ako sme
uz povedali, nemeni velkost rychlosti, ale len jej smer. Preto vodorovna zlozka rychlosti ma stale rovnakua
velkost rovnu pociato¢nej rychlosti elektrénu v, = v = konst., a teda aj magneticka sila ma konstantnu
velkost.

Konstantnost velkosti magnetickej sily, ktora je dostredivou silou, implikuje, ze lokalny polomer krivosti
priemetu trajektorie elektronu do vodorovnej roviny je vade rovnaky, a teda elektrén vykonava vo vodor-
ovnej rovine pohyb po kruznici. Polomer tejto kruznice najdeme z rovnosti velkosti magnetickej a
dostredivej sily:
v? my
leyB=m— — r=——,
r le|B

kde m je hmotnost elektronu.
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Pocas celého kruzivého pohybu navyse elektréon v dosledku elektrickej sily este zrychluje vo zvislom smere.

Velkost jeho zrychlenia je a, = LelE ‘ , takze ak elektrén pobudol vo vnutri steny po dobu 7, za tento ¢as nabral

. 7 ) | ‘ET
vo zvislom smere rychlost v, = =—.

V tomto momente musime uvazit dva pripady:

a) Ak jehrubka steny h vacsia ako polomer krivosti priemetu trajektdrie elektrénu do vodorovnej roviny
r, elektron opise vo vodorovnej rovine polkruinicu a opusti stenu presne na tej istej strane, na ktorej

do nej vosiel. Celé mu to bude trvat ¢as 7 = 7+ = 75 a zatial nadobudne zvisli rychlost v, = nk.

b) Akjehrubka steny h mensia ako polomer krivosti priemetu trajektorie elektrénu do vodorovnej roviny

r, elektrén opise vo vodorovnej rovine len kruznicovy obluk dany stredovym uhlom ¢, pre ktor}’f plati

~, aopusti stenu na opacnej strane. To mu potrva ¢as 7 = "4 I I

hl@\

rsin ¢ = h, Cize ¢ = arcsin 2

" e IB
a zatial nadobudne zvislt rychlost v, = £ arcsin ="~

Obrazok 2.6.2: Trajektoria elektronu — pohlad zhora

Velkost rychlosti, ktori ma elektréon v momente, ked vychadza zo steny, je jednoducho veyr = \/v? + v2, kde
v, je zvisla zlozka rychlosti dand prislusnymi vztahmi pre jednotlivé pripady.

Ak sa neuspokojime len s velkostou rychlosti, ale chceli by sme cely vektor, tak v prvom pripade to je jednodu-
cho Veyr = (0; -v; —715). V druhom pripade je to dakus zlozitejsie a musime vodorovnu zlozku rychlosti

rozlozit do kartézskych koordindtov. Ak tak urobime, dostaneme v = (——v, 1- (_) v, —E£ arcsm h‘ |5 )

2.7 Leti, leti, vSetko leti: zrkadlo leti! vzorak Jaro, opravoval Jaro

V prvom rade si ujasnime, prec¢o by malo zrkadlo vplyvom svietenia nan menit svoju rychlost. Odpoved sa
skryva v Dopplerovom jave. Ak sa zrkadlo pohybuje smerom k zdroju svetla, vnima prichddzajiacu vinova
dizku ako krat$iu a takiito vinovt dizku aj odraZa. V takom pripade hovorime o modrom posune. Ak sa
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naopak hybe smerom od zdroja, vnima vlnovu dizku prichddzajiceho svetla ako dlhgiu a tuto vinova dizku
odraza. Vtedy hovorime o ¢ervenom posune.

Z kinderkvantovky v$ak vieme, Ze kvantd svetla st nositelom hybnosti a ich hybnost je tym vicsia, ¢im mensia
je vlnové dlzka, p = 4 = hk, kde h je Planckova konstanta, resp. /i = 2 je redukovana Planckova konstanta, A
jevlnova dlzka svetlaa k = " je nej zodpovedajtice vinové ¢islo. Zrazka foténu so zrkadlom je vsak izolovand,
takze ak sa meni hybnost foténu, musi sa podla zdkona zachovania hybnosti menit aj hybnost zrkadla, ¢ize
jeho rychlost.

Ked uz vieme, ¢o je vo veci, moZeme pristupit k pocitaniu. Navod sme si uz povedali. Uvazujme izolovanu
zrazku foténu so zrkadlom. Nech sa najskor zrkadlo hybe v smere pohybu foténu. V takom pripade zakon
zachovania hybnosti dava

hky + mvy = —hk; + mvy,

kde kj je vlnové ¢islo fotonu pred zrazkou a k; po zrazke a v, rychlost zrkadla pred zrazkou a v; po zrazke.
ko a vy pozname zo zadania, k; a v; st nase nezname. Mame vsak len jednu rovnicu a dve nezname, a tak
potrebujeme este jednu rovnicu pridat.

Na pomoc sa nam hned nuka zakon zachovania energie. Fotén okrem hybnosti nesie aj energiu, E = hf =
hw, kde f je frekvencia svetla, resp. w je jeho vlnova frekvencia. Zakon zachovania energie teda vyzera
nasledovne:

1 1
hwo + —mv? = how, + —mv>.
0 7 0 1 ) 1

Z tychto dvoch rovnic mozno postupnymi tpravami vyjadrit nezname vlnové ¢islo odrazeného svetla k;:
1 s 2 1
hi(wy— wy) = Em(v1 -vg) = Em(vl —-vo)(v1 + Vo),

h(k0+k1) = m(Vl—V()).
Predelenim tychto dvoch rovnic navzdjom dostaneme

W) — Wo

k0+k1

1
= E(Vl + V()).

Po prenasobeni oboch stran tejto rovnice vyrazom 2m a po dosadeni za mv; zo zakona zachovania hybnosti

dostidvame
w1 — Wy

ko + k;
Teraz este vyuzijeme, Ze w = k¢, kde ¢ je rychlost svetla a po Gprave dostaneme

2m — h(ko + ky) = 2mv,.

2me(ky — k) = h(ko + ki)* = 2mvo (ko + ky).

To je kvadraticka rovnica s neznamou k;, ktor mozno napisat vo familidarnejSom tvare

k? +2[%(c + Vo) + ko]kl - 27}%(5 = vo)ko + kj = 0.
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Jej rieSenim je’

k= —[%(c +v) + ko] + \/[%(C-FV) + ko]2 + 27”1(c —v)ko — k.

Hladana zmena hybnosti zrkadla v dosledku zrazky s fotonom letiacim rovnakym smerom je teda
Apl =mvy— mvgy = h(ko + kl),

kde k; je dané vyssie uvedenym vyrazom.

Zmenu hybnosti v dosledku zrazky s opacne letiacim fotonom dostaneme analogickym vypoctom s jednodu-
chou zamenou ky - —kg a k; > —k,. Vo vysledku dostaneme

APZ = —h(ko + kz),
kde

k, = —[%(c -v)+ ko] + \/[%(c—v) + k0]2 + 27”1(c +v)ko — kj.

Na zrkadlo ndm vsak nedopada jeden fotdn, ale prid fotdnov z kazdej strany. V jednom pripade dopadaju
na zrkadlo rychlostou c — v, kde v je aktualna rychlost zrkadla, a v druhom pripade rychlostou ¢ +v.!° Nech n
je dlzkové hustota foténov, t. j. pocet foténov, ktory sa nachddza v laserovom svetelnom zvizku na jednotku
dlzky. Potom na zrkadlo za ¢as At dopadd AN* = n(c +v)At foténov z jednotlivych stran, a teda zmena
hybnosti zrkadla za jednotku ¢asu je

mAv
At

n(c—v)h(ko+ k) —n(c+v)h(ko+ k)

nh[-2vky + (c = v)k; — (c + v)k;].

Este potrebujeme urcit hustotu fotéonov vo svetelnom zvdazku. Ak mdme nerozbiehavy svetelny zvizok s
intenzitou I a plochou prierezu S, tak hustota foténov je

N ISAt  ISAt IS

¢ hwot ThkyccAt  hkec?

Po dosadeni kone¢ne dostdvame hladany vSeobecny vztah pre zrychlenie zrkadla

A
At koctm

[2vko + (c —v)ky — (¢ +v)ka],
kde k; a k, st dané prislu$nymi vyrazmi.

Teraz sa mozZeme presunut k nepovinnej ¢asti ulohy. Chceme zistit, v akej vzdialenosti zrkadlo zastane. To
znamena, Ze potrebujeme vyriesit posledne uvedent diferencialnu rovnicu pre rychlost zrkadla a potom tdto

Vybrali sme riedenie so znamienkom ,,+ pre ktoré dostavame kladné vinové ¢islo, a nahradili sme po&iatoénti rychlost zrkadla
vo jeho rychlostou v lubovolnom case v.

!"Nenechajte sa zmiast, ze ¢ + v > c. ¢ + v je relativna rychlost pohybu zrkadla a foténov. Ziadny z tychto objektov sa viak sém
o sebe nepohybuje rychlostou vi¢sou ako c, preto to nie je v rozpore so $pecidlnou tedriou relativity.
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rychlost preintegrovat. Uvedena diferencialna rovnica je v$ak prili§ komplikovana na to, aby sme ju dokazali
presne analyticky vyriesit.

Mozeme si vSak v§imnut, Ze vo vyrazoch pre vlnové ¢isla k; a k, sa pod odmocninou vyskytuju vyrazy (%)2,
ktorych velkost je radovo 1084. Oproti tomu su ostatné ¢leny malé. To ndm déva nadej ndjdené vyrazy
zjednodusit. Vyuzijeme pri tom aproximdciu (1+ x)" ~ 1+ 5x platna pre x <« 1. Alternativne pre A > b
mozno na zaklade toho odvodit

n
(A+b)" = A”(1+ %) N A”(1+ 11%) = AT+ AT,

Aplikovanim tejto aproximacie na vyrazy pre vinové ¢isla dostavame

M(c—v)ko— k3

2[%(c +v)+ ko]’

k1N

H(c+v)ky -k}

k, ~ )
? 2[%(c -v)+ ko]

Tym sa ndm vyrazy zna¢ne zjednodusili, no nie dostatocne, aby sme rovnicu dokazali vyriesit.

Mozeme si v8ak v8imnut, Ze sa ndm v menovateli stale vyskytuje vyraz obsahujuci £, ktory je urcite vyrazne
VAcsi nez k, pre viditelné svetlo, preto pouzime odvodent aproximaciu po druhy raz. Dostaneme

H(c-v)ko -k} ko (c—v koh ] koh
klm po 1- po :ko - 1- N
28(c+v) | Flc+v)) [c+v 2m(c+v) || m(c+v) ]|
H(c+v)ko— K[ ke | [c+v ke [ koh
kzN po 1- po Zko - 1- .
28(c-v) |  Flc-v)] [c—v 2m(c-v)|| m(c-v)]

P v . v . L2 koh - Pin A 1 1V o N
Teraz si este vSimnime, Ze vyrazy obsahujice 2= su bezpochyby zanedbatelné oproti 1, alebo oproti &+ ~ 1 ~

c+v
c+v . A4 ) Y7 7 Y4 7 . Y.
<, teda ich moZno vynechat, ¢im sa vyrazy pre vinové ¢isla vyrazne zjednodusia
c—-v c+v

kl“ko > kz”ko
c+v c—v

Tieto vyrazy uZ mozno dosadit do vztahu pre zrychlenie,

Av IS (c-v)° (c+v)
= — x k —_
At kocim c+v c—v
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Tu si vSimneme, Ze v menovateli v << ¢, preto pouzijeme nasu aproximaciu po tretikrat:

- B e o)

TAt Em c
IS
= —C4m[—2V62 +(c-v) - (c+v)3] =
2vIS 8IS
= - 4¢2 + ) mw ———.
c4m( oy ) szv

Kone¢ne sme dostali diferencidlnu rovnicu dostato¢ne jednoduchu na to, aby sme ju dokdzali vyriesit. Je to
znama rovnica, ktora hovori, Ze ¢im ide zrkadlo rychlejsie, tym viac spomaluje. Analogicka rovnica je ndm
znama napriklad z jadrového rozpadu, takze vieme, Ze jej rieSenim bude exponencialny pokles rychlosti,

v(t) ~ voe ¥, kde koeficient a uré¢ime tak, Ze toto rie$enie dosadime do diferenciélnej rovnice. Dostaneme
a =35 ateda
8IS
v(t) » voe m

Vidime, Ze zrkadlo bude stale spomalovat, no nikdy uplne nezastane. Existuje v§ak maximalna vzdialenost,
do ktorej sa v nekone¢nom case vie dostat. Tuto vzdialenost najdeme preintegrovanim

© s, voctm _sis 17 vocim
sw voe Zm dt = |- e m = .
0 0

8IS 8IS
Po vy¢isleni to da s ~ 1,125 - 10" m ~ 119 ly.

Samozrejme, dopliujucu tlohu sme mohli riesit aj ¢isto numericky, ako nas nabada zadanie. V takom
pripade prevedieme diferencialnu rovnicu na diferen¢nt schému. Za¢neme s poc¢iato¢nymi podmienkami
s = 0av = v, a opakovane budeme vyc¢islovat

s(t+ At) =s(t) +v(¢) - At,
v(t+At) =v(t) +a[v(t)]- At,

kde zrychlenie a prislichajice rychlosti v(t) vieme vypocitat podla nami odvodeného vztahu.

Kumstom vsak je spravne zvolit velkost ¢asového kroku At. Ak simulujeme deje, pri ktorych sa zmeny deju
rddovo v sekundach, ¢asovy krok volime v zlomkoch sekiind; ak mame deje, ktoré trvaju minuty, casovy krok
volime v sekundach. Aky v§ak mame charakteristicky ¢as tu?

Ak méme pociatoént rychlost 1 m/s a zrychlenie prislichajuce tejto rychlosti je rddovo 1-107® m/s?, tak
musime zvolit ¢asovy krok na tdrovni 1-10" s, aby bol prirastok rychlosti v jednom ¢asovom kroku rozumne
maly oproti rychlosti samotnej, no nie prilis, aby simuldcia netrvala pridlho. Simulaciu ukonc¢ime, ked sa
poloha zrkadla medzi dvoma iteraciami uz velmi nemeni.

Vystupy simuldcie mozno vidiet na priloZzenom obrazku. Na prvom grafe je zobrazeny ¢asovy vyvoj rychlosti
zrkadla. Na druhom grafe je vykresleny logaritmus rychlosti. Vidime, zZe tito zavislost je linearna, takze
rychlost zrkadla klesd s ¢asom naozaj exponencidlne. No a na tretom grafe vidime zavislost vzdialenosti, do
ktorej sa zrkadlo dostane, na case.
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Co si ale mézeme v$imnut, je, Ze nam vysla ind vzdialenost nez pribliznym analytickym vypoctom. Ak
spravime analogicku simuldciu s pomocou pribliznych vztahov, dostaneme zhodu s analytickym vypoc¢tom.

Riesenia 2. kola zimnej Casti - termin 11. 11. 2024

Vid: druhd sada grafov.
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Obrazok 2.7.1: Casovy vyvoj rychlosti a prejdenej drdhy zrkadla simulovany pomocou presnych
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Obrazok 2.7.2: Casovy vyvoj rychlosti a prejdenej drdhy zrkadla simulovany pomocou pribliznych
vztahov.

Otazka teraz je, ktorym vysledkom mame verit. Vacsina z vés sa zrejme prikloni k tomu, Ze presnejsie vztahy
znamenaju presnej$iu simuldciu. No ono to nie je také jednoduché.
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Pri odvadzani pribliznych vztahov sme videli, Ze chyby, ktorych sme sa dopustali pri odvadzani, sa pohybovali
vo velmi malych rddoch. MéZeme ich odhadnut velkostou prvych zanedbanych ¢lenov Taylorovho rozvoja,
ktoré boli na trovni 10-7° a menej. To je naozaj zanedbatelna chyba.

No pri vykonavani numerickej simuldcie sa doptstame aj iného druhu chyb - chyb v dosledku nepresnosti
aritmetickych operacii vykondvanych v pocitaci. No a prave pri s¢itavani a od¢itavani ¢isel, ktorych rady sa
velmi liSia, sa dopustame obrovskych chyb tohto typu. A to je pripad nasich presnych vztahov, v ktorych
vykonavame presne takéto operacie. Preto paradoxne numericka simuldcia vykonana s presnymi vztahmi je
menej presna.

Ked sa pozrieme na vysledky simuldcie s pribliznymi vztahmi, vidime, Ze je konzistentna s analytickym
rieSenim. Zrkadlo efektivne zastane vo vzdialenosti priblizne 119 ly a bude mu to trvat asi 200 milidrd
rokov, ¢o je asi 15 vekov vesmiru. Pohybujuc sa na takychto skalach, ¢asovych i priestorovych, dopustame
sa v naSom vypocte dal$ej chyby tym, Ze sme nezapocitali rozpinanie vesmiru. Ale to uz daleko presahuje
naroc¢nost tejto ulohy.

Komentar opravovatela

Viaceri ste sa rozhodli tlohu rie$it pomocou relativistického Dopplerovho javu. Pri tomto pristupe sa
vyskytovali dve ¢asté chyby.

1. Spréavne ste usudili, ze ak m4 svetlo vyZziarené laserom vlnovi dizku Ao, zrkadlo ju vnima ako vlnovu
dizku A, = A, = 11, a svetlo s takouto vlnovou dizkou odrazi. Co ste si uz ale vi¢§inou neuvedomili,
bolo, Ze toto je vinova dlzka odrazeného svetla vo vzfaznej sustave zrkadla, teda v neinercialnej
stistave. Ak ste teda pouzili takuto vinovu dizku pri vypocte sily (zrychlenia), takto vypocitand sila bola
nevyhnutne nespravna, pretoze ste od¢itavali hybnosti svetla vyjadrené v roznych vztaznych stustavach
a nezapocitali ste zotrva¢nu silu'?. Ak by ste chceli po¢itat v inercidlnej vztaznej sistave, mali ste este
previest vinovii dlzku odrazeného svetla spit do inercidlnej vztaznej sustavy, ize A = AZ\/g = A2l
To sa ale predsa pondsa na nerelativistického Dopplera. Ked sa nad tym zamyslite, ddva to perfektny
zmysel. Tym, Ze vinovt dizku vyZiareného a odrazeného svetla ako aj rychlost zrkadla vyjadrujeme
v tej istej vztaznej sustave, nema relativita kde do vypoctu vstupit, kedze neprechadzame do inej
vztaznej sustavy. Pri odvadzaniklasického Dopplera sa predsa len pozerame, ako sa natahuju/zmrstuja
vzdialenosti medzi dvoma susednymi vinoplochami. A to moéZeme robit s vinoplochami hybucimi sa

Iubovolnou rychlostou, pokojne aj rychlostou svetla.

2. Neuvedomili ste si, Ze relativisticky Doppler musi nevyhnutne spolu s vinovou dlzkou / frekvenciou
menit aj amplitddu vlnenia. Nazornej$ie to je pre pohlade na vlnenie cez fotény. Ak sa zrkadlo
pohybuje smerom k zdroju vlnenia, tak fotony odrazené v smere pohybu zrkadla maju nie len vyssiu
energiu a hybnost nez fotéony odrazené z druhej strany zrkadla, ale zaroven k zrazkam foténov
prichadzajicich z tohto smeru so zrkadlom dochadza aj castejsie, takze v odrazenom zvazku su
~nahustejsie“. No a to, ako nahusto st fotény vo zvizku, suvisi priamo s amplitidou vlnenia. Skalovaci
faktor pre amplitadu je presne rovnaky ako pre frekvenciu, takze ak ste na tento efekt zabudli, dostavali
ste polovi¢né spomalenie zrkadla.

2.8 Leti, leti, vSetko leti: ¢o leti? vzordk <meno> a <meno>, opravoval TBD

"'Znamienko volime podla smeru pohybu zrkadla.
2Tt by ste potrebovali, aby vam zrychlenie zrkadla vo vztaznej sustave zrkadla vyslo nulové. To ale znamen4 iba tolko, ze
zotrvacna sila je rovna redlnej sile od fotonov vypocitanej v sistave zrkadla, len s opaénym znamienkom.
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