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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Sendvicova veta vzordk MatusH, opravoval Martin

Ked sa auto pohybuje rovhomerne priamociaro (bez zrychlenia), tak z druhého Newtonovho zdkona vieme,
ze vyslednica sil posobiacich na zavazie a baldnik je nulova. Tym padom bude zavazie visiet priamo dole a
balénik bude visiet' priamo hore.

Ak auto zrychluje, tak zrychluje aj vztazna sustava spojena s autom, a teda v nej posobi zotrvac¢na sila v
opac¢nom smere ako je smer zrychlenia. Brzdenie aj zrychlovanie auta sa sprava podla tej istej fyziky, lebo
brzdenie je vlastne len zdporné zrychlenie. To nam dovoluje tieto pripady riesit spolu.

Ak bude teda auto zrychlovat dopredu, tak zavesené zavazie sa vychyli smerom dozadu, teda od ¢elného skla.
Ak auto brzdji, tak zrychluje dozadu, a teda zavazie sa vychyli k celnému sklu.

S balénikom je to mierne odlisné. KedZe hélium ma mensiu hustota ako vzduch, vztlakova sila’ je
nezanedbatelnd’®. Zotrva¢na sila ale posobi na vsetky objekty, takze aj na vzduch, ktory je v aute. Na vzduch
teda pdsobi gravita¢na aj zotrvacna sila a ich vyslednica ma smer dole a kisok dopredu, respektive dozadu
(zavisi od toho, ¢i auto spomaluje alebo zrychluje). Vztlakova sila bude posobit proti tejto vyslednici.

Ak teda auto zrychluje, tak na balonik posobi gravita¢na sila smerom dole, zotrva¢na sila smerom od ¢elného
skla a vztlakova sila hore a k ¢elnému sklu. Otazka teda je, ktorym smerom bude pdsobit vyslednica?
Uvedomme si, Ze vyslednica gravita¢nej a zotrvacnej sily posobi presne v opa¢nom smere ako vztlakova®.
Vztlakova sila je pritom vécsia, lebo vzduch ma viac¢siu hustotu ako hélium.

Ak teda zrychlujeme, baldnik sa vychyli k ¢elnému sklu a ak auto brzdi, tak od ¢elného skla. Zjednodusene
sa na to dd pozerat aj tak, Ze vzduch ma vacsiu hustotu ako hélium a bude sa spravat ako zavesené zavazie.
Balénik nim bude vytlaceny na druhd stranu.

Cely tento pripad je naCrtnuty na obrazku, ktory je nakresleny vo vztaznej sustave auta. F, je gravitacnd sila,
F, je zotrvacnd sila a F, je vztlakova sila posobiaca na balonik. Vztlakova sila je pritom este rozloZend na
zlozku, ktora posobi kvoli gravitacii a zlozku, ktora posobi kvoli zotrvacnej sile.

'Pod ,visiet“ chipeme, ze balénik je upevneny a vdaka tomuto upevneniu ostane na mieste.
2Vztlakov4 sila posobi, lebo okolo balénika je vzduch.

*Narozdiel od pripadu so zavazim, kde sme ju ml¢ky zanedbali.

*Toto je vdaka tomu, Ze vztlakovd sila je sposobend tym, ze vzduch vytld¢a hélium.
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Obrazok 1.1.1: Ndcrt situdcie s balénikom v zrychlujiicej sustave auta

Posledny pripad je, ked ide auto po kruhovom objazde. Pozrime sa na tento pripad vo vztaznej sustave, ktora
ma stred v strede kruhového objazdu. Navyse, tato sustava sa toci tak, aby v nej auto stélo. V takejto sustave
posobi odstrediva sila smerujuca od stredu’. Zavazie teda tato sila vychyli v smere od stredu kruhového
objazdu. Uvahy s balénikom prejdt uplne analogicky pre odstredivt silu. Jediny rozdiel bude, ze vztlakova
sila bude posobit hore a k stredu kruhového objazdu. Balénik sa teda vychyli v smere do zdkruty.

1.2 Noetherovej veta vzorak MatusH, opravoval Mirko

Ako prvé si véimnime, Ze na zaklade stroboskopickej fotky vieme, Ze jedna gula sa cely ¢as nachadzala v
hornej a druhd v dolnej polrovine. To vidime z toho, Ze samotna zrazka je zachytena na jednej z fotiek.
Zodpoveda jej konkrétne tretia pozicia gul zlava.

Sta¢i ndm teda riesit, ¢i i8li gule zlava doprava, sprava dolava, alebo kazda rézne. Vieme, Ze na lavej strane
obrazka mali obe gule vdc¢siu rychlost a teda aj energiu. Z obrazka navyse vyzera, Ze obe gule mali vpravo aj
vlavo rovnaku energiu. Z toho vieme rovno usudit, Ze nemohli obe §tartovat vpravo (pozicie 2 a 3), lebo by
zrazu po zrazke mali dokopy vacsiu energiu. Ak neuvazujeme idedlnu zrazku, tak gule nemobhli $tartovat ani
v diagonalnych poziciach, lebo by sa energia pri zrazke zachovala dokonale, ¢o sa v realnom svete moc nema
ako stat. V takom pripade dostavame jedini moznost, gule Startovali v poziciach 1 a 4 a skon¢ili v poziciach
2a3.

Podme si overit, ¢i by pri takejto zrazke platil zakon zachovania hybnosti (ak by neplatil, nebola by totiz
moznym rieSenim). KedZze hmotnosti oboch gl st rovnaké, pri porovnavani hybnosti sa staci zamerat na
ich rychlosti (lebo p = mv). Rozdelme si ich na zvislé a vodorovné zlozky. Vidime, Ze zvislé zlozky pred aj
po zrazke su rovnako velké, no smeruju opa¢nymi smermi. Celkova hybnost v zvislom smere je preto pred
aj po zrazke 0, teda sa nezmenila. Vo vodorovnom smere pozorujeme, Ze ziadna z gul nezmenila rychlost —
teda aj vo vodorovnom smere sa hybnost zachovala. Teda gule mohli $tartovat v poziciach 1 a 4 a skoncit v
poziciach 2 a 3.

>Zotrvaénu silu nemame, lebo samotny pociatok stistavy nezrychluje.
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Ak by sme (napriek konfliktom s realnym svetom) isli uvazovat aj dokonale pruznu zrazku, nemohli by sme
vylucit ani diagondlne pociato¢né pozicie — také, kde gule prejdaz1 a3 do2 a4 (aleboz2a4do1a3).
Podme opit skontrolovat, ¢i by pri tychto rozostaveniach platil zakon zachovania hybnosti. Vsimnime si,
ze tentokrat je pred aj po zrazke nulovd vodorovna zlozka hybnosti, lebo gule isli oproti sebe s rovnakou
vodorovnou rychlostou. Rychlosti v zvislom smere uZz st rézne, no celkova hybnost systému v tomto smere
sa tiez zachovala - aj pred aj po zrazke ma velkost rychlejsej zvislej rychlosti minus pomal$ej zvislej rychlosti,
a to ¢i uz smerom nadol (ak gule zacinali v 1 a 3) alebo smerom nadol (ak gule zacinali v 2 a 4). Teda ak
uvazujeme, Ze mohla nastat aj dokonale pruznd zrazka, jej rieSenim mozu byt aj tieto diagonalne pociato¢né
pozicie.

1.3 Veta o nekonecnej opici vzorak Simon, opravoval Kubko

Na zaciatku ndam moze rovno udriet do o¢i, Ze nie vo vsetkych vysledkoch sedia fyzikalne jednotky. Takto
mozeme rovno odstranit vysledky 8. a 10., v oboch pripadoch po dosadeni jednotiek dostaneme T—;, ¢o urcite
nie je jednotka rychlosti.

Vsimnime si, Ze druhy vysledok je nezavisly od L. Ked si porovname situaciu, kde L = 0 s [ubovolnou
situdciou, kde L je nenulové, rozhodne rychlost nemoze byt rovnaka. Pre L = 0 potrebujeme nejaku
vertikdlnu rychlost v, a nulovi horizontdlnu rychlost. Pre nenulové L uZz ale potrebujeme aj nejaku
horizontélnu rychlost v, ¢ize celkova rychlost bude v = /v; +vj. Druhy vysledok teda spravny nie je,
lebo by nam daval rovnaka rychlost v oboch tychto pripadoch.

Logicky dava zmysel, ze ¢im je vacsie L, tym vyssiu rychlost potrebujeme. H v takomto pripade zostane
rovnaké, ¢ize sa bude menit len horizontélna zlozka rychlosti, a teda celkova rychlost bude ovplyvnena len
nou. Z tejto uvahy vyplyva, Ze vysledok 5. spravny nie je, kedZe sa L vyskytuje len v ¢lene, ktory od¢itavame,
takzZe rychlost je mensia, ak je L vacsie.

Dalej sa pozrime na nejaké okrajové pripady. Ak by sa H = L, ¢o je situdcia, ktord moze nastat, v prvom
vysledku by sme delili nulou, ¢ize rychlost by vychddzala nekone¢na. Preto moézeme odstranit aj tuto
moznost.

V pripade, ze by hadica bola kolmo na zem, vzdialenost L by bola nulova. Ked do vysledkov dosadime L = 0,
v tretom vysledku by sme delili nulou, ¢ize rychlost by bola tiez nekonec¢na.

Dalsia situdcia, ktord moze nastat je hadzanie dozadu, teda do vzdialenosti ~L. Pre tato vzdialenost
samozrejme ocakavame rovnaku velkost rychlosti ako pre L. Po dosadeni do zvy$nych vysledkov vieme
vylucit vysledky 4. a 9., pri ktorych dostaneme ind rychlost pre zaporné L.

Posledné dva vysledky — 6. a 7. - sa li$ia len v koeficiente pri druhom ¢lene v odmocnine. Ak si znovu
predstavime situdciu, kde L = 0, teda zvisly vrh, dostaneme \/2¢gH a \/3gH. Zo zakona zachovania energie
(kineticka energia sa zmeni na potencialnu) vieme jednoducho odvodit, Ze v tomto pripade rychlost musi
byt \/2¢H, takze vysledok 7. bude urcite nespravny.

Takto ndm ostal len vysledok 6., ktory splta vietky okrajové pripady a rozmerovo sedi, a teda by mohol byt
rieSenim ulohy.
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1.4 Picardova veta o existencii a jednoznacnosti rieSenia  vzorék FilipB, opravoval FilipB

Ako prvé si musime uvedomit princip, ktorym je raketa pohanana. Zatial ¢o auto sa pohybuje vdaka
trecej sile medzi pneumatikami a asfaltom, raketa takato moznost nema (kedZe medzi planétami zatial
nemame postavené dialnice). Ako sa teda raketa pohybuje? Objasnime si to na jednoduchom myslienkovom
experimente.

Predstavme si, Ze pozorujeme c¢loveka, ktory stoji na dokonalo hladkej ploche (napriklad na zamrznutom
jazere) a dokaze sa po nom pohybovat v podstate bez trenia. Do ruky zoberie tazky kamen a velmi silno ho
hodi vodorovne pred seba. Stanu sa dve veci — kamen odleti v smere vrhu a dopadne na zem, a zaroven sa
¢lovek za¢ne voc¢i nam pohybovat, a to opaénym smerom ako kamen. Ako rychlo sa v§ak bude hybat ¢lovek?
Odpoved ndjdeme pomocou druhého Newtonovho zakona

dp
F= (1.4.1)
V pripade, Ze na sustavu clovek + kamen nebudu posobit vonkajsie sily (gravitaciu zanedbame, kedze
neposobi v smere pohybu), bude v danej sustave platit zakon zachovania hybnosti. Pred hodenim sa ¢lovek
s kamenom voc¢i ndm nehybal, preto musi byt aj po hode celkova hybnost ststavy nulova. To znamena,
ze akikolvek hybnost nadobudol kamen, ¢lovek musel nadobudnut rovnako velkd hybnost, ale v opa¢nom
smere (kedZe vieme, ze hybnost je vektorova veli¢ina a s¢itanim dvoch opa¢nych, rovnako velkych vektorov
ziskame nulovy vektor).

Na rovnakom principe ,,odvrhavania“ paliva sa pohybuju rakety. Klacova myslienka spociva v tom, ze
hmotnost rakety (presnejsie sustavy raketa + neodvrhnuté palivo) nie je kons$tantnd. Zaroven je nutné
dodat, ze zakon zachovania hybnosti plati podla 1.4.1 iba v pripade, Ze na stustavu nepodsobia dalsie sily,
napr. gravita¢nd. Ak sa teda raketa nachadza v nezanedbatelnej blizkosti planéty alebo hviezdy, musime
zohladnit aj posobiacu gravita¢n silu.

KedZe uz rozumieme situacii, ktorda modelujeme, je ¢as matematizovat. Uvazujme raketu v Case t, s celkovou
hmotnostou m, (teda raketa aj palivo) a rychlostou v,. Celkova hybnost tejto ststavy tak je py = mgv,.

Teraz si predstavme, ¢o sa stane v Case t; = t, + dt (ak nepoznate symbol d, nahradte si ho symbolom A).
Raketa odvrhne maly kisok paliva hmotnosti dm rychlostou v, vzhladom k inercidlnemu pozorovatelovi.
Tento kusok paliva tak nadobudne hybnost dp,, = v, dm. Désledkom toho sa musi zmenit aj hybnost sustavy
raketa + neodvrhnuté palivo. Rychlost voci inercialnemu pozorovatelovi sa zvysi o dv, hmotnost rakety a
neodvrhnutého paliva klesne o dm. Hybnost v ¢ase t; tak bude

p(t) =(m—dm)(v+dv). (1.4.2)
Celkova bilancia hybnosti v ¢ase #; tak bude

p(t) = movo + modv —vodm —dmdv + v, dm. (1.4.3)

Pozname vsak rychlost vytoku plynov v, vzhladom k rakete. Lahko si rozmyslime, ze rychlosti spolu suvisia
vztahom

V=V, = V. (1.4.4)
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Tato skuto¢nost dosadime do rovnice 1.4.3. Naslednymi tpravami a zanedbanim ¢lena dm dv (sucin dvoch
velmi malych ¢isel) dostavame

p(t) — po=dp=modv+v,dm. (1.4.5)

Podla druhého Newtonovho zékona musi byt dp/dt = F, kde F vonkajsia sila posobiaca na ststavu (napr.
gravitacna, ak je raketa v blizkosti vesmirneho telesa). Ak teda obe strany rovnice 1.4.5 este vydelime
diferencidlom ¢asu, dostavame diferencialnu rovnicu pre rychlost rakety v tvare

dv dm

Tato rovnica sa nazyva rovnica Mes$cerského a jej rieSenim vieme najst casovd zavislost rychlosti rakety.
Naslednou druhou integraciou vieme zistit ¢asovu zavislost vysky. Nez pristupime k rie$eniu, v§imnime si,
ze v rovnici nevystupuje rychlost rakety. Taktiez vidime, Ze v, aj y = dm/ dt pozname.

Ak by sme teraz dosadili za F z Newtonovho gravitacného zakona, dostali by sme pomerne zlozita
diferencialnu rovnicu, ktoru viak vieme riesit numericky. Raketa, ktort uvazujeme, je ale pomerne mala
(podla zadania ma 4,1 tony, zatial ¢o rakety pouzivané NASA maju okolo 60 az 100 ton), pravdepodobne
sa tak bude pohybovat v blizkosti povrchu Zeme. Preto m6Zeme predpokladat, Ze intenzita gravita¢ného
pola bude pocas letu rakety konstantna a rovna tiazovému zrychleniu pri povrchu. Len pre overenie, ak
predpokladdme, ze raketa vyleti do vysky $h_f =300 km, je hodnota vyrazu (R + h)?/R? = 1,1, teda odchylka
od skuto¢ného tiazového zrychlenia bude najviac 10 percent zrychlenia na Zemi (¢o je ale teda hrani¢né).

Mozeme tak dosadit F = m(t)g, nésledne vydelit m(t) a dosadit zan m(t) = my — ut, ¢im dostdvame

dv VU

— =g+ — 1.4.7
ar - &7 mo — pt ( )

Toto je diferencidlna rovnica, ktora nam prezradi ¢asovy priebeh rychlosti rakety, z ktorého vieme nésledne
urcit vysku vystupu. Mozno ju riesit bud analyticky, alebo numericky tzv. Eulerovou metédou. Nasleduje
ukdzka analytického rieSenia, numerické riedenie sa nachadza nizsie.

Obe strany rovnice mozeme intergrovat podla ¢asu od 0 do #;, ¢im dostavame

my
t) —vo=—gt P n| ——— . 1.4.8
v(t) —vo=—-gt+v n(mo—‘utl) (1.4.8)

Nasej pozornosti nesmie uniknut, Ze sa jednd o (modifikovanu) Ciolkovského rovnicu (ak by sme neuvazo-
vali tiaZové pole Zeme). KedZe raketa $tartovala v pokoji, je v(0) = 0. Opitovnou integraciou od 0 po ¢, a
uvazeni, Ze v ¢ase t = 0 bola raketa v nulovej vyske, dostavame rovnicu

h(t) = —%gtz 4 V’m"(mo - ‘ut(ln Mo — k1 —1) +1). (1.4.9)
U

) My

Maximalna doba letu bude dand mnozstvom paliva a mierou y, ktorou je spalované. Ak by sme napriklad
predpokladali, Ze m, = 4 t z poévodnych 4,1 t tvorilo palivo (priblizne takyto pomer paliva a hmotnosti
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konstrukcie ma Falcon 9), maximalny ¢as vystupu by sme vypocitali vztahom

Ciselne dostavame t,,,, = 250 s. Tento ¢as dosadime do vztahu 1.4.9, ¢im dostidvame, Ze v 250-tej sekunde
vystupa raketa do vysky priblizne 260 km nad zemskym povrchom.

Numerické riedenie Eulerovou metédou spociva v tzv. diskretizacii krokov, t. j. nekone¢ne malé diferencidly
si nahradime konec¢ne velkymi (ale stdle dost malymi) zmenami hodnét. Pismenka d tak nahradime A.
KedZe je ale rovnica 1.4.7 tzv. diferencidlnou rovnicou druhého radu, musime ju ,riesit dvakrat® - prvym
rieSenim dostaneme ¢asovu zavislost rychlosti, pri druhom rieseni dostaneme ¢asovu zéavislost vysky. Tieto
dve rovnice budu vyzerat ako

Av=(-g+ l) At,
mo — pt

0—

(1.4.10)
Ah = v At.

Tieto rovnice staci prepisat do vasho oblubeného programovacieho jazyka a mate hotovo. Pri Eulerovej
metode je potrebné volit maly ¢asovy krok, kedZe ma tendenciu sa rychlo odchylovat od skuto¢ného riesenia.

Na grafe niz8ie sa nachddza porovnanie numerickych rieseni s presnym a pribliznym tiaZovym zrychlenim
a analytického rieSenia s pribliznym tiaZovym zrychlenim.

Numerické riedenie, g = 9.81 ms 2
250000 9 == == Numerické rieSenie, presné tiazové zrychlenie 1
X Analytické rieSenie {(
4
200000 4 1
»I:
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< /
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S
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{\
50000 - 25
\/)’\Y\’
Q %\(\A
oy ol
0] 0060000660006006968%
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Obrazok 1.4.1: Porovnanie metdd riesenia

Vidime, Ze vSetkymi tromi metédami sme dospeli k (priblizne) rovnakému rieSeniu. Podla numerického
rie$enia s pribliznym tiazovym zrychlenim a aj podla analytického doleti raketa do vysky 260 km, drobna
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odchylka je dana len nepresnostou numerickej metddy. Podla numerického rieSenia s presnym tiazovym
zrychlenim doleti raketa do vysky priblizne 264 km, ¢o je v sulade s o¢akavnim, kedZe gravita¢né zrychlenie
na povrchu Zeme je hornym odhadom intenzity gravita¢ného pola pocas celého letu rakety.

1.5 Veta o pevnom bode vzordk MatusH, opravoval MatusH

Celé riesenie budeme formulovat vo vztaznej sustave spojenej s lietadlom. Tato vztaznd stustava v obidvoch
pripadoch zrychluje, ¢o znamena, Ze na telesa v nej posobi zotrvac¢na sila proti smeru zrychlenia s velkostou
F, = ma, kde m je hmotnost objektu a a je zrychlenie lietadla.

Ako prvé sa pozrime na rozbeh po drahe, ked je podlaha lietadla este rovnobezne so zemou. Vieme, ze
na zaveseny hmotny bod (kyvadlo) posobia tri sily. Gravitatnd F, smerujica dole, zotrvaénd F, smerujuca
kolmo na gravita¢n, a sila od lanka T smerujtca v smere lanka. KedZe kyvadlo nezrychluje®, tieto sily musia
dat nulovt vyslednicu. Inymi slovami, tvoria pravouhly trojuholnik, kde T je prepona. Vieme, ze medzi T a
F, je uhol 15°. To znamend, Ze zotrvacnu silu a tym aj zrychlenie lietadla vieme vyratat ako

F,=Fgtanl5° = a=gtanl5°=2,6 m/s’.

V druhej casti ulohy (stale rieSenej vo vztaznej sustave lietadla) je komplikacia, Ze nevieme, ktorym smerom
posobi gravita¢na sila, no vieme jej velkost. O zotrvacnej nevieme velkost, ale vieme, Ze je rovnobezna s
palubou lietadla.

Ak sabudeme pozerat dalej na kyvadlo, tak jeho smer ndm bude ukazovat vyslednicu gravita¢nej a zotrvacnej
sily. Povedzme, ze by sme vedeli aj velkost F tejto vyslednice. Do obrazka 1.5.1 sme zakreslili informacie,
ktoré vieme. Kruznica znaci vSetky mozné body, kam modzeme nakreslit koniec $ipky’ reprezentujuci
gravitacnu silu a preruSovand ciara znaci smer zotrvacnej sily. Z obrdzka vidime, Ze méme len dve moznosti
(zelenu a cervent), ako zvolit smer a velkost tychto sil, aby sme dostali spravnu vyslednicu.

Obrazok 1.5.1: Ndcrt gravitacnej a zotrvacnej sily v lietadle

Vieme vybrat z tychto dvoch pripadov? Komercné lietadla standardne nemaju zavratné zrychlenia, lebo je to
neekonomické. To znamend, Ze gravitacna sila bude stale td dominantnd, a teda méZeme prehlasit, Ze realite

8Stéle vietko berieme vo vztaznej ststave lietadla.
7Pri¢om sa za¢ina v rovnakom bode ako F.
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bude zodpovedat zeleny pripad. Ak by vSak Marek bol na palube stihacky, nevedeli by sme zrychlenie urcit
jednoznacne.

Naés postup sme teda zredukovali na odmeranie smeru a velkosti vyslednice a nasledna geometriu, konkrétne
kosinusovu vetu®. Ako by sme vedeli zmerat rychlost? Pomo6ze nam opit kyvadlo. Vieme, ze periéda malych

kmitov kyvadla je T = 271\/1/g°. Ak teda odmeriame dlZku zavesu a periédu, vieme vypocitat g. Tym sme
ziskali uz aj velkost vyslednice gm a mdme kompletny postup, ako by sme zistili zrychlenie.

Uz len na zaver dopliime, Ze pomocou kosinusovej vety by sme a vyjadrili ako

a=gcosa—/g*cos’a+ g g,

kde « je uhol medzi vyslednicou gravitacnej a zotrvacnej sily a podlahou lietadla. Pri rieSeni kvadratickej
rovnice sme zobrali minus, lebo to zodpoveda zelenému pripadu.

1.6 Gaussova-Ostrogradského veta o divergencii vzorak Hovorca, opravoval Hovorca

V prvom by sme sa chceli ospravedlnit za pomerne neskort upravu zadania tejto ulohy. Aj majster tesar sa
utne a v tomto pripade sme nezbadali, Ze zadanie nemusi uplne davat zmysel tak, ako sme si ho povodne
predstavili. Za upozornenie dakujeme iniciativnym riesitelom :) Podme na samotné vzorové riesenie!

Uloha v nds okamzite vzbudi dojem elektrostatiky - ide o situdciu, kde mdme nejaké statické rozlozenie
elektrického ndboja. Vadsinu dloh z elektrostatiky dokdZeme vyriesit jednym zdkonom - Gaussovym
zakonom elektrostatiky (Vsimli ste si tento hint v nazve tlohy? Viete, ako suvisi Gaussov zakon elektrostatiky
s Gaussovou-Ostrogradského integrdlnou vetou/vetou o divergencii?). Gaussov zakon elektrostatiky nam
hovori, Ze ak vezmeme Iubovolnt uzavrett plochu S, tak potom integral po tejto ploche z elektrickej
intenzity E je rovny naboju vo vnutri nasej plochy vydelenému permitivitou prostredia . Tychto vela slov

sa matematicky napise ako
# E-ds= 2
€
S

Zapamitajme si tento zakon ako poznatok a pozrime sa, ¢o od nas uloha vlastne vyZaduje a ako sa tento
zakon dé pouzit. Mame spocitat hrubku izolacie h medzi vodi¢mi v koaxidlnom kabli, ktord je potrebna aby
bolo medzi vodi¢mi napdtie U, a potom e$te ako vyzera pole E v okoli kabla. Na vnitornom kabli je naboj s
dizkovou hustotou ¢, na vonkajsom bud nulovy alebo opa¢ny.

Pozrime sa na to napdtie. Napdtie je rozdiel elektrickych potencialov medzi nejakymi dvomi bodmi.
Elektricky potencidl v nejakom mieste je zase praca potrebna na prenesenie jednotkového naboja (alebo
praca vydelena nabojom) z miesta s nulovym potencidlom do daného miesta. Nulovy potencial si pritom
mozeme zvolit, kde chceme. Standardne sa voli nekone¢ne daleko, ale napriklad tu je vyhodné zvolit za
nulovy potencial povrch vnatorného vodi¢a. Potom mo6zeme napitie medzi vodi¢mi spocitat ako ti pracu
hore. Jediny problém je, Ze naSe pole nemusi a ani napokon nebude homogénne. To znamena Ze pozdlz
nadej drahy sa bude menit sila F elektrického pola. Mdzeme ale na malinkych kasockoch dI povazovat silu
za konstantnu a pocitat podla vztahu dW = F(1) - dI a napokon s¢itat véetky takéto kusocky aby sme dostali

8Pozname velkosti dvoch stran a jeden uhol.
“Uvedomme si, Ze pre kyvadlo je irelevantné, ¢&i g je gravita¢né zrychlenie g alebo zrychlenie zodpovedajtice hociakej inej sile,
v tomto pripade suctu gravitacnej a zotrvacne;.
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celkovu pracu. Takyto spojity sicet je vlastne integral, teda

U:éjguya:]gaya.

Spo¢itanim tohto integralu by sme dokdzali vyjadrit hodnotu napitia ako funkciu hrabky izoldcie. Co na
to potrebujeme vediet? Prave hodnotu elektrického pola kdekolvek vo vnutri izolacie. Ako ju ziskame?
Samozrejme, z Gaussovho zdkona.

Ak si teraz poviete ,,Hovorca, no super, musim teraz ratat nie jeden ale hned dva grené integraly...“ treba
nezufat. Spomenme si na ten Gaussov zakon.

#E-dS: Qin.
&€
S

Vyzera to nepekne, ale zachrani nas, Ze nasa tiloha je velmi symetricka. To ndm dovoli si nasu plochu S zvolit
velmi rozumne tak, aby sme sa vyhli skalarnemu stucinu aj celému integrovaniu. Zvolime si ju totiZ v tvare
povrchu valca pekne obopinajiceho nas vnatorny vodi¢. Nech ma nas valec vysku d a polomer podstavy p.
Ak sa zamyslime, uz zo symetrie ulohy vidime, Ze ¢o sa podstav tyka, ich prispevok do integralu bude nulovy,
lebo pole v okoli nasho kabla kvoli symetrii bude iba radidlne od kabla. A ¢o na zvysku plasta? Tam zase zo
symetrie bude pole E(p) v kazdom bode rovnaké, a este k tomu ma smer kolmy na plast valca (radidlny),
takZe ani skaldrny sucin ni¢ neznamend a mozeme len jednoducho napisat

ﬂm#az%.

£

plast

Tento integral vlastne pocita plochu plasta valca, ¢o je v naSom pripade 27pd a tak dostaneme, prepisané cez
veli¢iny zo zadania

Qo @ od o0
2npde  2mpdeje.  2mpege,

E(p) =

¢o nas celkom tesi, lebo vysku valca d sme si zvolili dost ndhodne a teraz vypadla. Je dobré poznamenat, ze
zatial pracujeme len s polom ,vo vnutri“ izolacie, takze naboj (ak nejaky je) na vonkajsom vodici si podla
Gaussovho zdkona nezahra. Teraz uz vieme hodnotu pola kdekolvek vnutri izolacie.

Neprijemna cast: zistit samotné napitie. MoZeme spocitat integral

r+h r+h r+h1
o o
U:/E -d:f dp = /—d.
/ (P) P / 2mpeye, P 27EE; / p P

Tento integral nie je extrémne naro¢ny, patri do rodiny tzv. tabulkovych a vselikde by ste ho nasli ako tplne
vzorovy priklad. Riesenim je

o r+h
In
27ENEs r

U(h) =
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Ak chceme vediet hribku potrebnt na dosiahnutie konkrétneho napétia U, vztah musime obratit, dostaneme

2meger

h=r(e v Y-1).

Co by sa zmenilo, ak by vonkajii vodi¢ mal naboj s opa¢nou dlzkovou hustotou ako vnutorny vodi¢? Uplne
ni¢, nakolko sme pocitali iba s polom vnutri izolacie a toto podla Gaussovho zdkona nie je ovplyvnené
nabojmi mimo izoldcie (toto je potrebné poriadne si premysliet a pochopit!).

Druha otazka, ktort sme dostali, je zistit, ako vyzera pole v okoli kabla. Ak vonkajsi vodi¢ kabla nie je nabity,
tak vztah, ktory sme pouzili na zistenie elektrického pola v okoli vnitorného vodica plati aj mimo kabla
(nepridali sme nikam Ziadny naboj), treba si ale dat pozor na permitivitu prostredia, ktora je v okoli vodica

ind. Pole bude radidlne, s velkostou
o

E(p) = .
(p) 2mpes

Co v pripade, e vonkajsi vodi¢ je nabity presne naopak ako vntitorny? Opit sa utiekame ku Gaussovmu
zékonu,
fpE-as- Q|
€
S

Opit si myslime valec stibezny s kablom. Néboj v nom uzavrety je teraz spolu 0, ¢o ale znamena, Ze (rovnakou
uvahou ako vo vnitri izoldcie) je pole v lubovolnej vzdialenosti (pri [lubovolnom polomere mysleného valca)
tiez nulové.

1.7 Weinbergova-Wittenova veta vzorak Tomas, opravoval Tomas

Ked vam prave Hovorca nehu¢i do hlavy nieco o strunach, vase usné bubienky su v pokoji, a samozrejme st
napinané nejakym napétim. V modeli s pruzinkami umiestnenymi do kruhu si to vieme predstavit tak, ze
kazda pruzinka taha svojim smerom, pricom hmotny bod v strede sa nehybe.

Obrazok 1.7.1: Dve pruziny tahajiice hmotny bod

Pozrime sa na obrazok 1.7.1. Pre jednoduchost v nom st znazornené len dve pruziny. V po6vodnej
rovnovaznej polohe mali obe dlzku L, kvoli ¢omu pésobili na hmotny bod nejakou silou F, kazda opa¢nym
smerom. A podla zadania je vychylka sposobena nad$enym Hovorcom dostatoéne mala na to, aby dlzka
bola stale L, a preto ani velkost tahovej sila F sa nezmeni. Zmenil sa v$ak jej smer. Teraz ma na obrazku od
zvislej polohy vychylku 6. Tomu zodpoveda vychylka hmotného bodu x = L sin 6, alebo pre malé vychylky
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0 mozeme pisat x = LO. V smere naspat do rovnovaznej polohy teda pdsobi jedna pruzina na hmotny bod
silou F, = —kx. Dokopy ale pruzin mame N, ¢izZe v zavislosti od vychylky x je vyslednad sila posobiaca na
hmotny bod je F, = -Nkx.

To je prelomovy objav, lebo toto uz pozname - je to harmonicky oscilator, lebo sila je priamo imernd vychylke
x. Ak oznac¢ime efektivnu tuhost usného bubienka k.4 = Nk, tak tento harmonicky oscilator kmita s uhlovou

frekvenciou
[ ke [Nk
w = = _—
m m

a s nejakou amplitudou A, teda vychylka v ¢ase ¢ je

x(t) = Asin wt.
Ak ju zderivujeme podla ¢asu, dostaneme rychlost
v(t) = Aw sin wt.

Preto je kineticka energia v ¢ase

1 1
E(t) = Emvz(t) = EmAzw2 sin® wt.

Treba si uvedomit, Ze jej hodnota sa periodicky meni. Preto k vypoctu jej priemernej hodnoty nam staci sa
pozriet len na jednu periédu. Mohli by sme to robit tak, Ze si vy¢islime hodnoty Ey(t) pre vela roznych po
sebe iducich ¢asov v ramci jednej periddy, tie vSetky séitat, a potom vydelit po¢tom hodnoét. Presny vysledok
ale dostaneme tak, Ze namiesto s¢itavania vela hodno6t budeme integrovat Ey (), a namiesto delenia poétom
hodnét budeme delit dlzkou periédy. Samotna funkcia sin? t ma periédu rovnu 7, ¢ize v naom pripade ma
Ey(t) periédu rovnu 77/ w. Takze priemernd kinetickd energia je
n/w

1 1 i

(Ex(t)) = — f EmAza)2 sin’ wt dt.

7/ w .

Pouzijeme substituciu wt = u, ¢iZze w dt = du, a hranice integracie sa zmenia na (0, 7). Takze
T
1 1 1
(Ex(t)) = — f -mA*w?sin® u - — du.
7w ) 2 w

Konstanty ddme pred integral a zostane ndm tabulkovy integrdl sin® u od 0 do 7, ktory je rovny 1. Preto po
zjednoduseni vyrazu a dosadeni za w dostavame vysledok pre priemernt hodnotu kinetickej energie

(E(1)) = ANE

4

1.8 Veta o prekroceni rieky vzorék <meno> a <meno>, opravoval Marek
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