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RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Realisticka zrazka vzorak Patrik, opravoval Patrik

Tato ulohu si rozoberieme celkom svizne. Ak si eSte nepozeral(a) vzordk z prvého kola, urcite sa nan mrkni
- nadvdzujeme nan a vela veci ti z neho hned docvakne.

Najprv sa pozrime na zrazky. Tentoraz uz nie st dokonale pruzné, ale nejaké ,,skuto¢nejsie” - niekde medzi
pruznymi a nepruznymi. Podme si pripomenut, ¢o tieto dva extrémy vlastne znamenaju:

o Dokonale pruznd zrdazka (DPZ) - zachovava sa hybnost aj energia. To je ta krasna idedlna fyzika z 1.
kola.

o Dokonale nepruznd zrdazka (DNZ) - hybnost sa sice zachova, ale energia nie. Vacsinou si to predstavime
tak, Ze sa telesd po zrazke zlepia a ida spolu.

Predstavme si teraz, Ze puk A stoji a puk B don ¢elne narazi rychlostou vs.
- Ak je zrazka dokonale pruzna, B sa zastavi a A ide dalej jeho rychlostou.
- Pri dokonale nepruZnej zrédzke sa zlepia a idu spolu rychlostou vz/2.

V skuto¢nosti bude zrazka niekde medzi - zalezi na koeficiente restitiicie, ¢o je len fancy sposob ako povedat:
»kolko energie pri zrazke nestratime®. Ale pozor - hybnost sa zachovad stdle, aj ked energia nie.

No a teraz ta hlavna vec: hocijaka realna zrazka nam vlastne len zhorsuje situdciu oproti dokonale pruzne;j.
V idedlnom pripade vieme puk krasne ,,naprogramovat®, aby sa cez par zrazok vratil na pévodné miesto
a zastal. Pri redlnejsich zrazkach vsak prichadzame o energiu a puk uz nema dost ,,stavy, aby sa vratil a
spravne zastavil. V pripade DNZ je to uz uplna katastrofa - puky sa zlepia a 0 navrate nemdze byt rec.

No dobre, zrazky nam nepomohli. Ale mame este jedno eso v rukave: trenie.

Vratme sa k myslienke z prvej série: mame dva nehybné puky a jeden ,,nas", ktory vystrelime rovno na ne. V
pripade pruznej zrazky sa puk odrazi a ide spat. Ale teraz navyse pocitame s trenim - takZe sa pocas navratu
spomaluje. Ak sme ho na zaciatku odpalili dostatoc¢ne silno, tak mu trenie pekne ,,zoberie” rychlost a on sa
sam zastavi bez potreby tretieho puku. Krasa!

Takze ¢o sme zistili? Ze redlnejsia fyzika sice komplikuje plan so zrdzkami, ale vdaka treniu moézeme niektoré

puky uplne vynechat. Ak to dobre naplanujeme, vysledok moze byt este lepsi ako v idedlnom pripade.

3.2 Wanted vzordk <meno> a <meno>, opravoval Stano

3.3 Pochdédzna vzorak Jaro, opravoval Jaro

Za¢nime tym, Ze si premyslime, ¢o sa po postaveni na hladinu deje z fyzikdlneho hladiska. Na Tomasa
pochopitelne pdsobi tiazova sila smerom nadol. Na podrazky topanok zasa pdsobi vztlakova sila smerom
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nahor. Pokial stoji Tomas v perfektne zvislej polohe, tieto dve sily sa akurat vyrusia a Tomas by mal byt
schopny stat na hladine. Problémom je ale slovko perfektne. Ak sa Tomas vychyli z perfektne zvislej polohy
¢o ilen o zlomok uhlovej sekundy, tiazova i vztlakova sila nanho za¢nu pdsobit momentmi. Na jeho smolu
budi mat oba momenty rovnaky smer, a to taky, ktory ho bude este va¢smi vychylovat zo zvislej polohy.

Akym spdsobom dokdzu zavazia na tyci zvratit tento zdanlivo nezvratny osud? Pridanie zavazia jednak
posunie rovnovaznu polohu hlbsie - to nds vSak az tak nezaujima; dolezitejsi efekt je ten, Ze posunie tazisko
Tomasa s prislusenstvom nizie, a tym aj posobisko tiazovej sily. Ak bude zavazie dostato¢ne hlboko, tazisko
klesne az pod pdsobisko vztlakovej sily, a v takom pripade pri vychyleni z perfektne zvislej polohy budd mat
momenty tiazovej a vztlakovej sily opa¢ny smer a vysledny moment bude vracat' Tomasa do perfektne zvislej
polohy.”

Stc si vedomi, ¢o sa pri stati na hladine deje, mdzeme sa pustit do pocitania. Sta¢i ndm pritom len napisat
podmienku rovnovahy vsetkych sil a najst polohu taziska.

V popisanej situdcii posobi patica vonkajsich sil: tiazova sila na Tomasa Gy = myg, tiazova sila na Tomasove
papuce G, = m,g, tiazova sila na zdvazie G, = m.g, vztlakovd sila na papuce B, a vztlakovd sila na zévazie
B,. KedzZe ale vztlakovd sila je imernd objemu ponoreného telesa, dd sa ocakdvat, Ze B, < B,, a tak
vztlakovu silu na zavazie zanedbame. Vztlakova sila posobiaca na papuce je zase len vyslednicou tlakovych
sil, ktorymi pdsobi voda na polystyrénové podrazky zo vetkych stran. Sily pdsobiace na zvislé ¢asti podrazok
sa navzdjom vyrusia, a tak vysledna vztlakova sila na papuce bude B, = p(h)-S, = hpgS, = V,pg, kde p(h)
je hydrostaticky tlak v hibke h, S, je plocha podrézok, V, je objem polystyrénu a p je hustota vody. Zaroven
vidime, Ze pdsobisko vztlakovej sily je na spodku podrazok, ¢ize v hibke k pod hladinou.* Spominana
rovnovaha sil teda vyzera nasledovne: mrg + V,p,g + m,g = V,pg, kde p, je hustota polystyrénu. Odtial
Vo _ mr+mg  mrtmg

vieme urdit vysku podrazky h = &£ = ~
Vyskup Y So Sp(p=pp) Spp

Ak si zvolime za nulovt siradnicu hladinu jazera, tak podrézka mé tazisko v hibke #/2, zévaZie v hibke
rovnajucej sa hladanej dlzke teleskopickej ty¢e — povedzme ¢, a Tomas vo vyske v. Aby bolo Tomasovo
statie na hladine stabilné, musi platit, Ze spolo¢né tazisko Tomasa s prislusenstvom ma byt v hlbke aspon h,

: mplvmze—mpv ! - m m .
¢o je hlbka posobiska vztlakovej sily, teda Doy MBS py Odltial £ > (1 + ﬁ)h + 5L (h +v). Odhadnime,

mp+mz+mp =
%e plocha Tom4$ovych podrazok je dokopy S, ~ 5 dm*, Toma§ m4 hmotnost my ~ 75 kg* a jeho taZisko je
vo vyske v ~ 1 m. Potom h ~ 1,7 m. Ak je hustota polystyrénu p, ~ 20 kg/m?, tak m, ~ 1,7 kg a kone¢ne
¢ > 22m.

3.4 Strela z merania vzordk <meno> a <meno>, opravoval Stano

3.5 Nebezpecné zviera vzordk Tomas, opravoval Tomas

Ak veduci vidia Zraloka plavat od jedného okraja akvaria po druhy okraj, tak zjavne Zralok plava po kruznici

YV r

s najvacsim moznym polomerom r, aby ho videli cely ¢as. Ked sa veduci pozru na okraj akvaria, ich zorny

!Premyslite si, pre¢o ho budu vracat. Odpori¢ame si nakreslit obrazok so vietkymi silami.

2Este poznamenajme, Ze toto bude fungovat, len ak tyce nestice zdvazia st schopné prenasat prie¢ne sily. Napriklad s lanami
by to fungovat nevedelo. Rozmyslite si preco.

>Keby boli ponorené celé topanky, museli by sme zapocitat aj tlakovt silu vody posobiacu na hornej strane topanok, a ta by
mala pochopitelne pdsobisko navrchu. Tu predpokladdme v stlade so zadanim, Ze ponorena je len podrazka, aby nohy zostali v
suchu.

4Pozorn}'r Citatel si iste v§imol, Ze Jaro v tomto vzordku trochu prikraslil Toma$ovu hmotnost.
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la¢ je doty¢nicou k povrchu akvdria, kde nastava lom svetla podla Snellovho zakonu lomu
1y sin o = 1, sin o,

kde n, n, st indexy lomu dvoch prostredi a «;, «, st uhly, ktoré zviera lu¢ svetla s kolmicou na rozhranie
prostredi. Nech je prostredie 2 vzduch, ¢ize a, = 90°, preto sina, = 1. NavySe, index lomu vzduchu je
n, = 1, takze v Snellovom zakone lomu je vlastne zbytocné ho pisat, kedze to zodpoveda nasobeniu jednotkou.
Odteraz preto oznacujme index lomu vody jednoducho n. Preto mame Snellov zakon lomu v tvare

nsina; = 1. (3.5.1)

Po nakresleni obrazka 3.5.1 vidime pravouhly trojuholnik s odvesnou r a preponou R, z ktorého vieme
vyjadrit
ina = - 352
sina; = % (3.5.2)

Obrazok 3.5.1: Zralok videny na okraji akvdria

Z rovnic 3.5.1 a 3.5.2 pozname sin a;, ktorych porovnanim dostdvame, Ze maximalny polomer kruznice, po
ktorej moze zralok plavat, aby bol stéle viditelny, je
R
r=—.
n

Odteraz nech zralok plava po kruznici s polomerom p < r, ¢iZe je stale viditelny. Ak veduci vidia Zraloka v
maximalnej uhlovej vzdialenosti x od stredu akvaria a medzi stredom a okrajom akvaria je uhlova vzdialenost
, tak Cast viditelného povrchu akvaria, cez ktoré vidno zraloka je jednoducho x/y.

Ak sa veduci teraz pozru na zraloka v momente, ked ho vidia najdalej od stredu, tak ich zorny lu¢ uz nebude
doty¢nicou k povrchu akvaria. Preto piseme Snellov zakon lomu

nsin a; = sin a,.
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Na obrazku 3.5.2 mame v akvariu pravouhly trojuholnik s preponou R, tentoraz v$ak s odvesnou p, ¢ize
sina; = p/R, ¢o po dosadeni do Snellovho zikonu lomu dava

p .
== . 3.5.3
”R sin a, ( )

Obrazok 3.5.2: Zralok plavajiici po kruznici s polomerom p

Este by bolo treba nie¢o spravit s uhlom «,. Preto vyuzijeme trojuholnik s vrcholmi v strede akvaria, pri
veducich a v bode lomu svetla na rozhrani. Ak ¢ je vzdialenost od veducich po stenu akvaria, tak pouzijuc
sinusovu vetu a uvedomujuc si, Ze sin(7 — a,) = sin a,, mdme

R+1 R

sina,  sin(a, — x)’

sin(a, — x) = R sin ;.

+1

Teraz za sin «, na pravej strane dosadime rovnicu 3.5.3 a z oboch stran spravime arkussinus, preto

n(77)
o, — x = arcsin| —— ).
R+1

Uz len vyjadrime x a opat dosadime to isté za a,, preto je
x= arcsin(nﬁ) - arcsin( i )
R R+1

Zostava vyjadrit uhol y, ktory je z obrazka 3.5.1

_arCCOS( R )
V= R+1)
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Cast viditelného povrchu akvéria, cez ktory vedtci vidia Zraloka je teda

arcsin(nﬂ) - arcsin(ﬂ)
X R R+1

y - arccos( % )

3.6 Shot direct vzordk Tomas, opravoval Tomas

Ahojte. Ja, stuc poznaceny dvomi semestrami nebeskej mechaniky, som dostal napad, ako riesit tato ulohu.
Lopta sa bude hybat po parabole a my tuto parabolu vyjadrime dvomi spdsobmi — pomocou geometrie a
pomocou fyziky, a potom tieto dve vyjadrenia porovname (v nebeskej mechanike sa takto dvomi sp6sobmi
opisuju kuzelosecky, najcastejsie elipsy).

Co potrebujeme poznat, aby sme jednoznaéne ur¢ili parabolu? No predsa tri body leZiace na parabole, lebo
v jej predpise su tri koeficienty. My vieme, Ze lopta ide z Patrikovych rik do kosa. To su dva body. Ale my
nepotrebujeme nutne poznat tri body. Sta¢i nam poznat dva a sklon doty¢nice k parabole v jednom bode,
teda derivaciu®. Tento sklon zistime z podmienky, Ze Patrik chce hodit loptu pod ¢o najmen$im uhlom.
Patrik mdze loptu hodit velmi vysoko, a vtedy lopta padne cez obru¢ skoro kolmo dole. Mdze ju hodit aj
pod plytsim uhlom (a mensou rychlostou), kvoli comu lopta preleti cez kd$ uz nie az tak kolmo dole. No
a najmensi uhol, pod ktorym Patrik moze hodit loptu je taky, kde lopta len $trajchne prednu cast obruce
zvrchu a zadnu zospodu.

KedZe ko$ je ovela mensi ako vzdialenost Patrika od kosa, predpokladajme, Ze na malom tuseku lopta
prechadza obrucou po priamke. To nam umoznuje urcit uhol (derivaciu), pod ktorym prejde obrucou, o je
znazornené na obrazku 3.6.1.

Obrazok 3.6.1: Lopta letiaca skrzevd obruc

> Ak nevie§ derivovat, &itaj dalej po rovnicu 3.6.1, a potom skipni na koniec vzoraku.
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Ak obru¢ ma priemer d a lopta d/2, tak jednoducho vyjadrime uhol « z pravouhlého trojuholnika ako

sinoc—d/z—1 = «a=30° (3.6.1)
" d 2 B -

Teraz si povedzme, Ze lopta opusti Patrikove ruky vo vyske hy = 2 m a jeho vodorovna stradnica je nulova.
K8 nech je vzdialeny | = 7 m od Patrika a je h; = 3 m vysoko. Lopta teda prechddza bodmi [0, ko] a [I, hy].
Vseobecny predpis paraboly je

y =ax*+bx +c.

Po dosadeni polohy Patrikovych ruk do tohto predpisu dostavame, Ze ¢ = hy, lebo
hy=0+0+c =  hy=c.

Po dosadeni druhého bodu mame
hy = al®> + bl + hy. (3.6.2)

Teraz zderivujme vSeobecny predpis paraboly, ¢ize

d
d_fc/ =2ax + b,
¢o vycislené pre kos (x = ) dava
dy
—| =2al+b.
dx = arT

Tato derivaciu my pozname, pretoze derivacia je tangens sklonu a. Musime v$ak pridat aj minusko, lebo
derivécia je pri klesani cez ko$ zaporna. Preto

2al+b=-tana = b=-tana - 2al. (3.6.3)

Toto vyjadrenie b dosadime do rovnice 3.6.2, ¢im dostdvame

hy=al*+(-tana -2al)l +hy = a:_tarll“ B hl[_ZhO'

Spéatnym dosadenim tohto a do rovnice 3.6.3 mame

hy - hy

b=2
l

+tan «.

Super, uz sme vyjadrili parabolu z geometrickych podmienok, ¢im sme dostali jej predpis

y- (_tal;a B h l—zho )xz + (zhl —l ho + tan (x)x + hy. (3.6.4)

Teraz si vyjadrime parabolu vediac, Ze za jej tvar moze gravitacné zrychlenie. Ak Patrik hodiloptu rychlostou
vo pod uhlom S voc¢i vodorovnému smeru, jej vyska sa bude v ¢ase ¢ menit ako

1
y= —Egt2 +votsin 8 + hy. (3.6.5)

https://www.fks.sk/ 6 otazky@fks.sk


https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

‘ é)é)é) Riesenia 3. kola letnej casti - termin 19. 05. 2025

Cas t musime prerobit na vodorovnu vzdialenost x, aby sme to vedeli porovnat s rovnicou 3.6.4. Kedze
vodorovna zlozka rychlosti sa nemeni, cely ¢as je rovna v, cos f3, preto vzdialenost x prejde za ¢as t =
x/(vocos ). Preto sa z rovnice 3.6.5 stane

2

gx

-—=>——— +xtan f + h. 3.6.6
2v¢cos? B ho (3.66)

y:

Bingo! Uz len porovname koeficienty pri x v rovniciach 3.6.4 a 3.6.6, odkial mame pre hodnoty zo zadania

2 2 1
tanf=—(h —hp) +tana=-+— = = 40,80°.
ﬁ l( 1 0) 7 \/3 ﬁ
Patrik teda musi hodit loptu minimélne pod uhlom 40,80°, aby trafil ¢isty kos. Ak by sme chceli zistit aj
rychlost vy, porovname koeficienty pri x2 v rovniciach 3.6.4 a 3.6.6.

Ak nevie$ derivovat

Ak nevie$ derivovat, stale vies zistit, Ze lopta musi prejst koSom pod uhlom « = 30°. V takom pripade pre
pomer vodorovnej rychlosti v, a zvislej rychlosti v, lopty plati

Ak Patrik hodi loptu rychlostou vy pod uhlom S vo¢i vodorovnému smeru, tak v, = v cos 3. Cesta do kosa
jej preto trva t = 1/(vocos ), kde I = 7 m je vodorovnd vzdialenost od Patrika ku kosu. A kedZe pre zvislu
zlozku rychlosti plati v, = v, sin  — gt, tak po dosadeni ¢ dostdvame, Ze po prejdeni vodorovnej dréhy [ je

tan a = |VoSinﬁ—gt| _ gt —vpsin ~ gm—vosinﬁ
[vo cos B Vo cos B Vo cos 3 ’

Zatial mame jednu rovnicu pre dve nezname v, a f3, potrebovali by sme preto este jednu. Zvisla zlozka
rychlosti sa v ¢ase meni ako v, = vysin 8 — gt. Na vrchole paraboly je v, = 0, a preto lopte trva vystupat
do maximalnej vysky ¢as t = vosin §/g. A ak od celkového ¢asu od¢itame ¢as stupania, zistime, Ze v druhej
Casti paraboly lopta klesala ¢as I/(vo cos ) — vo sin 3/g. Teraz si len treba uvedomit, ko§ je o meter vyssie
ako Patrikove ruky, teda lopta nastdpala o meter viac ako klesla. To rovnicou zapiSeme ako

2 2
1 [vysinf 1 l vosin f3
- -= - =1m.
Zg( g ) 2g((Vo cosf) g .

Tak uz mame dve rovnice, z ktorych vieme (asi?) vyjadrit vy a 8. Najjednoduchsie je spolahnut sa na Wolfram
Alpha, odkial mame vysledok 8 = 40,80°.

3.7 Excentricka vzorak Kvik, opravoval Kvik

Hadam vés ani velmi neprekvapi, Ze ani s tymito zjednodusujucimi predpokladmi tloha nema presné
analytické rieSenie. S niekolkymi aproximaciami sa vSak vieme dostat k rozumne presnému vysledku iba
s trochou znalosti o elipse a druhym Keplerovym zdkonom. Na zaciatok si ale musime vyjasnit zopar veci.
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O povode dni

Astronémovia vo vieobecnosti rozli$uju prinajmensom tri rézne roky. Ich dlzky sa trochu lidia kvoli réznym
slabym, ale meratelnym efektom. Pre tuto ulohu nie si velmi podstatné, kedZze by ndm vypocet znacne
skomplikovali, ale jadro ulohy ani vysledok velmi nezmenia. Tieto roky su:

o Sidericky, dlhy 365,256363 dna - to je periéda, po ktorej sa Zem vrati do rovnakého miesta voci
vzdialenym hviezdam, teda v inercidlnej sustave.

o Tropicky, dlhy priblizne 365,2422 dna, ¢o je peridda, po ktorej sa Slnko vrati na rovnaké miesto voci
jarnému bodu, teda ¢as medzi dvomi rovnodennostami.

« a nakoniec anomalisticky, dlhy az 365,259 636 dna, ¢ize peridda medzi dvomi prechodmi perihéliom.

Rozdiely nie st velké, iba zopar mindt, ale predsa. V tejto tlohe vietky takéto efekty (stacanie perihélia,
precesiu zemskej osi, ...) mozeme explicitne zanedbat. Budeme preto uvazovat Juliansky rok, dlhy presne
¥y =365,25d = 31557600 s, s ktorym sa nam bude pocitat o trochu lepsie.

Co to ale vlastne je ,jeden dei“? Obvykle (a tiez v predchddzajticom texte) sa takto oznacuje takzvany stredny
soldarny den, ¢ize priemerny ¢as medzi dvomi po sebe nasledujicimi poludniami. Ten ale nie je dany periédou
rotacie Zeme okolo vlastnej osi v inercialnej ststave (resp. voci vzdialenym hviezdam, ktoré s na nasich
¢asovych skalach prakticky nehybné), ale voci Slnku: totiz to je ta vec, ktord nas na povrchu zaujima najviac.

Lenze ako tvrdi aj zadanie ulohy, tato peridda sa pocas roka trochu meni. Preto pocitame dlhodoby priemer
a az vtedy mame aku-takd istotu, Ze aj o milién dni bude poludnie stale priblizne v rovnakom case. Dlzka
stredného solarneho dna je neprekvapivo 24 - 60 - 60 s = 86400 s.°

KedZe v§ak Zem rotuje progrddne, teda v rovnakom smere ako obieha’, za kazdy rok nam v skuto¢nosti
zdanlivo jedno otocenie ubudne: voci vesmiru sme sa otocili este o jednu otocku navyse, teda az 366,25-krat
a nasa skuto¢na rota¢nd peridda v nerotujicej sustave, ¢ize sidericky den, nie je 86400 s, ale iba

365,25

=————-86400s=86164s. (3.7.1)
365,25 +1

Ak by sa Zem tocila naopak, teda retrogrddne, jedna obratka by nam takto pribudla.

Pri pohlade zo Zeme to vyzera tak, ze kazdy den Slnko prejde po oblohe z vychodu na zépad, rovnako ako
hviezdy, ale o trochu pomalsie. Tento rozdiel rychlosti sa pocas roka navy$e meni. Ak by sme dokdzali oblohu
zafixovat, videli by sme, ako Slnko prejde po oblohe kazdy rok len raz, a to opa¢nym smerom, nez akym sme
zvyknuti, teda zo zapadu na vychod. Kto neveri, moze si to vyskasat napriklad v Stellariu.

Teda aby sme to zhrnuli: za jeden sidericky den sa Zem otoci presne o 360°, ale zdroven sa o maly kusok
posunie a teda ndm Slnko o maly kusok ujde. Preto musi Zem tocit nadc¢asy — konkrétne este tolko, o aky
uhol Ag sa posunula na svojej drahe (a za ten ¢as sa opét trochu posunie, takze sa musi tocit este chvilu, a tak
dalej, ale to uz odignorujeme). V priemere to je tych chybajtcich 236 sekind kazdy den, ale kedZe draha nie
je kruznica, v perihéliu je to o nieco viac a v aféliu o nieco menej. A my chceme najst taku excentricitu, pre
ktord bude tento rozdiel 3600 s.

8Takto bola definovana sekunda, a pre bezné tcely je to stile celkom dobra definicia. A% presné vypocty a merania potrebuju
t novi, vyrobent z merania frekvencii ziarenia atému **Cs.
Rigoréznejsie povedané, uhol medzi jej rotaénym a orbitdlnym momentom hybnosti je < 90°. Venusa to tak nemd.
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Vsimnime si eSte, ze priemerny deficit sa nemeni: rotacna rychlost je konstantna a obezna doba tiez, kedze
zavisi iba od hlavnej polosi a, ktora sa zmenit nesmie.

Samotny vypocet

Ak by Zem obiehala po kruznici, teda elipse s excentricitou e = 0, obeznd aj rota¢na rychlost by boli
konstantné a vsetky dni by boli rovnako dlhé. Skuto¢nd draha Zeme, aspon teda nakolko ju vieme
aproximovat elipsou, ale uplne kruhova nie je: ma sice malu, ale nezanedbatelnu excentricitu, priblizne
0,0167.

Teraz pride ¢as na dalsie zjednodusenia a zanedbania. Pomo6Zeme si tym, Ze nebudeme ratat presnu, kone¢nu
zmenu uhla, ale iba samotnu rychlost v aféliu a perihéliu, ktorti potom budeme pocas jedného dna povazovat
za konstantnut. Pre takyto velky pomer dizky diia a roka si to mézeme dovolit, kedze kazdy deii sa Zem
posunie na svojej drahe sotva o 1°. Pre planétu, ktorej rok by mal iba povedzme 10 dni, by to ale neslo.

Podla druhého Keplerovho zakona (¢o je len prezle¢eny zakon zachovania momentu hybnosti) je plosna
rychlost na drahe konstantna: za rovnaky cas spojnica Zeme so Slnkom ,,pozametd” vzdy rovnakua plochu.
Jej hodnota nas netrapi, je to jednoducho nejaka konstanta spojena s momentom hybnosti Zeme, ale ozna¢me
siju C/2.

Priemerna uhlova rychlost na dréhe je z definicie @ = 27”, a zaroven plosna rychlost krat jeden rok musi byt
rovna ploche celej elipsy. Plocha elipsy je

mab = ma*V'1 - e?, (3.7.2)

takze

C 2nC C 236
2 f1_e2= 2y 222 . = 3.7.3
a “T277 0w T YT /i 86400 373

obehu za jeden den.

Uhlovu rychlost v perihéliu (w,) a aféliu (wq) vieme zistit priamo zo zachovania momentu hybnosti:
pozname vzdialenost a pozname plo$nu rychlost, takze
C C C C

Wy, =—=—"— a wg=—S=—". 3.74
TP a2(1-e) @ a?(1+e)’ G74)

Pomer rychlosti musi byt prevratenym pomerom vzdialenosti, kedZe r x v je konstantné a navyse v krajnych
bodoch elipsy st na seba vektor rychlosti a polohy kolmé, takze staci brat obycajny sucin. A este k tomu plati
aj umernost v = wr. No a ¢o je najdolezitejsie, pomer uhlovych obeznych rychlosti je dost dobre umerny
deficitu rotécie, ktory Zem pocas jedného dna naberie. Teda ak vieme dat do pomeru w, a wq, mdme vyhraté.

Teraz uz len potrebujeme, aby posun Zeme na jej drahe pocas ,,najrychlejsieho’, a teda najdlhsieho dna, bol

53 celej drahy, Cize asi 15°. Ako kazdy den, sprievodic ale opide iba 555z plochy orbity. Ak drobny posun

v aféliu zanedbame - ¢ize sa tvarime, ako keby tam bol tropicky den rovnako dlhy ako sidericky — dostavame
rovnicu
15°

— deit | (3.7.5)
w w

wq—wQ_
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¢o vieme s pomocou rovnice 3.7.4 vymasirovat do podoby

ws ey 3600
a2(1-e)®  a?(1+e)* |
ey _ofe) . i (3.7.6)
PN
To sa da dalej upravit do tvaru
4e\/1-¢? 3600
ALl S A (3.7.7)

(1+e)’(1-e)* 236
ktory uz Wolfram Alpha bez problémov vyriesi a povie, ze e ~ 0,8036.

Korekcia prvého radu

Ak chceme byt o nieco presnejsi, pripocitame este jednu opravu: to, o kolko sa Zem za ta extra hodinu
posunie po drahe, a teda o kolko viac sa musi otocit. V perihéliu je uhlova rychlost dost velka a sprievodi¢
opiSe az 55 plochy orbity. Dostavame teda

25
24Wq ~ WQ _

defi (3.7.8)
w w
a
»_¢c __C
24 a2(1_e)2C a?(1+e)? L 3600’ (3.7.9)
pvi 236

¢o sa da utlct do tvaru

V1-e2(e*+98e+1) 86400 (3.7.10)

(1+ e)2(1 - e)2 236 o
Aj s tym si Wolfram|Alpha opit lahko poradi a povie nam, Ze presnejsie rieSenie je e ~ 0,798 466. Takto by
sa dalo pokracovat a pridat dalsie ¢leny, ale nema to tplne zmysel: presnost coskoro prekona chybu, ktora
sme sposobili nasimi aproximaciami.

Numerické rieSenie

Presnejsi vysledok by sme dostali, keby sme ratali aj so zmenou orbitalnej rychlosti aj poc¢as jedného dna.
Nezaobisli by sme sa viak bez integrovania, a aj to nie prave estetickych funkcii. Pre ziskanie odhadu chyby
si ale m6Zeme napisat numericku simuldciu, ktora ndm riesenie najde s rozumnou presnostou.

Pripadne by sme si mohli e$te napisat vonkajsiu funkciu, ktora simulaciu spusti viackrat a spravnu hodnotu
nam sama bindrne vyhlada, ale kedZe prvotny odhad mame celkom dobry, vieme to rychlo spravit aj ru¢ne.
Dozvedame sa, Ze presnej$im riesenim by bola hodnota e ~ 0,7992, ¢o sa 0od nasho pomerne hrubého rieSenia
lisi len minimalne.

Pre porovnanie mozeme skusit nas vypocet vyhodnotit pre znamu skuto¢nti hodnotu zemskej excentricity
e ~ 0,016 709. Z rovnice 3.7.4 vyjadrime pomer

wg 1-e 2_
— =|—] =0,935.
wq I+e
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Rozdiel medzi najdlh§im a najkrat$im diiom potom bude priblizne (1-0,935) - 236 s = 15,25 s, zatial ¢o
simuldcia tvrdi, Ze by to malo byt asi 15,81 s. A to je v zhode s casovou rovnicou, ak z nej vyberieme len ¢len
pre excentricitu (pozor na to, ze na Wikipédii je to pocitané v minutach a nie sekundach).

Komentar opravovatela

RieSenie sa zjavne dalo vybuchat viacerymi celkom odliSnymi sposobmi. Pokial vdm vy$la aspon trochu
rozumnd hodnota okolo e ~ 0,8, bolo to aspon za 6 bodov, zvysok zavisel od zrozumitelnosti medzikrokov.
Asi najspokojnejsi som bol s riesenim Davida Luciviaka.

Takisto sa to dalo celkom rozumne doskalovat, ak ste nasli spravny vzorec na Wikipedii, akurat si bolo treba
dat pozor, ze ¢asova rovnica popisuje az integrdl, resp. parcialne sucty toho, ¢o tu skimame - teda rozdiel
medzi poludnim rovnomerne plyniceho ¢asu na hodinach a skuto¢ného poludnia, ako ho vidime na oblohe,
nie dlZku jednotlivych dni.
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