Fyzikalny korespondencny seminar
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Trojsten

FKS, KTFDF FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Esteticka rovnovaha vzorék KatkaN, opravovala KatkaN

Nacrtnime si do obrazka sily posobiace v bode zavesu stredného obrazu a doplime ich do rovnobeznika.

Obrazok 2.1.1: Skladanie sil pésobiacich na bod zdvesu najtazsieho obrazu

Uz na prvy pohlad v nasom nakrese spozndme Pytagorov trojuholnik. Medzi zelenym a ¢ervenym vektorom
je teda pravy uhol. Teraz nam uzlen zostéva urcit hladany uhol, teda stcet a+ . KedZe ale uhly v trojuholniku
maju dohromady sucet 180°, tak a + 3 = 90°.

HIadany uhol je rovny 90°. Takyto uhol budu lankd zvierat vzdy, ked budi hmotnosti zavesenych malieb
spliat Pytagorovu vetu a2 + b? = ¢2, pri¢om a a b budd hmotnosti krajnych obrazkov.

K tejto tlohe sa dalo pristupit aj druhym sposobom. Ak st vSetky malby v rovnovahe, potom musia byt
splnené podmienky stability. Vodorovné aj zvislé zlozky sil pdsobiacich na kazdi malbu sa musia navzajom
vynulovat.

Pozrime sa na sily posobiace na stredny obraz a na ich priemety do x a y osi.
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Obrazok 2.1.2: Sily pésobiace na bod zdvesu stredného obrazu

Pre horizontalne zlozky sil musi platit rovnost
TicosO = Tcos ¢

a pre vertikalne zlozky zasa
Tisin@ + T singp — 50 N = 0.

Aby sa lano nenatahovalo ani nekr¢ilo, musi platit
T,=30N a T, =40 N.

Rie$ime ststavu rovnic o dvoch neznamych. Zasubstituujeme cos 0 = x a cos ¢ = y a vyuzitim vztahu pre
sucet $tvorcov sinusu a kosinusu, dosadime z prvej rovnice vyjadreny y cez x a ziskame rovnicu

3 2
sin? @ +cos’ 0 =1 = 30\/1—x2+40\/1—(zx) -50=0. (2.1.1)

Tato rovnica ma vysledky

Vidime, Ze sme dostali zakazdym $tyri moznosti, uhly +6, 180° + 0. Tato $tvorakost rieSeni vyplyva z druhej
mocniny x v rovnici 2.1.1 a z vlastnosti goniometrickych funkcii. Fyzikdlne st v$ak len dve riesenia. Ked
si totiz na obrazku predstavime hodnoty uhlov 6 = 180° + 36,87° a ¢ = 180° + 53,13°, resp. 6 = —36,87° a
¢ = —53,13°, vidime, Ze vSetky tri sily posobia smerom nadol, ¢o v pripade visiacich obrazov nemoze nastat.

Zoberme si teda zvy$né dve riesenia. Ked si nakreslime maly nacrtok, hned zbadame, Ze tieto rieSenia su
ekvivalentné, akurat prevratené okolo zvislej osi. Sta¢i nam teda uvazovat jedno z rie$eni, napriklad 6 =
36,87° a ¢ = 53,13°. KedZze

0+7+¢=180°,
dostdavame vysledny hladany uhol 90°. Je dobré dodat, ze z tohto postupu nie je tak priamociaro, ako z prvého
postupu, vidiet, aki podmienku musia spliiat hmotnosti obrazov, aby lana zvierali pravy uhol.
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2.2 Velavazeny volejbalista vzordk MatusH, opravoval Dano

Vaha vlastne nemeria priamo hmotnost, ale silu, ktora na nu pdsobi. KedZe ale na Zemi posobi na teleso s
hmotnostou m tiazova sila mg, tak ak pozname g, tak vaha vie ukdzat hmotnost. Teraz sa zamyslime, ako
sa tento udaj o hmotnosti bude menit pocas Patrikovho driblovania o podlahu. Ked je lopta vo vzduchu,
vaha bude ukazovat Patrikovu hmotnost. Avsak, akonahle sa lopta za¢ne dotykat Patrikovej ruky, tak nou
bude spomalovana (urychlovand smerom ku podlahe). Patrik na nu bude pdsobit silou a, z 3. Newtonovho
zakona, aj lopta na Patrika bude pdsobit presne rovnakou silou. V tom momente teda na Patrika posobi
tiazova sila, sila od lopty a sila od samotnej vahy. Posledné dve posobia smerom hore a teda v sucte musia
byt rovné tiazovej sile. Z toho uz vieme povedat, Ze vaha bude ukazovat Patrikovu hmotnost a v periodickych
intervaloch sa toto ¢islo o nie¢o zmensi.

V pripade b) bude prebiehat vetko rovnako ako v pripade a), no navy$e musime zistit, ¢o sa bude diat pri
odraze lopty od vahy. Aby lopta zmenila smer, vaha na niu musi pdsobit silou smerom nahor, a teda lopta
posobi na vahu silou smerom nadol. Ta sa s¢ita s Patrikovou tiaZzovou silou a véha bude na chvilu ukazovat
viac ako Patrikovu hmotnost.

Nakoniec moZeme este porovnat priebehy hmotnosti ukazovanej vdhou pri odraze a pri interakcii s rukou.
Da sa predpokladat, Ze pri odraze od vahy lopta zmeni rychlost ovela rychlejsie, ¢o znamena, Ze na vdhu
bude posobit kratko ale zato velkou silou. Naopak, pri interakcii s rukou sa ruka samotna hybe a lopta je
spomalend postupne. Cislo na vahe sa teda zmeni menej, ale bude zmenené dlhsi ¢as. Néért toho ¢o bude
ukazovat vaha je znazorneny na obrazku.

odraz od vahy

hmotnost] hmotnost]
ukazana 1 ukazana i / \
vahou vahou
Patrikova Patrikova |
hmotnost y4 AV hmotnost
interakciV ‘\interakcia
s rukou > s rukou >
¢as cas

a) b)

Obrazok 2.2.1: Ndcrt priebehu hmotnosti ukazovanej vahou v pripade a) a b)

2.3 Detska zabavka vzorak MatusH, opravoval MatusH

Ak balénik budeme ponarat, tak nan bude stale posobit vacsi a vacsi tlak. Ten sa dd vyjadritako p’ = po+p, gh,
kde p, je atmosféricky tlak, p, je hustota vody a & je hlbka, v ktorej je ponoreny balonik. V ddsledku toho
bude zmensovat svoj objem. Ak predpokladame, Ze ho budeme ponarat dostato¢ne pomaly, resp. teplota
vzduchu v baléniku bude stdle rovnaka, tak plyn v baléniku bude vykonavat izotermicky dej, pre ktory plati
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pV = konst. Objem balénika v zavislosti od hibky teda vieme vyjadrit ako

_ poVo PV

%4 - ,
P potp.gh

kde Vj je objem bal6nika nad hladinou.

Na to, aby sa balénik nevynoril, musi vyslednica sil nan posobiacich smerovat ku dnu. Dohromady na
sustavu balénik + kamen posobia tri sily. Tiazova sila kamena, vztlakovd sila kamena a vztlakova sila
balénika. Zanedbavame tiazovu silu balénika, nakolko je mald vzhladom na hmotnost kamena. Aby balénik
klesal ku dnu, musi platit
mg < p, fﬁ-+vﬂ) =p, (fE-+——£@l@——),
$ pg(g P8\ s " hotpugh
kde m je hmotnost kamena a p je jeho hustota. Po sérii Giprav z tohto vztahu vieme vyjadrit hibku ako

PoVopp ) 1
B LoYoppy .
(M(p—pv) Pl o

Po dosadeni hodnot zo zadania a ¢ = 9,81 m/s? dostdvame h = 31 m.

2.4 Hratky kladky vzorédk Simon, opravoval Simon

V takychto ulohach je délezité si na zaciatku uvedomit, ktorym smerom sa sustava snazi hybat, respektive
ktorym smerom by sa hybala, keby sme zoberali do tvahy extrémny pripad (v tejto tlohe f = 0, kedze
hladime minimalnu hodnotu f, pri ktorej sa sustava nehybe). Ak by sa pohol spodny kvader smerom nadol
o vzdialenost Ax, vrchny by sa pohol smerom nahor o vzdialenost 2Ax, kedZe dve casti lana, ktoré tahaju
spodny kvader, by sa obe predlzili o Ax a dlzka lana je kongtantna. V takomto pripade by celkov4 energia
stupla, ¢o by sa z hladiska zakonu zachovania energie nemalo stat. Preto budeme uvazovat, ze sa spodny
kvader snazi pohybovat nahor a vrchny nadol.

Zakreslime si sily pdsobiace na jednotlivé kvadre (sily posobiace na spodny kvader zelenou a sily pdsobiace na
vrchny kvdder oranzovou). Tiazové sily F, sa rozkladaji podla uhla & na F; = F5 = mg sin a v smere pohybu
anaF, = F; = mgcosa v smere kolmom na podlozku. Normalova sila na spodny kvader od podlozky je
znazornena ¢ervenou a normalové sily od kvadrov navzdjom st znazornené modrou - velkost tychto sil je
rovnakd. Tahovd4 sila je v lane vade rovnaka, ale na spodny kvéder posobia dva tseky lana, ¢o znamens, ze
celkovo nan posobi tahové sila 2T, kde T je tahova sila v lane.
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Obrazok 2.4.1: Ndakres Majovej stavby

Vrchny kvéader (sily posobiace kolmo na podlozku):
0=Fyni—F,=Fni— Fycosa - Fni = mgcosa = Fy,.
Vrchny kvéader (sily posobiace v smere pohybu):
0=T+Fy-F =T+ fFy - Fgsina - T + fFyy = mgsina.
Spodny kvéder (sily posobiace kolmo na podlozku):
0=Fy—-Fn2—Fy;=Fy—Fny—Fycosa - Fy =mgcosa+ Fyy.

Spodny kvader (sily posobiace v smere pohybu):

0=2T-Fy—F;3-F=2T~ fFy,~ fFy—Fysina - 2T = fFy + f Fyp + mgsina.

Po dosadeni Fy; z rovnice 2.4.1 do rovnice 2.4.2 a Fy z rovnice 2.4.3 do rovnice 2.4.4 dostavame
T+ fmgcosa = mgsina,

2T = fmgcosa +2f Fy, + mgsina.

Dosadime T z rovnice 2.4.5 a Fy, z rovnice 2.4.1 do rovnice 2.4.6

. . 1
2mgsina —2fmgcosa = fmgcosa +2fmgcosa + mgsina - fz;tancx.

(2.4.1)

(2.4.2)

(2.4.3)

(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)

Minimalny koeficient trenia teda je f = itana. Ak by sme si zvolili nespravny (opa¢ny) smer pohybu

kvadrov, dostali by sme f = —1 tan a.

otazky@fks.sk 5 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 2. kola letnej casti - termin 21. 04. 2025 ‘ é)é)é)

2.5 Bol raz jeden elektrénik vzordk MatusH, opravoval MatusH

Najskor si podme rozobrat situaciu. Na elektrony bude posobit Lorentzova sila
F =qF +qvux B.

Prvy ¢len bude nulovy, lebo elektrické pole je nulové. Druhy ¢len uz nebude nulovy, musime vsak zistit jeho
smer. Pre vypocet vektorového sucinu mozeme vyuzit pravidlo pravej ruky. Preto, ak by sme si zaviedli
suradnicovy systém tak, Ze rychlosti elektrénov st v smere osi x a B je v smere osi z, tak vektor v x B bude
v smere —y. Sila teda bude v smere y, kedZe elektrony maju zaporny naboj.

Aky pohyb budu ale elektrony vykonavat? Z vektorového sucinu vidno, Ze sila F bude vidy kolmd na
aktudlnu rychlost a vZdy bude mat nulova komponentu v smere osi z. KedZe je vidy kolma4, tak nebude na
elektréne konat pracu, a teda velkost rychlosti elektronu bude stéle rovnaka. Zaroven bude elektron stacany
konstantnou silou, teda dostredivou silou. Polomer a uhlovu frekvenciu vieme vypocitat ako

mv? m

—— =eVB - r

eB
=—y =—.
r eB

1%
a w=—-—=
r m

Vyuzili sme pri tom, Ze velkost v x B = vBsin « kde « je uhol medzi vektormi v a B. Dolezité zistenie je, ze
polomer kruznice budu mat elektrény rézny, no uhlova rychlost bude rovnakd. Drahy budu teda vyzerat tak
ako na obrazku 2.5.1.

Staci zistit ako sa bude menit ich vzajomna vzdialenost. Na to si parametricky vyjadrime ich polohy ako

X _, sin wt X, _, sin wt
y) N\l-coswt) y2) ~ *\1-coswt)

Vzijomnu vzdialenost dostaneme ako velkost rozdielu polohovych vektorov

d=+/(x2-x)2+ (- y)?=(r,- rl)\/sin2 wt + (1- coswt)?

. (eB )
sin| —+¢
2m

- 2 -
= M\/sinzwwrcosz wt+1-2coswt = M
eB eB

Vyuzili sme pri tom trigonometricku identitu 2 sin® a = 1 - cos 2a.

https://www.fks.sk/ 6 otazky@fks.sk


https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

® é)é)é) Riesenia 2. kola letnej casti - termin 21. 04. 2025

(X2, y2)

Obrazok 2.5.1: Pohlad na drdhy elektrénov v rovine x y

2.6 Stabilné pruziny vzordk <meno> a <meno>, opravovallf] <meno>

2.7 Do tretice vSetko dobré vzorak Jaro, opravoval MatusH

Medzi veducimi sa nenasiel nikto, kto by bol ochotny so mnou stracat ¢as, a tak si musime moment
zotrvacnosti trojuholnikového ramu zratat sami. A kedZe chceme mat istotu, Ze to mame zratané dobre,
urobime to az na tri spésoby. Za¢nime tym, Ze si ujasnime, ¢o to vlastne pocitame.

Moment zotrvac¢nosti telesa okolo nejakej pevnej osi je dany ako sucet $tvorcov vzdialenosti vSetkych
elementikov telesa od osi, vazeny ich hmotnostami,

] =Y mri,
i

pricom elementiky mo6zu byt podla potreby makroskopické i infinitezimalne. Klu¢om k vyrieseniu tlohy je
teda spravne si trojuholnik rozdelit a spocitat prispevky od jednotlivych casti (pripadne ho doplnit na nieco,
¢oho moment zotrvac¢nosti vieme ndjst jednoduchsie).

Takze hor sa do pocitania!

1. spésob - vyskladanie z paliciek

Jednou moznostou je rozdelit si trojuholnik na 3 palicky. Moment zotrvacnosti palicky s hmotnostou y a
dlzkou I okolo jej stredu bud pozname - J| = 5 ul? - alebo ho ndjdeme integrovanim alebo kombinaciou
s$kalovania a pouzitia Steinerovej vety'.

Trojuholnik pozostdva z jednej palicky kolmej na os otdcania, ktorého moment zotrvacnosti je trividlne

J- = %62, az dvoch §ikmych pali¢iek. Uvedomme si ale, Ze moment zotrvacnosti zavisi len od kolmej

vzdialenosti, preto moment zotrva¢nosti naklonenej palicky (alebo Iubovolne zalomenej pali¢ky, ktora ma v

!Tento postup aplikovany na trojuholniky aplikujeme v nasledujtcich sposoboch.
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kazdej vzdialenosti od osi rovnakd hmotnost) je rovnaky ako moment zotrva¢nosti kolmej palicky siahajucej
do takej istej vzdialenosti od osi ako naklonen4 pali¢ka a s rovnakou hmotnostou, teda J, = 53me€? = £ mé2.
Celkovy moment zotrvac¢nosti trojuholnikového ramu okolo taznice je teda

1 1
Ja=T+]p = gmfz + Emez = Em{?z.

Toto ale nie je vdbec Ziadne prekvapenie. Staci, ze si uvedomime, Ze rovnostranny trojuholnik ma ta
vlastnost, ze v kazdej vzdialenosti od osi ota¢ania (teda taznice) ma rovnaku hmotnost — presne ako palicka.
Preto aj jeho moment zotrva¢nosti bude rovnaky ako moment zotrvac¢nosti palicky okolo stredu s rovnakou
hmotnostou a dlZkou rovnou dlzke strany trojuholnika.

2. sposob - vyskladanim velkého trojuholnika z troch malych

Uvazujme, Ze hladany moment zotrva¢nosti bude vyraz tvaru Jo = km#?, kde k je nejakd bezrozmerna
konstanta. Zoberme tri identické trojuholniky a vyskladajme ich tak, Zze z nich vytvorime jeden velky
trojuholnik so stranou 2¢ rozdeleny strednymi prieckami. Moment zotrvacnosti takéhoto trojuholnika
ndjdeme ako stcet momentov zotrvacnosti jednotlivych trojuholnikov.

Vyuzijeme pri tom Steinerovu vetu, ktora hovori, ze ak moment zotrvacnosti nejakého telesa okolo osi
prechddzajucej jej taziskom je Jy, tak moment zotrvacnosti okolo osi rovnobeznej s touto osou, ktora je vo

vzdialenosti d, je | = Jo + md>.

Takze moment zotrvacnosti zlozeného trojuholnika je

2\? 2
Jia =)a +2(]A + m(i) ) =3kme? + m?

Zaroven ale mozno uvazovany zlozeny trojuholnik povazovat za utvar zlozeny z jedného velkého trojuhol-
nika so stranou 2¢ a hmotnostou 2m a jedného na vrchol postaveného malého trojuholnika. Moment
zotrvac¢nosti v takom pripade vyjadrime ako

Jag = k2m(2€)* + kme€® = 9kme>.
Tieto dva momenty sa musia rovnat, ¢ize

2
3kmé® + m— =9%kmt? — k=—,

teda hladany moment zotrva¢nosti trojuholnika je J, = §me2.

3. spésob - pomocou plného trojuholnika

Tentokrat za¢nime tym, Ze budeme uvazovat plny trojuholnik so stranou € a plo$nou hustotou 0. Moment

zotrvacénosti takéhoto trojuholnika budeme opit hladat v tvare Ja = KM¢?, kde M = a?fz je hmotnost
tohto trojuholnika.
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Uvazujme teraz dvakrat taky velky plny trojuholnik. Jeho hmotnost bude $tvornasobna a jeho moment
zotrvac¢nosti teda bude

Jpa = K4AM(20)* = 16KM £,

Zaroven mozno ale tento trojuholnik vyskladat zo $tyroch malych plnych trojuholnikov, takZe mozno jeho
moment zotrvacnosti vyjadrit ako

2\? 2
Joraa =2KME + 2(KM€2 + M(E) ) = 4KMe* + ME.

Z rovnosti uvedenych dvoch vyrazov dostavame

! &2 1
16KME* = 4KM&* + M— — K=—.
2 24
Moment zotrva¢nosti plného trojuholnika je teda Jo = 5; M¢2, alebo vyjadrené pomocou plo$nej hustoty
Ja = Lot

96

Moment zotrvacnosti prazdneho trojuholnika potom dostaneme ako prirastok momentu zotrvacnosti
plného trojuholnika, ked jeho hranu predlzime o A¢, ¢ize

Ta :£0(€ +AL)* - f f GOAL.

Problém s tymto vyjadrenim je, Ze v iom vystupuje plo$na hustota plného trojuholnika. Nas duty trojuholnik
vSak ni¢ také ako plo$na hustota nema. Potrebujeme ju teda prepoditat na dlzkovd hustotu dutého
trojuholnika.

To urobime tak, Ze uvazime, ako sa zmeni hmotnost plného trojuholnika, ked ho zva¢$ime. Dostaneme

AM = 0£(€ ALY - f f

Tento prirastok hmotnosti ale musi zodpovedat hmotnosti prézdneho trojuholnika m = A3¢, ¢ize

V3

- oeA 130 —  oAl=2V3)

Moment zotrvac¢nosti prazdneho trojuholnika je teda

Bonus - integrovanie

Dalsim sposobom, ako najst moment zotrva¢nosti prazdneho trojuholnika, je ho priamo zintegrovat. Kedze
ale nasim cielom nie je ucit vas integrovat, tak tu uvedieme tento vypocet bez komentdra pre tych, ktori

otazky@fks.sk 9 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 2. kola letnej casti - termin 21. 04. 2025

® oo

integrovat vedia a pokusali sa to riesit tymto spdsobom:

]A:/ T'de:
A
:/rzdm+//r2dm+/\r2dm=

T
cos 3 3

1 1
= A3 = —me.
4 12

¢/2 0 A ¢/2
f x*Adx + / x*——dx + / x2
e —¢/2 COS 3 0

r x317 A o3 A X3
=[A—]| + —— + -
L 31 cos 3 3 i Cos 3 3

A dx =

i1
CoS 3

A (R A 0]

NG A(—f/zf] . lioj A <—f/z>3] ) l
3 3 3 cos? 3

/s
CoS 3

i
cos 3 3
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