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RieSenia 1. kola letnej casti

1.1 Solenie vzorak <meno> a <meno>, opravovallf] <meno>

1.2 Stahovanie vzorak Jaro, opravovallf] <meno>

Zacnime tym, Ze si zratame, aku tahovu silu dokaze vyvinut jeden balonik. Na volny naftiknuty balénik
posobi tiazovd sila Fg = (my, + my.)g smerom nadol a vztlakova sila F,, = Vp,g smerom nahor. m; je
hmotnost materialu, z ktorého je balonik vyrobeny, my, je hmotnost plynu vnutri balonika', g je tiazové
zrychlenie, V je objem celého baldnika (a v dobrom priblizeni zaroven objem plynu vo vnutri balénika) a p,
je hustota vzduchu. Potom tah, ktory dokaze vyvinut jeden balénik je T = F,, — Fg.

Z videa mozno usudit, Ze su pouZité §tandardné baloniky. Na ndhodnom e-shope’ ndjdeme, ze hmotnost
jedného baldnika je rddovo jednotky gramov a jeho priemer je asi 25 cm.?

Pre dolny odhad poctu balénikov mozno predpokladat, ze hélium v baldénikoch nie je nijako stlacené,
a teda je pri $tandardnom tlaku a teplote. V takom pripade jeho hustotu mozno vyhladat v tabulkach
(vygooglit), alebo ju mozno dopocitat z konstant, ktoré pozname. Vieme, ze molarna hmotnost hélia je
priblizne M,,(He) = 4 g/mol a jeden mol kazdého plynu zaberd pri normélnych podmienkach objem

Vin = 22,41 1/mol, preto je hustota hélia py. = Mj{e) ~ 0,18 kg/m?, a teda hmotnost hélia v baloniku je

4
Mye ~ 0,18 kg/m*- Z-(0,25m)* = 1,5 g.

Teraz uz mozno vy¢islit tah jedného balénika

T=(Vp,—my—my)g~7-1072N.

Aby sme zistili potrebny pocet baldonikov, potrebujeme este odhadnit tiaz domu. Z videa tentokrat
odhadneme rozmery domu. Nech md dom 4 metre v kazdom rozmere. Modelujme ho ako $katulu. V
takom pripade je jeho povrch zhruba 6 - (4 m)® - 100 m2. Nech je hribka podlahy a nosnych stien zhruba
20 cm* a nech je dom z dreva s hustotou 500 kg/m?. Potom je tiaz domu

G ~ 500 kg/m’-100 m*- 0,2 m-10 N/m =1-10° N.

'Budeme predpokladat, Ze balénik je napusteny héliom.

*Napriklad tu.

3Ale rovnako dobre by sme mohli jeho hmotnost radovo odhadntit z jeho rozmerov a hustoty. Modelujme balénik velmi
tenkym medzigulim s priemerom 25 cm a hrubkou rddovo stotiny milimetra. Ak je hustota materilu, z ktorého je balonik
vyrobeny, rédovo 1000 kg/m?, tak hmotnost balénika bude zhruba 1000 kg/m? - 77+ (0,25 m)*-1-10°m = 2 g,

4V skutoc¢nosti to moze byt trochu menej, ale zase toto nadhodnotenie sa vykompenzuje tym, Ze nezapocitavame hmotnost
vnutra domu. Napriklad strecha urcite nie je takd hruba. Vo vntri je vSak napriklad podlaha podkrovia alebo vnuitorné steny,
ktorych hmotnosti sme samostatne nezapocitavali.
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Na vyzdvihnutie domu je teda potrebnych aspon

G
N = T 1,5 - 10° balénikov.

Na zaver sa eSte mozeme pokusit posudit, ¢i je vo filme zobrazeny dostato¢ny pocet balénikov. Z videa mozno
odhadnut na zaklade porovnania s velkostou domu, Ze baléniky su v hluciku, ktory ma priemer zhruba 20
metrov. Do takejto gule sa zmesti, aj s prihliadnutim na nemoznost dokonale vyplnit cely objem hlacika

.20 m)?
bal6onikmi, zhruba 20(22;) m))3 = 2,68 -10° balonikov, ¢o je zhruba 5,6-krat menej balonikov, ako sme vypocitali,
Ze je potrebné.
1.3 Upratovanie vzorak MatusH, opravovallf <meno>

Pri zobrazovani predmetov sa obraz vytvori v takej vzdialenosti, ktora splni zobrazovaciu rovnicu

1,11
por f

kde p a o st vzdialenosti predmetu a obrazu od $osovky a f je ohniskova vzdialenost So$ovky. V pripade bez

skleneného hranola sa teda obraz vytvori vo vzdialenosti

1 1 -1 —
— = —] =0.3m.
0,2m 0,5m

Teraz sa pozrieme na druhy pripad, ked za So$ovku dame skleneny hranol a tym efektivne zmenime index
lomu za So$ovkou. Obraz sa stale vytvori tam, kde bude splnena zobrazovacia rovnica. Bude to ale v inej
vzdialenosti, ako vidime na obrazku. Vidime, Ze nezlomeny lu¢ (prerusovana ciara) prejde tu ista vertikalnu
vzdialenost h ako zlomeny lu¢ (plna ¢iara) na kratSej horizontalnej vzdialenosti. Pre vzdialenosti d; a d, plati
tana = h/d, atan § = h/d,. Odtial dostavame

d, tana sina #n,

dy tanf  sinf m’

kde sme v druhej rovnosti pouzili priblizenie tangensu pre malé uhly a v tretej rovnosti Snellov zakon lomu.

d>

Obrazok 1.3.1: Ndcrt zmenenej drdahy v dosledku iného indexu lomu
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Ak by bol teda index lomu zmeneny na celej ¢asti za $oSovkou, obraz by sa nevytvoril vo vzdialenosti o =
0.3 m ale vo vzdialenosti o’ = (n,/n;)0.3 m°. V nasom pripade médme rozhranie vzduch-sklo, takze n, = 1 a
ny = 1.5°. Tym dostdavame vysledok o’ = 0,5 m, ak je sklo hned za $o$ovkou. V zavislosti od toho, ako blizko
za $o$ovku ho Katka dala, sa mohol obraz vytvorit niekde medzi 0.3 m - 0.5 m.

1.4 Minimalizovanie vzorak Marek, opravovallf] <meno>

Dokonale pruzna zrazka je taka, pri ktorej sa zachovava mechanicka energia aj hybnost.

Pod akym uhlom sa puky odrazia?

Hmotnost pukov ozna¢me m, a ozna¢me

* v}, v, pociato¢né rychlosti pukov,

o v;, v} rychlosti pukov po zrazke.
Predpokladajme, Ze druhy puk je na zaciatku v pokoji, teda v, = 0.

Zachovanie hybnosti

Mv] + mv, = mv| + mv,

Po vydeleni m mame

V=V + V5.

Zachovanie energie

1 1 1
—mvi + —mv3 = —mv}* + —mvy
2 2 2 2

Po uprave je

2 _ 02 ”
Vi =V + v,y

Odvodenie uhla

Zo zakona zachovania hybnosti

v -V = V).

>lebo vertikdlnu vzdialenost musia ltice prejst stale td ista
6https:/ /en.wikipedia.org/wiki/List_of_refractive_indices
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Obe strany skalarne (skaldrny sucin vektorov ma pekné vlastnosti sicinu a navyse pre dlzku vektora plati
v? = v - v) vyndsobme v;, odkial

! l4 A l4
(vi—v))-vi=v}-v.
Po roznasobent je
VIV =V =y = v = vy

Na zaklade zachovania energie plati
2 _ 2 2 2 _ .2 2

Zo zachovania hybnosti vieme, ze

Vi =V + V) = VE= v+ v+ 20 v,

Substituujuc v5? = v{ — v{* na pravej strane, dostaneme
2 _ 2 2 2 / I .2 / /
vi =vi2+ (Vi —vi2) + 2v) - v = v + 2v) - v,
Od oboch strandch od¢itame v}, ¢ize

— Yy 4y o
0=2v;-v, = vi-vy, =0.

Skalarny sucin dvoch vektorov je 0 prave vtedy, ked st na seba kolmé alebo je jeden z nich nulovy (len pre
zaujimavost, nulovy vektor je z definicie kolmy na kazdy vektor).

Vidime, Ze vektory rychlosti po zrazke su na seba kolmé (resp. v pripade celnej zrazky prvy puk zastavi,
overte si to dosadenim do zakonov zachovania, z ktorych uvidite, Ze iné rychlosti im nevyhovuju). Naozaj
prestante ¢itat a presvedcte sa o tom! Ked ste uz dosadili, pokracujme.

Ak by bol puk len jeden, z predoslého odseku je zrejmé, Ze ten vystreleny sa naspat pohybovat nebude. Ak by
sme pripustili, Ze po ¢elnej zrazke pojde prvy puk kolmo na svoj povodny smer (o chvilku vysvetlime, preco to
mozeme), potrebovali by sme tri zrazky na otocenie a jednu na zastavenie (kedZe ste si to uz overili, komentar
k zastaveniu netreba) na konci (trajektéria bude mat tvar $tvorca). Zrazka ale nemohla byt ¢elna, prvy puk
musel narazit ,,0 kisok vyssie®, t. j. uhly vo vnutri ,,§tvorca“ musia byt vicsie ako pravé, pricom trafenie sa
na zadiatok zabezpe¢ime zmenou dlzky niektorej strany. Uvaha o $tvorci bola doleZit4 aj preto, lebo ide o
»limitny pripad®, ¢im presnejsie bude zrazka celnd, tym blizs$i bude uhol k 90°, no nikdy sa nedosiahne. Z
toho je aj zrejmé, Ze men$im poctom pukov sa na zaciatok nedostaneme.
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Obrazok 1.4.1: Ndcrt moznej trajektorie puku

Ked sme sa uz presvedcili, Ze $tyri puky st najmensi mozny pocet, sme pripraveni na informadciu, Ze stacia tri.
Né§ dokaz sa opieral o konkrétnu geometricku predstavu, kde sa zrazia vzdy len dva puky. Co keby sa zrazili
tri naraz? KedZe nas pohlad je uz teraz dost zidealizovany, mozeme si to dovolit (nastastie zrazka $tyroch
naraz nas uz trapit nemusi, rozmyslite si, preco).

N .

@

Obrazok 1.4.2: Ndcrt zrazky troch pukov

Jedind vec navyse oproti predoslému rieSeniu je uvedomit si, Ze ked sa zrazia, mo6zu sa pohybovat iba v smere
vyslednice sil, ktoré na dany puk pdsobia. Z toho vyplyva, ze kvoli symetrii sa na§ pévodny puk pohybuje
po tej istej priamke spdt a v okamihu zrazky vytvaraji puky rovnostranny trojuholnik. Mézeme lahko vidiet,
7e pomer horizontalnej a vertikdlnej zlozky rychlosti je tan60° = /3. Dalej nam sta¢i napisat si zdkon
zachovania hybnosti vo vodorovnom smere (vo zvislom plati trividlne)

mvy = 2mv, + mv,
kde v, oznacuje horizontdlnu zlozku rychlosti (niektorého z) dvojice pukov (vertikdlna bude v,), vy rychlost
jedného puku pred zrazkou a v po zrazke. Zakon zachovania energie ma tvar
1

1 1
2 2 2 2
—mv- =2—m(v:i+v:) +—mv-,
5 5 (v +vy) 5
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lebo druhd mocnina velkosti rychlosti sa rovna suc¢tu druhych mocnin jej zloziek.

Po drobnych tpravach (ktoré prenechdvame ako cvicenie ¢itatelovi) zistime, Ze

1
v =—=Yp,
5
kde minus znamena opacny smer. Tymto sme dokazali, Ze puk pojde naspit a zastavime ho rovnako, ako v

predoslom pripade.

1.5 Vetranie vzorék MatusH, opravoval MatusH

V prvom rade sa chceme ospravedinit za neuvedenie hodnét S a v v zadani. Na numerické riesenie (na ktoré
zadanie nabdda) boli potrebné a v tomto vzordku budeme rdtat s hodnotami S = 2 m?, v = 1 m/s. Za urcenie
viastnych hodnot v a S pri rieseni neboli strhdavané body.

Ak sa pozrieme na maly ¢asovy interval dt, tak pocas neho vyjde von dV = Sv dt premiesaného vzduchu a
nahradi ho rovnaky objem nového vzduchu. Nech mame v miestnosti uz V,, nového vzduchu. Po ¢asovom
intervale df budeme mat

Vo (t+dt) = V,(¢) - @dvﬂlv = Vn(l— V”T(t)dv) +dV

nového vzduchu. Prvy ¢len znadi objem nového vzduchu na zadiatku intervalu, druhy ¢len znaci, kolko
nového vzduchu vyjde von dverami a posledny, treti ¢len, znaci, kolko nového vzduchu pride pocas ¢asového
intervalu d¢. Tato rovnica nam umoznuje iterativne pocitat objem nového vzduchu.

Nastavime pociato¢nt podmienku V,, = 0 a nésledne iba opakovane po¢itame nové V, dokym V,,/V < 99%.
Popri tom si pri kazdej iteracii zaznacime, ze sme ju spravili, napriklad tak, ze do premennej ¢ pripocitame
dt. Ked bude podmienka splnend, staci sa uz len pozriet, aka je hodnota ¢ a to nam ur¢i ¢as potrebny na
vyvetranie miestnosti.

Tato proceduru vie robit napriklad nizsie uvedeny kdd v Pythone. Vetrat musime 248,6 s » 6 min. Ako krok
v ¢ase sme v tomto pripade zvolili d¢ = 0,01 s. Tu v§ak mame celkom velku volnost vyberu. Vo v§eobecnosti
by sme dt mali nastavit tak, aby bol vysledok dostato¢ne presny. Ak by sme napriklad porovnali vysledok s
dt = 0,1 s, tak by sa vysledok 1idil 0 0,16 s. Ak ndm teda sta¢i presnost na sekundy, potom je nami zvoleny
krok dt ocividne postacujuci.

Nastavenie zadanych konstdnt
= 6%6*3

=1

=2

n < < H®

# Deklarovanie premennych pre vypocet

dt = 0.001
t=0
Vn = 0

# Postupné iterovanie dokym nedosiahneme poZadovany pomer
while Vn/V < 0.99:

Vn = Vn*(V - v*S*dt)/V + v*S*dt

t += dt
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# Vypisanie casu vetrania
print(t)

1.6 Snivanie vzordk MatusH, opravoval MatusH

Najskor si uzrejmime, ¢o sa bude diat kvalitativne. Na volné teleso posobi modifikovana gravita¢na sila. Ta
ho za¢ne otacat. KedZe je teleso volné a Newtonove zdkony sa nezmenili, os ota¢ania bude prechadzat cez
stred hmotnosti. Tu je dolezité si uvedomit rozdiel medzi stredom hmotnosti a taziskom.

Stred hmotnosti je priemer poloh jednotlivych elementov objektu vahovany ich hmotnostou. Teda stred
hmotnosti sa nezmeni zmenenim gravita¢ného zakona.

Tazisko je taky bod, v ktorom ked podoprieme teleso, tak bude v rovnovahe. Inymi slovami, momenty sil,
ktorymi pdsobia jednotlivé elementy objektu sa navzajom vynuluju.

V nasom svete s klasickym gravitatnym zakonom a uvazovanim homogénneho gravita¢ného pola tieto dva
body splyvaju, no je dobré mat na pamiti, Ze nutne nie su to isté.

Vysku$ajme teraz spravit naivny vypocet pre teleso B. Najskor vypocitame hmotny stred. Sta¢i ndm uvazovat
len horizontalnu suradnicu kvoli symetrii zvy$nych dvoch. Ak dame pociatok do lavého hmotného bodu s
hmotnostou m;, tak hmotny stred bude (kde L je dlzka tyce)

mp-0+m,-L my
X = = L.
mp + my, my + my,
Teraz vypocitajme polohu taziska
2 20( ) mj
migy =myg(L—y = b S
m; + mj

Mame dva ekvivalentné sposoby uvazovania. Bud mozeme vypocitat momenty zavazia m; a m, vzhladom
na bod x, alebo mdzeme celi hmotnost telesa dat do taziska a vypocitat moment takym spdsobom. Ak
budeme vediet moment, tak uhlové zrychlenie vypocitame ako € = M/I, kde M je moment sily a I je moment
zotrvacnosti.

Prvym pristupom dostdvame

my m
M=xmig—(L-x)mig=——"—miglL - ———migL.
my + m, my + m,
Druhym spdsobom dostavame
2
m; m;

M:(y—x)(m1+m2)2g=( )(mf+m§+2m1m2)gL.

mi+ms  my+m,
Porovnanim tychto dvoch vysledkov zistujeme, Ze sa li$ia. Toto je ale zasadny problém. Na rovnaky
problém by sme narazili pri vypocte taziska kuzela. Ocividne poloha taziska (a teda aj momenty sil) je
ovplyvnena nasou lubovolou pri deleni telesa. Ak by sme si napriklad povedali, Ze namiesto hmotného
bodu s hmotnostou m; mame v tom bode dva hmotné body s polovi¢cnou hmotnostou, tak efektivne sa
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ni¢ nezmenilo, no oba vypocty daji iny vysledok. Preto vidime, Ze nie je problém len vo vypoctoch, ale v
samotnom gravita¢nom zakone.

Tento problém vieme vystihnut aj inak. Predstavme si, Ze mame dve delové gule s hmotnostou m, kazda z
nich pada so zrychlenim mg. Ak ich ale spojime tenu¢kym lankom, tak sme zrazu vytvorili jeden objekt s
hmotnostou 2m, a teda bude padat zrychlenim 2mg. Lanko ale mo6ze byt napriklad aj nitka pavuciny a teda
systém nema preco ovplyvnit (ak by zavazia boli napriklad delové gule). To ale znamena, Ze takyto gravitaény
zakon nie je konzistentny sam so sebou. Zistili sme, Ze ak povaZujeme Newtonove zdkony za spravne, tak
gravita¢ny zakon musi linedrne zavisiet od hmotnosti. Zaujimavé je, Ze v tomto pripade sme na vylicenie
inych zavislosti nepotrebovali experiment, ale stacili nam uvahy.

Ak by sme chceli zachranit problém s delenim, dalo by sa to tak, ze gravita¢na sila posobiaca na ¢ast hmotnosti
telesa Am by bola mg Am, kde m je hmotnost celého telesa. Vidime, Ze v tomto pripade by sucet vetkych
¢asti naozaj dal m?g. Mozeme si ale v§imnut, Ze sila posobiaca na cast telesa Am je v tomto pripade zavisla
od hmotnosti celého telesa. Dokonca, ak by dve telesa mali rovnaku cast, tak vo vSeobecnosti by na tieto
Casti posobila ind gravita¢na sila. Takyto vesmir by teda musel fungovat fundamentalne inak ako nas.

1.7 Zalohovanie vzorak MatusH, opravoval MatusH

Z dovodu prehladnosti riesenia na zaciatok prejdeme vypoctom potrebnym na uréenie koeficientov trenia.
Nasledne uvedieme niekolko poznamok, ktoré nemusia byt na prvy pohlad jasné.

KedZe ide o staticky pripad, tak vyslednica sil posobiacich na kazdu plechovku musi byt nulova a vysledny
moment sily posobiaci na kazdu plechovku musi byt taktiez nulovy. KedZe je cely problém symetricky
podla vertikalnej osi prechadzajtcej stredom vrchnej plechovky, sta¢i nam uvazovat len jednu zo spodnych
plechoviek.

Obrazok 1.7.1: Matusova pyramida z plechoviek so zakreslenymi silami

Z podmienok statiky vo vertikalnom smere pre hornu plechovku dostdvame

3 1
Mg =2N;cos30° + 27T, sin 30° =2(N1\/7_+ TIE) (1.7.1)

Z podmienok statiky vo vertikdlnom smere pre dolnu plechovku dostavame

3 .1 3
Mg + Ny cos30° + Ty sin30 = Mg + Nl\/?_ + TS =S Mg =Ny, (1.7.2)
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kde sme v druhej rovnosti vyuzili rovnicu 1.7.1.

Z podmienok statiky v horizontdlnom smere pre dolnu plechovku dostdvame

1 3
N;sin30° = Ty cos30° + T, = NIE = Tl% + T (1.7.3)

a z podmienky statiky v rotacii
T =T (1.7.4)

Ak dosadime rovnicu 1.7.3 a 1.7.4 do rovnice 1.7.1 a upravime, dostadvame

Mg
T =T, = .
PN

Spéatnym dosadenim do rovnice 1.7.3 a pouzitim 1.7.4 dostavame

1
Nl = EMg

Pre najmensie mozné koeficienty trenia f; a f,, musi platit 7 = fiN, a T, = f,T>. Z toho napokon dostavame
finalne podmienky pre koeficienty trenia

1 1

I A Py

Pozndmka 1: Rovnice statiky pre hornu plechovku v x-ovom smere a rotaciu sme nepisali. Zo symetrie na
nu posobiacich sil vieme, Ze by nam nedali Ziadnu novu informaciu.

Pozndmka 2: Silu medzi spodnymi dvoma plechovkami sme neuvazovali, nakolko dopredu vieme, ze bude
nulova. Ak by totiZ nebola, tak by existovala nenulova vzdialenost, na ktort vieme spodné dve plechovky
vzdialit tak, aby ich tato sila vratila naspat. Pri vzdialeni sa ale zmensi potencialna energia hornej plechovky,
a teda opéatovnym priblizenim by si stistava spontanne zvysila energiu ¢o nie je mozné.

Pozndmka 3: Nevenovali sme sa smerom trecich sil s velkostou T; a T, posobiacich na plechovky, hoci ich
smery nie su Uplne trividlne. Najjednoduchsie sa daju urcit z toho, Ze trenie s velkostou T, musi smerovat
proti smeru pripadného pohybu. Dolnd plechovka sa vsak moze kvoli symetrii zacat hybat jedine smerom
von z pyramidy, a teda toto trenie musi smerovat dovnutra pyramidy. Trecia sila T} pdsobiaca na spodnu
plechovku je jedina dalsia sila, ktora posobi nejakym momentom na spodnu plechovku a teda musi mat
opacny moment sily ako trenie s velkostou T,. Nakoniec trecia sila T; posobiaca na hornua plechovku musi
zo zakonu akcia a reakcie mat opa¢ny smer ako jej naprotivna sila posobiaca na spodnu plechovku.

Pozndmka 4: Koeficient f; sa dd urcit aj z predpokladu, Ze ak by bol velmi maly, tak by pyramida spadla
sposobom, v ktorom by sa spodné plechovky rozkotilali na strany. Aby sa to stalo, moment sily vzhladom na
bod dotyku s podlozkou musi roztacat plechovku smerom von. Moment sily vzhladom na tento bod maju len
Nja Ty. V limitnom pripade ich vyslednica smeruje k bodu dotyku. To ddva podmienku T;/N; = f; > tan15°.

Pozndmka 5 (Maridn Koval): Druhy sposob, ktorym vedia plechovky spadnut je, Ze vrchna a spodné
plechovky o seba nepre$myknu, ale spodné plechovky presmyknut o zem. Ked vrchnd plechovka klesne o
dx, bo¢né plechovky sa posunt o /3 dx doboku a oto¢ia 0 2 dx/R. Dokopy na zem posobi sila 3M g (nadol),
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teda dokopy trecia sila vykond 3(\/3 + 2) Mg f, dx plica. Aby sa energeticky oplatilo plechovke klesniit o dx
a vykonat tolko prace, musi f, > 1/(3(v/3 +2)).

Vidime, Ze tlohu teda rie$i poznamka 4 a 5, ¢im sa dalo vyhnut rieSeniu sustavy rovnic. Vo vSeobecnosti
je vSak odporucany spdsob pomocou sustavy rovnic, nakolko je systematickej$i a je taz$ie prehliadnut
podstatnu tvahu.
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