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RieSenia 3. kola zimnej Casti

3.1 Diskriminované elektricky vzorak Martin, opravoval Martin

Trolejbus je vozidlo pohanané elektrickym pohonom. Spravidla byva pohanané jednosmernym prudom
s napitim 500 az 600 V. Coraz beZnejsie je, Ze trolejbus ma aj batériu a moze sa tak v pripade potreby
pohybovat aj bez pripojenia na trakéné vedenie. Existuje viacero typov trakéného vedenia: pantograf, ¢asto
pouzivany vlakmi a elektrickami, ty¢ové vedenie, vyuzivané trolejbusmi, alebo napriklad lyrové vedenie,
dnes uz malo pouzivané a zvi¢$a nahradené vyssie zmienenymi typmi trakéného vedenia. Miesto trakéného
vedenia je v metre ¢asto vyuZzivana tretia kolajnica, kde je obvod taktiez uzavrety jazdnymi kolajnicami.
Londynske metro ma az $tyri kolajnice, ¢o ma oproti trakénému vedeniu a tretej kolajnici tu vyhodu, Ze cez
jazdné kolajnice neprechadza elektricky prud. Ak by bol cez ne odvadzany do zeme, mohol by sa dostat do
kovovej konstrukcie tunela a poskodit ju.

Trolejbus pouziva tyCovy zbera¢ prudu. Aby elektrickym obvodom prechadzal prud, obvod musi byt
uzavrety. Trolejbusy preto majui dva zberace pridu napojené na dva rovnobezné droty trakéného vedenia.
Druhy zberac slizi pre uzavretie elektrického obvodu.

Elektri¢ky vyuzivaju spravidla pantograf, no niektoré pre zber prudu vyuzivaja tycovy zbera¢ priadu, ktory
je pre ne v porovnani s pantografom z viacerych dévodov menej vyhodny. Elektricka ma v8ak narozdiel od
trolejbusu iba jeden zberac a je napojend len na jeden drét trakéného vedenia, ¢o plati taktiez pri pouziti
pantografu. Ako je uz vyssie spomenuté, kolajové vozidla, medzi ktoré patri aj elektricka, ¢asto pre uzavretie
obvodu vyuzivaju prave jazdné kolajnice, ktoré, kedze su vodivé, su na tento ucel idedlne a elektricka tak
nepotrebuje dva zberace pridu napojené na dva droty trak¢ného vedenia. Trolejbus sa v§ak pohybuje na
kolesach s gumenymi pneumatikami a kedZe guma je elektricky izolant, nie je mozné ju pouzit pre uzavretie
obvodu. Preto trolejbus pre uzavretie obvodu potrebuje druhy tycovy zbera¢ prudu a druhy drét trakéneho
vedenia.

Mozeme sa dotkntt jazdnych kolajnic, aj ked sa pouzivaju ako sucast elektrického obvodu? Ano, dokonca aj
viackrat ako raz. Kolajnice su totizto uzemnené a my, stojaci na zemi, sme uzemneni tiez. Obaja teda mame
rovnaky elektricky potencidl, ¢ize po dotknuti sa kolajnic nami ziadny prud tiect nebude. Ale ak sa miesto
trak¢ného vedenia pouziva tretia ¢i $tvrta kolajnica, ktoré uzemnené nie su, nie je bezpecné sa ich dotykat.

3.2 Neposedné acidko vzordk Marek, opravoval Marek
Nech hustota acidka je p a jeho objem v krabici V. Potom nan pdsobi tiazova sila

Fy=mg="Vpg,
kde m je hmotnost acidka a g tiazové zrychlenie.

Acidko sa neprevrhne vtedy, ked zostava v rovnovahe, ¢ize ked je vektorovy stcet sil aj momentov sil nulovy.

F,=Fp +N,
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N+N' =0,

FP+FIP =0,

kde N’ je sila, ktorou lavica pdsobi na krabicu acidka a je reakciou na silu rovnakého smeru a velkosti ako
N, ktorou na lavicu p6sobi acidko v dosledku tiaZovej sily (ale nie je reakciou na tiazovu silu), Fp je zlozka
tiaZovej sily rovnobeZzna s rovinou lavice a F’p je sila, ktorou zarazka posobi na krabicu.

Acidko sa pocas prevracania bude otacat okolo hrany, ktora sa dotyka zarazky, preto ju budeme nazyvat
os otac¢ania. Pretoze acidko povaZujeme za homogénne, ak jeho tazisko kolmo premietneme do roviny
lavice a ndsledne na os otdcania, dostaneme bod, ktory si zvolime za pociatok stradnicovej sustavy (lebo
neskor zistime, Ze je to vyhodné, takouto volbou sa zjednodusia niektoré vztahy). Budeme sa preto zaoberat
dvojrozmernym pripadom, t. j. predstavme si prierez acidkom kolmy na lavicu a prechadzajuci taziskom
(takZze aj poc¢iatkom nami zvolenej suradnicovej sustavy) a siradnicovu sistavu S zvolme tak, aby os x lezala
v rovine lavice v smere Fp a 0s y bola na niu kolma a orientovana opac¢ne ako N (os z by bola totoznd s osou
otdcania, orientdcia nie je dolezitd, lebo smer otdcania je zrejmy, ale uvazujme zauZzivanu orientdciu, teda
»pred nakresnu®).

Moment sily je urceny ako
M=rxF,
kde M je moment sily vzhladom na pociatok suradnicovej ststavy a r je polohovy vektor bodu, na ktory
posobisila F. Zavedme novu siradnicovu sustavu S’ tak, ze os x’ je priemetom osi x do vodorovnej roviny, os
y' priemetom osi y do zvislého smeru a z’ = z. Poznamenajme, Ze pociatok sa nezmenil. Vektory rozpiseme
na zlozky:
M’ = (r,,1r,,0) x (F}, F,,0) = (0,0,r, F, - r Fy).
F, = (0,-F,,0),
preto
M' =(0,0,-RF,),
kde R/, je x’-ova suradnica taziska (a v absolutnej hodnote aj kolma vzdialenost vektorovej priamky sily od
osi otdCania). Pretoze F, je konstantné, moment sily bude nulovy prave vtedy, ked

teda ked sa taZisko nachddza nad osou ot4cania.

K rovnakému zaveru mozno prist uvazenim skutocnosti, ze acidko sa prevrhuje vtedy, ked jeho tazisko klesa,
teda ked uz nie je potrebné vykonat dalsiu pracu na zdvihanie taziska do dosiahnutia maximalnej vysky, t.
j. ked uz cez bod s maximalnou vyskou preslo. Inymi slovami, ak chceme preklopit kvader okolo jednej z
jeho stran, je potrebné postavit ho na hranu, okolo ktorej by sa mal otacat, takze dostat ho do stavu, kedy je
vzhladom na zvolenti os otdc¢ania tazisko najvyssie a ak ho posunieme o velmi maly kusok dalej, spadne sam.

Ked je krabica pln4, acidko mad tvar kvadra, ktory ma tazisko v svojom strede simernosti, preto jeho poloha
vzhladom na suradnicovu sustavu S (treti rozmer sme uvazovali len kvoli momentu sily, teraz je uz zbyto¢ny
a sustavu bez neho budeme oznacovat rovnako ako s nim, ak bude zrejmé, Ze sa nepomylia) je urcena
polohovym vektorom

R=(-a/2,a),
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kde minus je len kvéli volbe smeru osi x.

Zo zadania vieme, Ze plné acidko sa prevrhne, preto z neho treba ¢ast objemu odstranit. Ozna¢me ju V;.
Acidko je v nadobe tvaru kvadra, preto nam staci uvazovat plo$ny obsah ¢elného prierezu pri pohlade v
smere osi z, ktory oznac¢ime §, a plati vztah:

‘/1 = Slhs
kde h je hrubka nadoby, v nasom pripade & = a. Ozna¢me b = 2a. Vidime, Ze S = ab.

Rozli$me 3 pripady:
1. prierez odstranenym objemom ma tvar trojuholnika,

2. prierez odstranenym objemom ma tvar pravouhlého lichobeznika,

3. prierez odstrdnenym objemom m4 tvar patuholnika a zostdvajici objem ma tvar trojuholnika.

V nasledujucom texte budeme pracovat so siradnicovou sustavou S.

Odstranenie objemu s prierezom tvaru trojuholnika

Na zaciatok uvedieme konstatovania zrejmé z obrazka. Velké pismena v rovniciach reprezentuju polohové
vektory bodov, nie samotné body.

E=[E,E,] =[a,b]
tana = Q

P-qQ j2

2
T, = +Q ==—+-=Q
! 3 Q 33

TS+ 1,8, =TS = Tab
2

1 11 1 g
S =-|P-E|Q-E|l=-pg=-p*tana = -
1= 5P ElQ-E[=5pq = ptana =2

25,
tan o

p=V2S tana
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CTS-TS 1 [Sa p
2 73 2 3

Sb q
T, = = ———-8=+8a,—-5b+S ]
2 S_S, S_S, 1 1a 1 1

(pozn.: v okamihu prevrhnutia je tazisko nad osou otacania, teda:)

_T2x STQ + Slg - Sla a’+ SI—ZSgtana - Sla
tan(x:T =<3 b qu —
2y - Sib+ S5 .
Yoo TR 203 2248, + § Ve

Trivialnou upravou, ktort pre jednoduchost nechavame na ¢itatela, dostaneme nasledujuci vztah pre jediny
realny koren, kde kvoli lepsej ¢itatelnosti r = tan a. (Pocital WolframAlpha, trochu upratal ChatGPT, no je to
tak grcné, Ze sa mi nechce overovat platnost takéhoto vysledku, nuz verim ,,kolegom,“ lebo sedia aj jednotky,
aj niektoré limitné pripady, ale i napriek tomu je to zle)

1/3
s 3(4a%r? — 4a’r + a?) 31/3(16\/8\/—64(1121’9 +288al2r8 — 432a2¢7 + 304a2r% — 108a'2r5 + 18a2r* - a12r3) /
1 = —_ +_

8r 8r 7.

Ak sa Vam substittcia nepdci, tu je vysledok bez nej.

3(4a2tan’ o — 4a2tan o + a2) 31/3<16\/3\/—64a12 tan® a + 288a2 tan® o — 432a2 tan” & + 304a'2 tan® a — 108a?
Sl = -

8tan« S8tan«

Odstranenie objemu s prierezom tvaru lichobeznika

sem prepiSem rieSenie z naboja 2018

Odstranenie objemu s prierezom tvaru patuholnika

Teraz ma prierez zostavajicim acidkom tvar trojuholnika. Ako vyplyva z 1. pripadu, jeho tazisko sa bude
nachadzat na polpriamke prechadzajicej bodom na osi otdcania, preto ak sa dostaneme do tohto stavu, odpit
viac uZ nepomoze.

3.3 Momentova vypomoc vzorék KatkaM, opravovala KatkaM

Matusovi tak velmi chybalo lezenie, Ze sa odhodlal riskovat a preskiumat spravanie rebrika v zavislosti od jeho
sklonu voc¢i zemi. My vieme, Ze miesto tohto nebezpe¢ného riskovania dokdazeme dopredu urcit minimalny
uhol sklonu rebrika vo¢i zemi, ktory Mattsa bezpe¢ne udrzi. Poc¢itame popritom s informéciou, Ze hmotnost
rebrika je zanedbatelna a koeficient statického trenia medzi rebrikom a zemou a rebrikom a stenou je f.
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Obrazok 6.1.1: Situdcia bez Mareka na rebriku

Na obrazku 6.1.1 si mozeme v$imnut vSetky sily posobiace na Mattisov rebrik. Su to trecie sily T; a T,
ktoré posobia v Mattisov prospech. Dalsimi vystupujicimi silami st sila od podlozky N a sila od steny N,.
Poslednd, tiazovd sila F, = mg posobi smerom nadol a je vyvoland pritomnostou Matisa na rebriku.

Po spisani vSetkych posobiacich sil je ¢as pisat rovnice. Nasou poziadavkou je, aby sa rebrik nehybal, a tym
zostaval v rovnovaznej polohe. Na to, aby sa nehybal, musi byt sucet sil nan pdsobiacich nulovy. Z tejto
poziadavky dostdvame dve rovnice pre stcet sil: v x-ovom smere } F, = 0 a v y-ovom smere ), F), = 0. Plati

teda
N,-T1=0 (6.1.1)

N, + Tz—Fg=O. (612)

Zo zadania dostavame rovnaku hodnotu f pre koeficient statického trenia medzi rebrikom a zemou a
rebrikom a stenou. Potom pre trecie sily T; a T, plati

T = Nif, (6.1.3)

T2 = sz (614)

Aby rebrik zotrvaval v pokoji, je potrebné aj to, aby sicet momentov sil nan posobiacich bol nulovy

Y M=0.

Velkost momentu sily vypoéitame ako stéin velkosti sily a dlzky jej ramena, teda M = Fr. Vypocet si
urychlime, ked'si zvolime za bod otac¢ania bod dotyku rebrika so stenou, kde posobi najviac sil (momenty sil
N,, T, a F, sa budu rovnat nule, pretoZe voci tomuto bodu méd rameno sily nulovi dizku, a teda nebudeme
potrebovat k vypoctu vztahy 6.1.1, 6.1.2 a 6.1.4.
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Velkost ramien pre jednotlivé sily vypocitame ako dlzky kolmého priemetu rebrika dlzky L na podlahu, resp.
na stenu. Dostdvame potom rovnicu

T\Lsing — NiLcos¢ = 0. (6.1.5)

Tu si mdZeme vimnit, Ze uhol nezavisi od dizky rebrika L. Po predeleni rovnice 6.1.5 cos ¢ a dosadenti 6.1.3
dostdvame rovnicu, z ktorej si priamo vieme vyjadrit na$ hladany uhol ¢
N;ftang - N; =0,

1 (6.1.6)
tan(p=? = cotg = f = ¢ = arccot f.

L
N
[

v
S S S S

Obrazok 6.1.2: Situdcia s Marekom na rebriku

V druhej Casti postupujeme velmi podobne. Matus si zavolal Mareka, ktory sa postavil do desatiny dlzky
rebrika od zeme. Ako sa zmeni najmensi uhol rebrika voci zemi, ktory este udrzi Matusa? Prirodzeny je
predpoklad, Ze pritomnost Mareka na zadanom mieste zvysi stabilitu rebrika a hladany uhol sa zmensi. Je to
ale naozaj pravda a aka bude hodnota nového najmensieho uhla y?

Na obrdzku 6.1.2 ndm pribudla tiazova sila Mareka F, = mg, ktord sa z dévodu rovnakych hmotnosti Mattisa
a Mareka rovna tiazovej sile Matusa. Opit si napiSeme pohybové rovnice pre sily v x-ovom a y-ovom smere

N2 - Tl = 0,
(6.1.7)
N1+T2—2Fg:0.
Prostrednictvom pohybovych rovnic a vztahov pre trecie sily 6.1.3 a 6.1.4 si vieme vyjadrit F, ako
1+ f2
F =N, iy (6.1.8)

2
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V tomto pripade si z rovnakého doévodu ako minule volime za bod otac¢ania bod dotyku rebrika so stenou.
Pribudol ndm moment sily F, od Mareka, ktory sa rovnd - F,L cos y. Potom pre . M = 0 dostavame

9
—-NiLcosy + TiLsiny + EFgL cosy = 0. (6.1.9)

Po predeleni cos y a s vyuzitim rovnic 6.1.3 a 6.1.8 to vieme upravit na tvar, z ktorého si vyjadrime tany a
nasledne samotné y

9 1+ f?
=N;+ N,ftany + —N =0,
vty N
nm 9
tany = — — —f2,
Stany =252/
1oop (6.1.10)
tany = )
20f
n-9f2
¥ = arctan f .
20f
Pre najmensie mozné uhly dostavame hodnoty ¢ = arccot f, resp. ¢ = arctan% a y = arctan 112_09;2. P

vykresleni si tychto funkcii mozeme vidiet, Ze pre véetky f > 0 plati ¢ > y, a teda Marekova pritomnost
Matusovi skuto¢ne pomadha.

3.4 Strateny v Bratislave vzorék Martin, opravoval Martin

Ak mame urcit ¢as len s pomocou fotky samotnej, ako prvé ndm dost mozno napadne ur¢it ho s pomocou
duahy, ktoru vidime na fotke.

Duha vznika, ked sa Slnko nachadza za nami a pred nami sa nachadzaja dazdové kvapky. Nezalezi na tom, v
akej vzdialenosti su kvapky, dolezité je, ze sa k nim slne¢né svetlo moze dostat bez prekazok, akymi mozu byt
napriklad mraky. Lu¢ slne¢ného svetla sa po prechode do vnutra kvapky lame a rozklada na farebné zlozky.
Cervené svetlo sa ldme najmenej, fialové najviac. Cast svetla opusti kvapku a cast svetla sa vnutri kvapky
opit odrazi. Tieto odrazené luce sa pri prechode z kvapky do vzduchu opét lamu. Uhol, ktory zvieraju luce
¢erveného svetla vychadzajtce z kvapky s povodnymi slne¢nymi ld¢mi je priblizne 42°. Pre fialovi farbu je to
zase 40°. Lahsie v§ak v duhe rozozname modré svetlo, ktorého so slne¢nym svetlom zviera uhol o trochu va¢si
nez fialové svetlo. V skutoc¢nosti vsak tieto uhly nie st jediné, aké svetlo danej farby zviera so slne¢nymi li¢mi.
Napriklad ¢ervené svetlo opusta kvapku pod uhlom 0° az 42°, nikdy nie viac. Podobne, fialové svetlo opusta
kvapku pod uhlom 0° az 40° a nikdy nie va¢sim. Pri najva¢som uhle, pri akom mozno svetlo danej farby
vidiet, vS§ak dana farba prevazuje. Napriklad pod uhlom 40° mozno vidiet prevazne fialov, avsak taktiez k
ndm pod danym uhlom prichddza napriklad &ervena, kedZe je tento uhol mensi nez 42°. Cervena farba je
jedind, ktort pod uhlom 42° moézeme vidiet, pretoze vsetky ostatné farby maji najvacsi uhol, pod ktorym
ich mozno vidiet, mensi nez 42°. Kedze pod uhlami mensimi nez 40° mozu kvapku opustat vetky farby a
ziadna z farieb (aspon ¢o sa tyka vidite[ného svetla) pod tymito uhlami neprevazuje, pri uhloch mensich nez
tento k ndm tak prichddza biele svetlo.

V nasej vzdialenosti od Slnka a nasich $kalach st slne¢né lti¢e prakticky rovnobezné. Vieme, Ze Cervené svetlo
vychadzajtce z dazdovej kvapky zviera s [u¢mi slne¢ného svetla uhol priblizne 42°. Ak teda vidime ddhu,
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znamena to, Ze ak si predstavime priamku smerujicu od nas k lubovolnému bodu na ¢ervenom pase duhy,
tak tato priamka zviera so slne¢nymi la¢mi uhol 42°. Vidime teda, Ze poloha duhy na oblohe zavisi od toho,
kde na oblohe sa nachadza Slnko. Este napomocnejsie nam bude, ak si predstavime priamku smerujicu od
Slnka cez nasu hlavu az po jej tien. Po tejto priamke taktiez prechadza slnecné svetlo. Tato priamku mozeme
predlZit aj dalej, pod povrch Zeme. Préve tato priamka smeruje k tzv. antisolarnemu bodu, ¢o je bod, ktory
je vlastne stredom duhy a na oblohe sa nachadza presne na opac¢nej strane voci Slnku. Ak st teda vhodné
podmienky pre vznik dihy, mézeme si predstavit tuto priamku a odhadnut tak polohu antisolarneho bodu
na oblohe a 42° [ubovolnym smerom od neho mézeme vidiet duhu.

To je navod, ako hladat duhu. Pre potreby nasej tlohy sa na to mdzeme pozriet aj opacne. Na fotke vidime
dihu, mézeme teda odhadnut polohu antisolarneho bodu, odhadnut jeho azimut, odkial vieme polohu
SInka, jeho azimut a nasledne tak odhadnut cas.

Ak chceme s pomocou duhy urdit ¢as, potrebujeme este vediet, akym smerom je fotka orientovana. Na
fotke vidime 1065ku, Bratislavsky hrad, Vyhliadkovu vezu UFO a este napriklad Dém sv. Martina. Ked sa
pozrieme na mapy, mozeme vidiet, Ze Dom sv. Martina sa nachddza priblizne smerom na sever od UFA.
Mozeme vidiet, ze fotoaparat, UFO a Dom sv. Martina sa nachddzaju na jednej priamke. Sever sa na fotke
teda nachadza priblizne smerom k UFU a fotografia bola zhotovena priblizne na 48,133151°N, 17,104424°E.

Uz vieme, akym smerom je fotka orientovana. Zo vzdialenosti medzi fotoaparatom, Démom sv. Martina
a Javou vezou Bratislavského hradu vieme ur¢it, Ze uhol Dém-fotoaparat-lava veza je asi 20°, ¢o nam
umoziuje merat azimuty na fotografii. Preto mozno odhadom ur¢it azimut antisolarneho bodu na priblizne
20°. Azimut Slnka teda bude priblizne 200°. Cas tak modze byt priblizne jedna az dve hodiny poobede.
Kazdopdadne vsak aj letmym pohladom moézeme vidiet, Ze antisolarny bod sa s istotou nachadza smerom na
vychod od severu, ¢ize Slnko sa nachadza smerom na zapad od juhu a teda s istotou mdzeme povedat, ze
fotka bola urobena v poobednych hodinéch.

Iny sposob, ako mozeme urcit Cas, je pozriet sa na tiene. Ak sa pozrieme na Dom sv. Martina, vidime, Ze
jeho zapadnad strana, mierne otocena smerom na juh, je v tieni. S istotou teda mozeme povedat, ze fotka bola
urobend v doobednych hodinach. Ak sa pozrieme na piliere UFA, tiez vidime, Ze ich zdpadna strana je v
tieni. Aj tien, ktory vrha UFO na jeho piliere, napoveda, ze Slnko sa nachadza smerom na vychod od juhu.
Cas tak mozeme odhadnt priblizne na jedenast hodin.

Avdak tu nam nastal problém. S pomocou dihy sme s istotou vyvodili zaver, ze fotka bola urobend v
poobednych hodinach. S pomocou tienov sme zase s istotou vyvodili zaver, Ze fotka bola urobend v
doobednych hodinach. Medzi ¢asom vytvorenia fotky uréenym s pomocou duhy a ¢asom vytvorenia fotky
uréenym s pomocou tienov nemozno najst prienik. Z toho mozno usudit, Ze duha na fotke je dorobena.
Skuto¢ny ¢as, v akom bola fotka odfotena, je teda ten, ktory sme ur¢ili s pomocou tieniov a to je spominanych
priblizne jedenast hodin.

3.5 Hula hoop vzorak Majo, opravoval Majo

Skor, ako sa pustime do rieSenia tlohy, tipnime si rieSenie. Urcite predpokladame, Ze nejaka rovnovazna
poloha bude v najvy$$om bode obruce (a pravdepodobne bude labilna). Dalej by mohla byt nejaké
rovnovazna poloha v najnizSom bode obruce (ta bude asi stabilna'). Bude rovnovazna poloha aj niekde

'SPOILER ALERT: Nebude vzdy stabilnd.
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inde? E$te by mozno mohla byt niekde medzi a asi bude najzaujimavejsia cast ulohy spocitat, ¢i a aka to je
rovnovazna poloha a kde presne je.

Na celu situaciu sa budeme pozerat z pohladu pozorovatela, ktory sa otd¢a spolu s obrucou. Tento pozorovatel
vidi obruc¢ ako statickd. Cena za to je, Ze hmotny bod bude vnimat odstredivu silu.

Na na$ hmotny bod tak posobia v podstate tri sily — tiazova, odstredivé a nejaka sila od obruce. Sila od obruce
je v8ak len nejaka taka sila, ktora spdsobuje, ze hmotny bod bude stéle pripevneny k obru¢i. To zariadi tak,
Ze akonahle by na hmotny bod mala pdsobit nejakd sila v radidlnom smere (t. j. do stredu alebo od stredu
obruce), obru¢ bude na bod posobit tak, aby sa tato sila vyrusila. Preto nas z tiaZzovej a odstredivej sily budu
zaujimat iba ich zlozky v smere doty¢nice ku kruznici tvorenej obrucou.

Tieto zlozky nie je naro¢né vypocitat pomocou elementarnej geometrie. Trochu krajsie to v$ak ide analyt-
ickou geometriou. Zavedme stradnice tak, aby stred obruce bol v bode (0,0) a smer tiazového zrychlenia
bol klasicky (0,-g). Potom bod, ktory zodpovedd uhlu «, bude mat suradnice r = (rcosa,rsina), kde
r je polomer obruce. Jednotkovy doty¢nicovy vektor v tomto bode potom bude n = (-sina, cos ). Cela

situdciu nam staci vyriesit pre a € [—%, %], pre druhu polovicu obruce to bude platit rovnako.

Na hmotny bod s hmotnostou m posobi tiazova sila F; = (0,-mg) a ak sa hmotny bod nachadza v bode
(rcosa, rsin a), zlozku tiaZovej sily v smere doty¢nice spocitame pomocou skaldrneho su¢inu

F,, = (Fy-n)n = —-mg cos(a)n.

Tato sila tak ma velkost mg cos & a posobi v smere” —n.

Pokrac¢ujme odstredivou silou. Bod s polohovym vektorom r sa z pohladu nerotujiceho pozorovatela pohy-
buje po kruznici s polomerom r cos . Odstrediva sila pdsobiaca v tomto bode je preto F, = (mw?rcos «,0).
Jej zlozka v smere n je

F, = (F, -n)n=-mw?*rcos(a)sin(a)n.
Tato sila m4 teda velkost® mw?r cos asin «.

Aby bol hmotny bod v rovnovéaznej polohe, musi platit F,, + F,, = 0. Upravujme tito podmienku

—mg cos(a)n — mw*r cos(a) sin(a)n = 0,

-mcosa(g+ w’rsina)n = 0.

Oznac¢me F vektor na lavej strane poslednej rovnice. Ten je nulovy, ak plati cos & = 0, alebo ak g+ w?rsina =
0. Prvy vztah md na uvaZovanom intervale rieSenia o = +7.

Uhol & = 7 zodpovedd bodu hore na obruci. Toto je v zhode s o¢akdvaniami o rovnovdznej polohe. Aby sme
zistili, ¢i je stabilnd, pozrime sa na vektor F pre uhly blizke 7. Pre uhol 7 — ¢ ma vektor F tvar F = —kn pre
nejaku kladnu konstantu k. Takze na bod, ktory mierne vychylime z rovnovaznej polohy, posobi sila v smere

g] podla o¢akévania smerom nadol.

2 : g
To je pre a € [—5,
7 g] inus meni{ znamienko v bode a = 0, takzZe tto sila smeruje vzdy smerom k bodu, v ktorom « = 0.

3Apreoce[— ,
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opa¢nom ako n, ¢o je smerom z rovnovaznej polohy. Rovnako bude hmotny bod utekat od rovnovaznej
polohy aj pri vychyleni na uhol 7 + &. TakZe tito rovnovazna poloha je labilna.

Podobné ivahy mézeme spravit aj pre « = —7, €o je daldi bod, kde sme ocakédvali rovnovéznu polohu. Tu si
uz ale musime uvedomit, ze pre velké hodnoty w moéze uz byt zatvorka (g + w?r sin a) zaporna. Uhly vieme
volit dostato¢ne blizke —7, CiZe vieme spravit sin a Iubovolne blizke 1. Hrani¢nd podmienka preto bude
g — w?r = 0. Takze ak g > w?r, bude toto stabilnd poloha. V opa¢nom pripade to bude labilna poloha®.

Zostava pripad g+w?r sina = 0, ¢ize sin & = —£-. Lava strana je sinus nie¢oho, takZe mozZe byt len z intervalu
[-1,1]. Vzhladom na to, Ze pravd strana je urcite zdpornd, musi platit ——£- > -1, alebo po prendsobeni -1
mame —£- < 1. Opit sa tak dostava do hry podmienka g < w?r. V tomto pripade mame novi rovnovaznu
polohu v bode zodpovedajucom uhlu « = arcsin(—%). V pripade g = w?r sa toto redukuje na rovnovaznu
polohu z predoslého odseku. Predpokladajme preto g < w?r. KedZe robime arkussinus z nie¢oho zaporného,
dostaneme uhol medzi 0 a —7. To ale ni¢ nezmeni na tom, Ze kosinus z tohto uhla bude kladny a rovnakym

hrajkanim sa ako doteraz zistime, Ze tato rovnovazna poloha je stabilnd.

Aby sme to zhrnuli, rovnovazne polohy vyzeraju takto:

« Poloha navrchu ((x = g) je vidy labilnd rovnovazna poloha.
o Ak g > w?r, poloha naspodku (oc = —%) je stabilnd rovnovazna poloha.

o Ak g < w?r, poloha naspodku (oc = —g) je labilnd rovnovazna poloha a stabilna rovnovazna poloha je

— ; £
pre x = aI'CSII’I(—er).

Pokrocilejsie rieSenie

Naznacime este jedno rieSenie, ktoré vyuziva derivacie. No aj ak si sa s nimi nestretol/-a, moze byt zakladna
myslienka poucna. Je zalozend na tom, Ze ak sme v statickej situdcii, rovnovazne polohy st v bodoch, kde
potencial® nadobuda extrémy - v minime je stabilna poloha, v maxime labilna poloha.

Ak sa na nasu tlohu pozerame vo vztaznej sustave spojenej s obrucou (ako sme to robili aj v predoslom
rieSeni), sme skuto¢ne v statickej situdcii. Dan za to je v tomto pripade komplikovanejsi potencidl. Tak ho
podme spocitat. Potencidl za gravita¢nu silu je klasicky V, = gy, kde y je zvisla suradnica, ¢ize v danom bode
r = (rcosa,rsina) ma velkost Vy(a) = grsina.

S potencidlom od odstredivej sily to bude mozno trochu komplikovanejsie. Typicky riesitel sa s nim totiz
eSte asi nestretol. Tak ho skdsime uhadnut. Spomenme si, Ze odstredivé sila ma velkost F, = mw?x. To je
podozrivo podobny tvar ako tvar sily od pruZiny, ktora je F = —kx a ktorej potencidl je V = 1 £x2 Jediny
rozdiel s nasou odstredivou silou je, ze v naSom pripade je k = —mw?. TakZze potencidl odstredivej sily je°
V, = —1w?x2. Pre dany bod r je teda V,(«) = —3w?(r cos a)?.

Pracujeme tak s potencidlom

1
V(a) = Vy(a)+ V,(a) = grsina - sz(rcos a)?.

*Ak plati presne g = w?r, takZe (g + w?rsina) > 0, a teda aj v tomto pripade ide o stabilnt polohu.

>Teda potencidlna energia telesa vydelena jeho hmotnostou. Riesenie by bolo rovnako spravne, aj ak by sme miesto potencidlu
ratali s potencialnou energiou

SPripadne sme si mohli tento fakt spocitat integrovanim odstredivej sily.

https://www.fks.sk/ 10 otazky@fks.sk


https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

® é)é)é) Riesenia 3. kola zimnej casti — termin 18. 12. 2023

Hladdme extrémy potencidlu ako funkcie uhla «, a tak derivujme V(«) a poloZme ho rovné nule

o
V'(a) = grcosa + w*r* cosasina = 0

Po tprave to je rovnakd podmienka na polohu rovnovaznej polohy ako v predo$lom rieseni.

Aby sme zistili, kedy ide o stabilnd a kedy o labilnd polohu, spocitajme este druhu derivaciu V («) a zistujme
znamienko v bodoch, kde boda prvé derivacia nulova

V"(a) = —grsina + w*r*(cos’* a - sin” «).

Postupne dostavame

o« V/ ’(%) = —gr — w?*r* < 0, takZe pre a = 7 nadobtida V' lokdlne maximum, a teda je tdto poloha labilnd.
o V’ ’(—g) = r(g — w?r) vedie na rovnaku podmienku stability ako v predoslom rieseni.

. V”(arcsin(—%)) = (‘”Zﬂgz’w, ¢o je vzhladom na podmienku g < w?r vzdy (ked je toto vdbec

rovnovazna poloha) kladné ¢islo, takze tato poloha je vzdy stabilna.

Tym sme dostali rovnaky vysledok ako v predoslom rieseni.

3.6 Marketingovy trik vzorék MatusH, opravoval MatusH

Vedenie tepla opisuje Fourierov zédkon

j= %AT, (6.4.1)

kde j je plosna hustota toku tepla, A stcinitel tepelnej vodivodsti opisujuci schopnost materialu viest teplo,
d je hrubka materialu a AT je rozdiel teplot na koncoch materidlu.

Najskor si podme vysvetlit, ako tento zakon vlastne mame chapat. Predstavme si, Ze mame stenu hrubky d
s tepelnou vodivostou A. Rozdiel teplot na jednej a druhej strane steny je AT. Potom vieme vypocitat, aka
je plosna hustota toku tepla, ktora nam hovori, kolko joulov tepla ,,pretecie”” jednotkou plochy za jednotku
Casu.

To, ako dobre hrnéek izoluje, je dané tym, aka je hustota tepelného toku na jednotku rozdielu teploty. Preto
nas zaujima vlastne len koeficient imernosti 4 z Fourierovho zékona 6.4.1, ktory sa nazyva aj tepelnd vodivost
daného objektu. Tento koeficient vieme jednoducho vypocitat len dosadenim hodnét, ktoré si vyhladame
na internete pre pripady b) a c).

Podme sa teraz pozriet, ako sa meni tento koeficient, ak dime k sebe dve vrstvy, prviis A; a d; a druhts A, a
d,, pricom teplota na jednej strane je 77 a na druhej T, > T;. Vieme, Ze musi platit rovnica
s

M A
Z(T-T)=Z(1-1), (6.4.2)

"Vyraz pretelie nie je tiplne spravny, lebo indikuje, Ze existuje nieco, ¢o sa pohybuje a tym vytvéra tecenie tepla. Ako je to
napriklad v pripade tecenia prudu alebo tecenia rieky. Preco to tak nie je, je na celti prednasku, preto bud pridte na ststredenie
alebo podte studovat na Matfyz, ak chcete vediet kde je problém.
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kde T je teplota medzi dvomi vrstvami. Platnost tejto rovnice vidime napriklad z toho, ze ak by plo$na
hustota tepelného toku medzi vrstvami nebola rovnakd, na ich rozhrani by sa zbieralo teplo, a teda by tam
rastla teplota. Zo skuisenosti ale vieme, Ze ni¢ také sa nedeje. Upravou rovnice 6.4.2 dostavame

A Az) A A
TW\—+—|=Th—+1—,
(dl dy) 'd o 'd,
(6.4.3)
T Tk
- A Ay
ata

Na to, aby sme zistili hustotu toku cez jednu z vrstiev (a tym vlastne tok cez obe vstvy) nam teraz sta¢i dosadit
za T napriklad do lavej strany rovnice 6.4.2. Tym dostavame

by

jZZ(T—Tl): &d1+d2/1_2(T2—Tl), (644)
dl dz

Vidime, Ze ddvanim viacerych vrstiev za seba sa ich tepelna vodivost sklada rovnako, ako sa sklada odpor
paralelného zapojenia rezistorov. Dalie pozorovnanie je, Ze vyslednd tepelnd vodivost nezévisi na poradi
vrstiev. Preto v pripade a) si vieme uSetrit ratanie a zmenit situaciu z pohara s dvojitym sklom na pohar so
sklom hrubky 2k a naslednou vrstvickou vzduchu h.

Koeficient tepelnej vodivosti standardného skla sa pohybuje medzi 0,9 - 1,2 W/(mK) a pre vzduch s teplotou
okolo 60 °C je priblizne 0,03 W/(mK). Izbovu teplotu neuvazujeme preto, lebo vzduch medzi sklami bude
mat priblizne teplotu, ktora je priemerom tej vonkajsej a teploty kavy?®.

S tymito informdciami vieme uz vypocitat pribliznu tepelnd vodivost pre vietky typy zadanych poharov, (pre
jednoduchost pocitame s koeficientom tepelnej vodivosti skla 1 W/(mK))

a) priblizne ; - 0,028 W/(mK),

b) priblizne - 0,5 W/(mK),

¢) priblizne ; - 0,33 W/(mK),
a pre oby¢ajny pohér -1 W/(mK).

Pohar so sklom dvojitej (resp. trojitej) hrubky preto vedie teplo dvakrat (resp. trikrat) horsie nez obycajny
pohar. Katkin novy pohar s dvojitym sklom ale vedie teplo tridsatpatkrat horsie ako obycajny pohar.
Preto pohar s dvojitym sklom nie je len marketingovy tah, ale redlne udrzi napoj o dost dlhsie teply (ak
neuvazujeme straty cez vrch). Pre zaujimavost, na rovnakom principe funguju aj termosky a tam je vysledok
naozaj citelny.

3.7 Fyzikalny spor vzorak Rony, opravoval Rony

Tato tloha je zlozitejsia, nez sa na prvy pohlad zda. Zadanie nebolo uplne jasné, av§ak vyzadovalo nie len

a) spravny vysledok,

8https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_ thermal_conductivities

https://www.fks.sk/ 12 otazky@fks.sk


https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_thermal_conductivities
https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

® é)é)é) Riesenia 3. kola zimnej casti — termin 18. 12. 2023

b) spravne odévodnenie tohto vysledku, ale aj

c) oddvodnenie, preco pozorovatelia nesthlasia a jeden z nich nema pravdu.

Pozorovatelia diskutuji o odstredivej sile, ¢o je zdanliva sila, a teda zavisi od vztaznej sustavy, v ktorej sa
pocita. Avsak kedZze sa pytame, akd odstredivu silu pocitujii body na kolese, $pecifikujeme vztazna ststavu
kolesa. Teda je to rovnaké, ako keby sa na kolese drzala blcha a pytali by sme sa, akd odstrediva sila ju odtlaca,
resp. akou silou sa musi pridrziavat.

Z tohto vyplyva, ze odpoved je len jedna a pozorovatelia nemozu (racionalne) nesthlasit. Prv si ukazeme,
preco pozorovatelia aj tak nestihlasia a v ¢om robia chybu.

Obaja pozorovatelia pouzivaji vzorec a = v2/r na vypocet odstredivého zrychlenia. Vo vzorci je r polomer
krivosti trajektérie bodu, zatial ¢o v je rychlost kolma na tento polomer. Obe veli¢iny sa pocitaju v nejakej
inercialnej vztaznej sustave. Cyklista urcil tieto hodnoty spravne pre oba body kolesa — polomer je r a
rychlost v. Okolostojaci chodec vidi pohyb ako cykloidu®. Bohuzial, neuhadol jej polomer krivosti v hornom
bode, ktory nie je rovny polomeru kolesa, ale jeho $tvornasobku, ¢o by mu dalo rovnaky vysledok ako
cyklistovi.

Spodny bod je pre chodca este zaujimavejsi v tom, Ze tu moze r byt lubovolné (nenulové), ale chodec vidi v =
0, a teda odstredivé zrychlenie a = 0. Problém je, Ze to, ¢o sa v ststave blchy javi ako odstrediva sila, sa moze
javit v inej sustave ako ubovolnd ina zdanliva sila, v tomto pripade nie odstrediva ale zotrva¢na'’. Vskutku,
ak by si chodec vypocital zotrva¢nu silu posobiacu na spodny bod a zarétal ju, dospel by k rovnakému zaveru
ako cyklista.

Dost bolo diskusie, podme na vypocty, ale aj tie si skratime diskusiou. Poloha bodu kolesa sa da rozpisat v
oboch vztaznych sustavach po zlozkdch. V sustave cyklistu napriklad ako (rsin ¢, r — rcos ¢), ¢ize pohyb
po kruznici, kde y € (0,2r). Potom si ¢lovek v§imne, Ze medzi sustavami sa tato poloha lisi len v tom, Ze
v sustave chodca je v x-ovej zlozke navyse aj linearny ¢len vt kvoli pohybu cyklistu. To znamena, Ze po dvoch
derivéciach je tento linearny ¢len nulovy, a Ze zrychlenie bodu kolesa je konstantné na celom kolese a rovnaké
v oboch sustavach.

3.8 Caj o 6smej vzorak Sona Vasilova, opravovala KatkaN

Ako vzorové riesenie uvadzame riesenie do velkej miery inspirované riesenim Sonicky Vasilovej.

Pomocky a postup

Na zaciatku som si vybrala situacie, ktoré som sa rozhodla pozorovat - tri rozne pohare a dva az tri rozne
objemy (podla toho, kolko vody sa do daného pohara voslo). Pouzivala som tieto tri pohére:

https://sk.wikipedia.org/wiki/Cykloida
Ohttps://sk.wikipedia.org/wiki/Zotrvac¢na_sila
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Obrazok 6.6.1: Tri pohdre

Zakladny objem bol 80 ml. Tu st jednotlivé situdcie:

A - uzsi skleneny pohar, 160 ml

o B - uzsi skleneny pohar, 80 ml

C - 8irsi skleneny hrncek, 160 ml

o D - $irsi skleneny hrnéek, 80 ml

E - $irsi porceldanovy/hlineny hrncek, 240 ml

F - 8ir$i porcelanovy/hlineny hrncek, 160 ml

G - $ir$i porceldnovy/hlineny hrncek, 80 ml

Cas som merala pomocou stopiek na mobile a kazdi minttu som odmerala teplotu. Teplotu som merala
pomocou bezkontaktného infrac¢erveného teplomera.

Vysledky (Graf)

Tabulku hodnot prilozim na zaver.
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Teplota vody v zavislosti od c¢asu
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Obrazok 6.6.2: Graf zdvislosti teploty od casu pre vSetky merania
Diskusia

Vidime, ze merania sa rozdelili do takych troch mnozin: {G}, {B, D, F} a {A, C, E}. Ale napriek tomu vsetky
su to exponencialne krivky (pre G je aj fit, pre ostatné nie kvoli prehladnosti).

Exponencialny tvar krivky vysvetluje takzvany Newtonov ochladzovaci zdkon. Ten hovori, Ze rychlost zmeny
teploty vieme vypocitat ako

dT

- K(T-T),

5 - K )

kde T je teplota pohédra s vodou, T je teplota okolia a k je sucinitel prestupu tepla medzi pohdrom a
vzduchom. VyrieSenim tejto diferencialnej rovnice dostavame vztah pre zavislost teploty od ¢asu

T(t) =T+ (Ty - Ty)e ™,

kde Tj je pociatocna teplota vody. Odtialto sa teda berie exponencialny tvar kriviek v grafe.

Rozdiel objemov

Tento je velmi pekne viditelny. Vzdy, ked bol mensi objem, tak voda omnoho rychlejsie chladla a to pri
vSetkych troch poharoch. Vyplyva to z kalorimetrickej rovnice, v ktorej vystupuje hmotnost vody (¢o je
priamo imerné objemu). Cim viac vody, tym viac energie potrebuje na ohriatie alebo tym pomalsie sa
ochladzuje.
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Rozdiel materidlov

Z grafu vyplyva, Ze rovnaké mnozstvo vody vychladne omnoho rychlejsie v porcelanovom/hlinenom
pohari ako v sklenenom, ¢o je sposobené prave roznou tepelnou kapacitou pohérov, ktora tiez vystupuje
v kalorimetrickej rovnici. Dokonca az 240 ml v trefom hrnceku chladlo rovnako rychlo ako 160 ml v
sklenenom. Na rychlost chladnutia taktiez vplyva aj to, Ze rozne materidly maju rézne sucinitele prestupu
tepla.

Chyby merania

Chyby merania mohli nastat pri nepresnom merani ¢asu, ale ¢o ma omnoho vicsi vplyv, je meranie teploty
vody. Teplomer meria pomocou infracerveného Ziarenia a v sklenenych pohdroch sa odraza, ¢o mohlo
skreslit vyslednu teplotu. Tieto chyby som sa snazila odstranit hlavne velkym mnozstvom merani, kde
rozdiely pol stupna velmi nezavazia, ako vidno z grafu.

Tabulka hodnot:

t (min) A (°C) B (°C) C (°C) D (°C) E (°C) F (°C) G (°C)
1,0 72,3 75,4 72,3 70,0 73,1 69,8 72,2
2,0 67,9 65,4 72,2 66,8 70,9 66,3 64,3
3,0 67,2 63,9 70,2 64,4 69,5 63,3 60,7
4,0 66,4 59,8 69,1 61,5 68,0 62,1 56,9
5,0 66,1 59,2 65,7 59,2 64,7 60,9 55,3
6,0 64,6 58,2 63,6 58,1 63,5 59,2 53,1
7,0 62,2 57,1 61,4 56,9 62,4 58,6 50,9
8,0 61,7 55,8 60,3 55,1 61,1 56,3 49,8
9,0 59,1 54,7 59,0 53,5 60,5 55,2 47,5

10,0 59,0 53,2 58,8 53,0 59,0 54,4 46,1
11,0 57,5 52,5 57,7 51,4 57,9 52,5 45,3
12,0 56,4 51,5 56,8 51,2 56,2 52,3 43,4
13,0 56,1 51,1 55,7 50,6 56,1 51,7 42,7
14,0 55,0 49,6 55,3 47,2 55,3 50,2 41,9
15,0 54,6 48,5 54,3 47.9 54,2 48,1 40,3
16,0 53,0 47.4 53,4 46,7 53,5 48,3 39,5
17,0 52,4 46,8 52,8 46,0 52,6 46,9 38,0
18,0 51,3 45,8 52,4 45,2 51,6 45,9 37,7
19,0 49,0 448 52,4 44.4 51,4 45,0 36,4
20,0 47,6 43,8 51,7 43,9 50,6 44,7 35,7
21,0 48,0 41,8 50,8 41,9 49,4 427 34,7
22,0 47.1 42,2 49,3 41,3 48,6 42.8 34,3
23,0 46,5 41,4 48,5 40,7 47,5 42,0 33,6
24,0 45,4 40,0 47,5 39,7 46,6 41,6 33,2
25,0 45,6 39,8 46,6 39,1 46,3 40,3 32,3
26,0 443 39,5 46,1 38,6 448 39,5 31,8
27,0 43,8 38,5 45,1 38,0 441 39,2 31,6
28,0 42,7 37,5 444 37,8 43,9 38,6 30,8
29,0 41,9 37,0 441 36,5 42,8 38,4 30,2
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Riesenia 3. kola zimnej casti — termin 18. 12. 2023

t (min) A (°C) B (°C) C (°Q) D (°C) E (°C) F (°C) G (°C)
30,0 41,6 36,3 43,3 36,6 42,4 37,6 29,7
31,0 40,9 36,0 42,7 36,1 41,8 36,9 29,5
32,0 42,5 35,3 42,1 35,4 41,2 36,4 28,9
33,0 40,2 34,7 41,9 35,2 40,7 36,0 28,7
34,0 39,7 34,3 41,7 34,6 40,6 35,5 28,2
35,0 39,3 34,1 40,5 34,3 39,4 34,9 28,2
36,0 39,1 33,8 40,3 34,1 39,0 34,3 28,0
37,0 38,4 33,5 39,6 33,7 38,9 34,6 27,8
38,0 37,5 32,7 39,4 32,9 38,5 34,3 27,7
39,0 37,4 32,5 38,9 32,8 37,7 33,6 27,4
40,0 37,2 32,4 38,2 32,3 37,5 33,4 26,7
41,0 37,2 32,1 37,6 32,5 37,2 33,3 26,6
42,0 36,6 31,8 37,9 31,9 36,9 33,0 26,3
43,0 36,0 31,5 37,3 32,0 36,6 32,6 26,0
44,0 35,5 30,9 37,2 31,7 36,1 32,6 26,0
45,0 35,7 30,8 36,8 31,4 35,7 31,7 25,7
46,0 35,2 30,5 36,4 31,0 36,4 31,6 25,6
47,0 35,0 30,2 35,6 30,6 34,9 31,5 25,6
48,0 34,1 30,1 35,3 30,3 35,0 31,5 25,0
49,0 34,3 29,9 35,0 30,4 34,4 30,7 24,9
50,0 34,3 29,8 34,7 29,6 34,0 30,5 25,0
51,0 33,7 29,4 34,6 29,7 34,0 30,2 24,8
52,0 33,6 29,3 34,4 29,3 33,4 30,1 24,6
53,0 32,9 29,2 34,0 29,3 33,4 29,9 24,5
54,0 32,6 28,9 34,0 29,1 33,0 29,8 24,3
55,0 32,7 28,9 33,5 28,9 32,8 29,4 24,4
56,0 32,5 28,4 33,4 28,9 32,6 29,6 24,3
57,0 32,5 28,3 32,9 28,4 32,2 28,6 24,1
58,0 32,0 28,1 32,2 28,2 31,4 28,2 23,8
59,0 31,7 27,8 32,4 28,1 31,6 28,2 23,7
60,0 31,4 27,6 31,9 27,8 3.1 28,3 23,6
61,0 30,9 27,4 32,0 27,7 30,7 28,1 23,6
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