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RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 FKSak v aute vzordk MatusH, opravoval Hovorca

Druhy Newtonov zdkon ndm hovori, ze ak Patrik rovnomerne brzdi (t.j. zrychlenie a je konstantné), tak
nanho musi posobit konstantna vyslednad sila F = ma. Rovnako nam aj povie, Ze ak uz stoji, tak vysledna sila
nanho posobiaca je nulova, lebo nezrychluje. To znamena, ze v okamziku ubrzdenia sa sila naintho poésobiaca
zmeni skokovo. Prave tdto zmena spdsobi trhnutie. Prirovnat by sme to vedeli napriklad k drgnutiu.

3.2 Plysovy ventilator vzordk MatusH, opravovala Nina

Na vyrie$enie tohto prikladu ndm staci si uvedomit, Ze jedno vyvetranie vieme popisat jednou kalorimet-
rickou rovnicou

(Ton = Ty)evpy Vo = (Too = T)copp Vi, (3.2.1)
pricom Ty, je vysledna teplota beténu, Ty, resp. T, je pociato¢na teplota beténu resp. vzduchu a indexy v
resp. b pric, p a V oznacuju tepelnu kapacitu, hustotu a objem vzduchu, resp.beténu. Z rovnice 3.2.1 vyjadrit
iterativny vztah pre teplotu beténu po n meraniach

Tocopo Vo + Tocnn Copu Vi
_ &P b(n1)%Pb ¥b (3.2.2)

or Cvpv‘/v + CbeVb

Uz nam staci len opakovat vypocet novej teploty beténu, dokym neklesne pod 25 °C. Pomoct si mozeme
vypoctovym softvérom, ako je napriklad Microsoft Excel.

Pre hustotu vzduchu p, = 1,2 kg/m?3!, hmotnostny tepelnt kapacitu vzduchu 0,724 kJ/(kgK)? a hustotu
beténu 2400 kg/m?*’ dostaneme 804 vetrani.

3.3 Legendarny labuznicky lekvar vzorak MatusH, opravoval MatusH

Najskor si povedzme, ako také zavaranie vlastne funguje. Ako prvé dame do poharov jedlo, ktoré chceme
zavarit. To moZe byt ovocie, zelenina ale napriklad aj méaso. Pohdre nasledne prikryjeme vieckom a ddme
do hrnca s vodou. Nasledne vodu zohrievame. Takto spracované jedlo je pripravené na skladovanie, takze
nam staci pockat kym pohare vychladnt a mozeme ich preniest do komory, kde pockaji na naplnenie svojho
osudu.

Ak sme niekedy v Zivote otvarali zavaraninu, tak sme si mohli vS§imnut, Ze viecko tam velmi dobre drzi.
Spravidla vzdy pri otvoreni pocujeme zasycanie a v pripade ak nie, tak je vela krat zavaranina pokazena.

'https://en.wikipedia.org/wiki/Density_of_air
2https://sk.wikipedia.org/wiki/Hmotnostn%C3%A1_tepeln%C3%A1_kapacita
3https://en.wikipedia.org/wiki/Properties_of_concrete
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Toto zname zasycanie vznika tak, Ze vo flasi je podtlak a pri naddvihnuti viecka tam teda vnikne vzduch.
Preco je tam ale podtlak?

Z procesu zavaranie s mozeme vsimnut, Ze ked davame pohare do vody, tak vzduch v nich ma izbova
teplotu. Nasledne sa zohrene, ¢im sa roztiahne. To spdsobi, Ze vnutri je vac¢si tlak ako vonku a teda vzduch
zo zavaraniny vyjde, aby bol systém v rovnovahe. Ked sa pohdre chladia, tak viecko uz pevne drzi, takze
vzduch nevie vniknut naspat.! Ked sa teda vzduch vnutri schladi znova na izbovu teplotu, tak je v nom
menej vzduchu ako na zaciatku. Veci ktoré zavarame sa $tandardne nevedia velmi roztahovat a teda vzduch
vyplita rovnaky objem ako na zadiatku.

Pri chladnuti teda dochadza ku izochorickému deju, pre ktory plati rovnica

)4 k D2

— =konst = —,
L T

kde p znacitlak a T teplotu. Uvazujme, Ze vietok prebyto¢ny vzduch z pohara odysiel a bol v iom izbovy tlak
p1=100000 Pa. Pri zavarani sa zavaraniny zohrievaji na teplotu priblyzne T; = 358 K ° a na konci vychladnu
na izbovu teplotu T, = 293 K. Z toho dostavame tlak po vychladnuti

)
pz = pl_ ~ 82000 Pa.
L

To je priblyzne o Ap = 18000 Pa menej ako atmosféricky tlak. Ak ma viecko polomer priblyzne r = 4 cm,
tak viecko bude pritlacany silou priblyzne

F = ApS = Apnr*=90N.

3.4 Masivny zvon vzorak Katka N., opravoval MatusH

Tato tloha sa da riesit viacerymi sposobmi. Najjednoduchsie je pozriet sa na problém cez energie. Vieme,
ze sucet kinetickej a potencidlnej energie musi byt pocas celého deja konstantny, pricom v polohe jedna na
obrazku mad srdce maximalnu kineticku energiu a v polohe dva maximalnu potencidlnu energiu.

*Niekedy sa pohare na chladnutie dokonca otd¢ajd, aby vzduch nemal pristup ku viecku.
*https://sk.wikipedia.org/wiki/Zav%C3%A I ranie
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£=5m £ cosa

\
2 ’ £ (1-cos a)

Obrazok 3.4.1: Srdce zvona

Srdce zvona ma v polohe 2 (teda pre « = 5°) voci polohe 1 potencialnu energiu vicsiu o AE, = mgl(1 - cos «).
Vyuzijeme to, Ze celkova potencialna energia v krajnom bode je vlastne celkova kineticka energia v najnizsom
bode (kam sme kvoli jednoduchosti posadili nulovi hodnotu E,).

Teraz energie odlozime a pozrieme sa na to, o ¢om nam hovori impulz sily. V pripade, Ze nepozname vztah
I = FAt, vieme si dopomoct jednotkovou analyzou (impulz sily md jednotku 1 Ns). Trocha si tento vztah
rozpiSme

A
I=FAt = maAt = mA—:At = mAv = Ap

Impulz sily teda hovori o zmene hybnosti.

Vyjadrime si teraz, aka rychlost musi mat srdce na spodku svojej drahy. Vyuzijeme to, Ze celkova kineticka
energia na spodku drahy sa premeni na celkovu potencialnu energiu v krajnom bode

E

Pmax — kmax

1
mgl(1-cosa) = Emv2 = v =+/2gl(1-cos )

Kazdy Jonkin uder udeli srdcu zvona rovnaka rychlost v =
rychlost rychlostou udelenou kazdym uderom

. Jednoducho predelime potrebnu vysledna

L
m

_ my/2gl(1-cosa)

- I

_ 1000 kg\/9,81 m/s?10 m (1 - cos 5°)
- 200 Ns

~ 3.055
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Na rozhojdanie zvonu teda budu potrebné 4 tudery. Vieme, Ze pocas kazdého kyvu stiha udelit len jeden
uder. Taktiez vieme, Ze dlzka periody zavisi jedine od dlzky zavesu. Pomocou vztahu

T=27T\/z
4

uz jednoducho dopocitame, ako dlho bude trvat rozhojdanie srdca. Do jednej periody, teda jedného kmitu,
sa zmestia dva kyvy. A teraz si predstavme, ¢o sa deje: zvon stoji. Jonka donho udrie prvy raz. Ubehne pol
periédy, udrie druhy raz. Po dal$ej polperiéde udrie treti raz. A po dalsej polperidde $tvrty raz. Srdce sa
ale teraz nachddza v najniZSom bode svojej trajektorie a kym sa dotkne pldsta zvona a rozozvuci ho, musi
vykonat este polovicu kyvu, teda $tvrtinu kmitu. Rozozvucat zvon bude Jonke dokopy trvat

5
(3-0,5+0,25)T = 1,752y | —— 7,855
9,81 m/s?

3.5 Neurcitost hibky vzorék Majo, opravoval Majo

Mame dve tvarovo rovnaké telesd, ktoré hadzeme do studne. Na vSetky pdsobi tiazové zrychlenie smerom
nadol, takZe obe telesd by mali zrychlovat zrychlenim g smerom nadol. Cize dopadnti naraz. Zadanie nim
vak hovori, Ze to tak nebude. Co je teda ind¢?

Najdolezitejsia vec, ktora bude ina¢, je odpor vzduchu. Tak ako ani parasutista donekone¢na nezrychluje so
zrychlenim g, ked zoskodi z lietadla, tak aj nase telesa budu brzdené vzduchom. Konkrétne si vezmime
zvycajny model, Ze odporova sila md velkost Fyqpor = %CS PvzduchV (1) V tomto vztahu je C konstanta
suvisiaca s tvarom telesa (pre gulu C = 0,47), S je ucinny prierez (pre gulu s polomerom r je to kruh s
rovnakym polomerom, ¢ize S = 7172), py,duch je hustota vzduchu a napokon v(t) je okamzitd rychlost telesa v
Case t.

V nasej situdcii tak na kazdé teleso posobi tiazova sila F; = mg (kde m je hmotnost telesa) smerom nadol a
odporova sila Fygpor = %C S PyzduchV (t)? smerom nahor. Zvolme si suradnicovu ststavu tak, ze na zaciatku je
teleso vo vyske x(0) = 0, a potom pdjde do zdpornych hodnét. V takom pripade spominané sily vyvolavaja
zrychlenie a(t) dané vztahom

1
ma(t) =-mg+ ECSPvzduchV(t)z'

CSP vzduch
2m

Aby sme si trochu zjednodusili Zivot, predelme rovnicu m a ozna¢me k = , ¢im dostaneme

a(t) = -g+kv(t)> (3.5.1)

Rozmyslime si, pre¢o by mal byt rozdiel medzi Zulovym kamienkom a Zeleznou gulockou. Jediné, v com
sa lisia, je ich hustota, resp. hmotnost. Zeleznd gulocka je tazsia, takze jej zodpovedajtice k je mensie. To
znamend, ze odporova sila menej brzdi Zeleznu guldcku ako zulovy kamienok. A ¢im mensie brzdenie,
tym viac sa dané teleso bude spravat akoby iba volne padalo (¢o nastane pre k = 0). Meranie vykonané
Matuasovou Zeleznou gulockou preto bude presnejsie.
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Na tomto mieste upozornime na jednu vec, ktort sme mierne zdmerne doteraz ignorovali. Ak by Zuzka
s Matusom postupovali sposobom ,,pustim teleso sti¢asne so stopkami a stopky zastavim, az ked pocujem
zvuk dopadnutia® tak by sa hned dopustali chyby - zvuk z dna k nim totiz nejaky ¢as putoval a to mozno
treba zapocitat®. Predpokladajme vsak, Ze o tomto Zuzka z MatuSom vedia a Ze to zvladnu zapocitat’. Well,
aj tak budu mat pri hlbsich studniach dost velkd chybu uz len kvdli odporu vzduchu. Takze predpokladajme,
ze Zuzka s MattSom su dokonali aZ na to, Ze zabudli na odpor vzduchu.

Zadanie od nas este chce, aby sme zostrojili graf chyby merania. Na to v§ak budeme potrebovat najst skuto¢ny
prepocet medzi ¢asom padu telesa a hlbkou studne. Cize v podstate chceme s vyuZitim rovnice 3.5.1 néjst
funkciu x(t). To sa samozrejme dé, no vyzaduje to pomerne drsnu matematiku — na konci tohto rie$enia to
je spravené, ale odporucame ¢itat len na vlastnu zodpovednost.

Zvolime preto iny pristup. Ako nam aj zadanie radi, mame pouzit nejaky vypoctovy softvér, tak to aj spravme.
Aby sme to pocitacu vedeli nejako dat, potrebujeme pocitat iba kone¢ne vela operacii, a tak si musime
diskretizovat ¢as®. Predpokladajme teda, Ze sa v ¢ase hybeme s ¢asovym krokom At. Na zaciatok nastavme
x(0) = 0 (za¢iname vo vyske 0), v(0) = 0 (na zaciatku sa teleso nehybe). Zrychlenie a(0) vypocitame z
rovnice 3.5.1, na zaciatku to bude a(0) = —g.

Teraz este potrebujeme induktivne popisat, ako z polohy, rychlosti a zrychlenia v ¢ase ¢ prejdeme k tymto
veli¢inam v ¢ase t+At. Predpokladajme, Ze vtomto Case sa pohybujeme rovnomerne zrychlene so zrychlenim
a(t). TakZe nova rychlost bude v(t + At) = v(t) + a(t)At. Zaroven je teda priemernd rychlost na tomto
¢asovom useku M, takZe poloha sa zmenina x(f+At) = x(¢t) + MAL Stcasne vieme z novej
rychlosti spocitat aj zrychlenie do dalieho kroku. To spravime z rovnice 3.5.1, odkial vyjde a(t + At) =
—-g + kv(t + At)?. Dokopy v kazdom kroku o At postupne spocitame nasledovné tri hodnoty:

v(t+ At) =v(t) + a(t)At,

v(t+ At) +v(t)At
2

a(t+At) =-g+kv(t+At).

b

x(t+At) =x(t) +

Tymto nakfmime nas oblibeny vypoctovy softvér a spravime dostato¢ne vela takychto krokov, aby sme
dostali také velké x(t), ako chceme. Vysledkom bude celkom slu§nd aproximécia funkcie’ x(t).

My sme pocitali v Exceli s hodnotami'® ¢ = 9,81 m/s?, C = 0,47, r = 0,01 m, py,queh = 1,225 kg/m?, pyu, =
2700 kg/m?3, pseteso = 7874 kg/m?>. Pre obe telesd sme spravili 1000 krokov s ¢asovym krokom At = 0,01's. Pre
predstavu, v porovnani s presnymi hodnotami ziskanymi z analytického rieSenia na konci je relativna chyba
takejto simulacie stale vyrazne mensia ako 0,1 % (pri¢om vicsia je pre Zulovy kamienok), ¢ize naga simulacia
je naozaj velmi presnd.

SNapriklad pri stometrovej studni to robi rozdiel priblizne 0,3 s, ¢o vie vyrazne ovplyvnit dlen ¢* vo vztahu 1 g,

7 Alternativne mdzeme predpokladat, ze rychlost zvuku je velmi velka.

8T. j. rozdelif ¢as na konecne vela krokov.

“Mame ju sice definovant v konkrétnych bodoch, medzi nimi ju viak mézeme dodefinovat linedrne a dostaneme stale dobru
presnost.

""Hodnoty sme brali z tychto zdrojov: koeficient aerodynamického odporu C, hustota vzduchu py,aue pri teplote 15 °C, hustota
zuly psula @ hustota Zeleza piejeso.
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Pohyby oboch telies mozno vidiet na grafe 3.5.1. Pre porovnanie je v grafe vykresleny aj pohyb bez odporu
vzduchu'!.

Pohyb telies
Cas [s]

o 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10
3}

-50
-100
-150
-200

——7Zulovy kamienok

-250 Zelezna guldcka

Vyska [m]

200 ——bez odporu

-350
-400
-450

-500

Obrazok 3.5.1: Pohyby telies

Zadanie od nas chce nieco v podstate opa¢né — aby sme ur¢ili chybu Zuzky a Matusa v zavislosti od x. Kedze
mame rozumne spocitané x(t) len pre nejaké konkrétne hodnoty ¢, tak pre tieto hodnoty ¢ spocitajme, akd
hlbku studne h(x) dostant Zuzka resp. Matus. Spocitajme absolatnu chybu |h(x) — x|, aj relativau chybu

h(x)-x . .
|T a vykreslime ich do grafu.
Absolutna chyba Relativna chyba
350 25
300
2
E 250
= 2
el =15
= 200 5
(&} @
@ —zulovy kamienok s —zulovy kamienok
+ 150 =
% Zelezna gulocka o ! zelezna guloéka
8 -2
<C 100
0,5
50
0 0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 S0 100 110 120 130 140 150 0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150
Hibka studne [m] Hibka studne [m)]

Obrazok 3.5.2: Chyby

"'V§imni si, Ze pohyb telies na za¢iatku dost dobre kopiruje pohyb bez odporu vzduchu (to je o¢akévané, kedZe rychlost je mala).
Neskor sa viak rychlost priblizuje maximalnej moznej (termindlnej), a tak pohyb prechddza do rovnomerného priamociareho,
ktorého grafom je priamka.
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Vidime, Ze pre hlbsie studne je chyba oboch uz fakt velka. Napriklad pre osemdesiatmetrovu studnu na
Trendianskom hrade by Zuzka spocitala hibku priblizne 165 m s relativnou chybou 106 %. Matus by bol
presnejsi, lebo by spocital hibku priblizne 106 m, ale stale je to 32-percentnd chyba.

Ponaucenie teda je, Ze ak by ste to chceli vyskusat aj vy, tak si vyberte nie az tak hlboku studnu, alebo pouzite
dostato¢ne husta gulocku. Ale ak ste tato ulohu riesili, tak naco by ste to robili ako Zuzka s MatiSom - uz
totiz mate k dispozicii presna simuldciu, ktord vam povie, akd hlbokd studna je'?.

Analytické riesenie

Pre zaujemcov, ktori vedia kopu drsnej matiky e$te uvadzame, ako z rovnice 3.5.1 vieme vyjadrit polohu
gulocky x(t). Budeme pri tom vSak musiet vyriesit tato diferencidlnu rovnicu. Preto si ju zapiSme pomocou
derivécii x(t). Dostaneme

%(t) = -g+kx(t)

Toto je sice diferencidlna rovnica druhého radu pre x(t), ale ono samo tam nevystupuje (iba jeho derivécie).
To vyuzime a vnimajme tato rovnicu ako diferencidlnu rovnicu prvého radu pre v(t) = x(¢):

v(t) = —g+kv(t)*

Tato rovnicu rieSime klasicky separaciou premennych, pricom integral, ktory pri tom potrebujeme spocitat,
vieme spocitat napriklad cez parcialne zlomky'?

dv(t)
dt

dv(t)
kv()2-g f dz,
N IERVETE
v Loy /pr(0)

Konstantu ¢, rovno uré¢ime z pociatoénej podmienky v(0) = 0. Dostaneme ¢; = 0. Po zopar upravach vieme
tento vztah upravit na

-g+kv(t)?

=t+q.

1- 62 kgt
v(t) = A
k 1+ e2vket
Uz nam stadi len toto zintegrovat a dostaneme x(t). Substitticiou u = e>V*&!, néslednymi parcidlnymi
zlomkami, pouzitim pociato¢nej podmienky x(0) = 0 a dostato¢nym mlétenim dostdvame

x(t) = f\fl‘e (i (e
k 1+e2¢_gs "2k 1+ ekt ) |

12Za predpokladu, Ze zvladnete odmerat parametre vasej gulocky skor, ako ju nendvratne hodite do studne.

B3 Pri separdcii premennych si vzdy treba davat pozor na to, ¢i delenim nedostaneme nulu. V nasom pripade ju nedostaneme,
lebo menovatel by sa vynuloval prave vtedy, ked by gul6¢ka dosiahla termindlnu rychlost v = \/g/_k Fyzikédlne v$ak vieme, Ze
ju nedosiahne. Drobny problém ale nastane tym, Ze pri parcidlnych zlomkoch za¢neme delit k, ktoré je nulové v zjednodusenej
situdcii bez odporu vzduchu. Na konci aspon ¢iasto¢ne zdovodnime, Ze to je v poriadku.
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alebo ak pozname vsakovaké vzoréeky pre goniometrické funkcie, tak v argumente logaritmu spozname

cosh(\/k_g )_2, ¢im dostaneme

x(t) = —%ln<cosh<\/k_g ))

a hoci to tak na prvy pohlad nevyzerd, v limite k — 0 skuto¢ne dostdvame ocakdvané x(t) = —3gt2.
Pritomnost k v menovateli nam tak nevadi.

Komentar k rieSeniam

Viaceri z vas pouzili na vyrieSenie rovnice 3.5.1 Eulerovu metddu, ¢ize ste pocitali'*
v(t+ At) =v(t) +a(t)At,
x(t+At) = x(t) +v(t)At,
a(t+At) =-g+kv(t+At)%

Ak by som bol numericky matematik, tak by som bol spokojny. Takymto spdsobom sa totiz (vramci nejakej
rozumne malej chyby) skuto¢ne dopracujeme k rieSeniu. Takéto rieSenie v8ak vyuziva istd davku $tastia v
tom, Ze rychlost sa po istom ¢ase zastabilizuje na nejakej hodnote (terminalnej rychlosti)!>. To sposobi, ze
chyba takejto metddy nebude nejako extra velkd. Avsak, chyba tejto metddy sa prejavi hned na zaciatku. Po
prvej iterdcii totiz mame x(At) = x(0) +v(0)At = 0. To v kone¢nom dosledku spdsobi, Ze po prvej iteracii je
relativna chyba 100 %, ¢o je fakt vela. Vztahy z uvedeného riesenia riesia tento problém'®, kedze na kazdom
¢asovom useku At poctivo pocitaji rovnomerne zrychleny pohyb.

3.6 Pimp my ride vzorék Jaro, opravovala KatkaM

Namiesto toho, aby sme sa hned pustili do bezhlavého pocitania, zamyslime sa najskor nad tym, ¢o vsetko
potrebujeme pocitat a ¢o mame ocakavat.

Na prvy pohlad sa moze zdat, ze mame riesit tri ulohy. To v8ak nie je pravda. V skuto¢nosti rieSime len jednu
ulohu v troch réznych vztaznych sustavach. No a kedze je to td ista uloha, vo vSetkych troch ¢astiach mame
oc¢akavat rovnaké vysledky. Predsa to, aké pretaZenie cestujuci citi, nemoze zavisiet od toho, kto sa nanho
pozera. Ak cestujuci v dosledku nadmerného pretazenia hodil sablu, tak to bude vidiet kazdy bez ohladu na
vztaznu sdstavu, z ktorej sa pozerd. Preto aj pretazenie pocitené cestujucim pocitané v roznych vztaznych
sustavach musi byt rovnaké. Preto ak ste v jednotlivych castiach tejto ulohy odovzdali rézne vysledky, zrejme
ste sa poriadne nad ulohou nezamysleli.

Takze uz vieme, Ze mame vypocitat jedno pretazenie tromi roznymi spdsobmi. LenZe ¢o to vlastne to
pretazenie je? Mohli by sme povedat, Ze je to to, ¢o citime, ked na nas posobia vonkajsie sily. A nech je
tato definicia akokolvek presnd, nepovie nam vela o tom, ¢o mame pocitat. Tak to skusme inak. Pretazenie
je zrychlenie nasho tela v dosledku kontaktnych sil vyjadrené v nasobkoch tiazového zrychlenia. Dobre, toto

1Rozdiel je iba v sposobe pocitania x(t + At).

5Keby vztah pre zrychlenie bol taky, e by teleso rozbiehal na prakticky neobmedzent rychlost, tak by sme dostali vyrazne
horsi vysledok.

'Napriklad po prvej itercii opravnene dostaneme chybu presne rovnu 0. Na tomto ¢asovom tseku At totiz v oboch pripadoch
pocitame s rovnomerne zrychlenym pohybom so zrychlenim g. Takze to nesmie dopadnit rozne.
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je uz nieco, s ¢im sa da pracovat. Co je zrychlenie, vieme; ¢o je tiazové zrychlenie, vieme; ale ¢o st kontaktné
sily?

Vo vSeobecnosti mozno sily rozdelit na dva typy — povrchové (kontaktné) a objemové. Objemové sily su
také, ktoré posobia na kazdy kusok daného telesa. Prikladom je napriklad gravitacia alebo neinercialne sily.
Gravitacia pritahuje kazdy kusok telesa nejakou malou silou a vysledna sila je su¢tom tychto malych sil,
ktorymi st pritahované jednotlivé kusky telesa. Podobne napriklad odstrediva sila ¢i iné neinercialne sily
posobia na kazdy kusok telesa a vysledna sila je su¢tom prispevkov od jednotlivych kuskov. Stcet tychto
prispevkov ma rovnaky pohybovy a¢inok na teleso, ako keby celd objemova sila posobila v jeho tazisku,
preto ich zakreslujeme prave do taziska. Na druhej strane, povrchové (kontaktné) sily sa také, ktoré, ako uz
nazov napoveda, sa prenasaju kontaktnym silovym posobenim cez povrch telesa. Ked polozime teleso na
stol, tak cezen neprepadne nadol, pretoze stdl nan posobi silou smerom nahor. Tato sila nepdsobi v tazisku,
ale v mieste kontaktu. Inym prikladom kontaktnych sil je napriklad trenie.

V stlade s nasou definiciou, ak si teleso hovie na stole, pocituje pretazenie 1 g. Ale nie je to kvoli tiazovej
sile. Teleso je na stole v pokoji, preto ak nan posobi tiazova sila mg nadol, posobi stdl rovnako velkou silou
nahor. Tiazova sila je objemovou silou, preto podla nasej definicie nesposobuje pretazenie. Sila od stola je
viak kontaktnou silou, preto sposobuje pretazenie =¥ =1 g smerom nahor.

Niekto by sa mohol pytat, Ze preco uvazujem len kontaktné sily a ignorujem objemové. Zrejme nikto nebude
namietat, ked priradim nulové pretazenie takej situdcii, ked na mna nepdsobia ziadne sily — napriklad ked
sa vzna$am v prazdnom vesmire. No teraz si predstavte, ze mdj vesmir nie je uplne prazdny, ale nachadza
sa v hom ¢ierna diera. Cierna diera nevyZaruje ani neodraza svetlo, takZe ju nemézem vidiet. Posobi na
mna vSak gravitacne, takze ja sa pohybujem rovnomerne zrychlenym pohybom'”. Lenze kedZe v prazdnom
vesmire ni¢ nevidim, ani sa ni¢oho nedotykam, tak neviem, Ze zrychlujem. Pre mna je to pocitovo rovnaka
situdcia, ako keby vesmir bol tplne prazdny'®. Ina situdcia - ak sa ocitnem v padajicom vytahu, tak mézem
citit strach, no nie pretazenie'.

Co to znamena pre nisho cestujuceho v magleve T3000? Posobi naiho tiazova (t. j. gravitaénd plus
odstrediva) sila, dalej v zavislosti od vztaznej ststavy pripadné neinercidlne sily - no obe tieto s objemovymi
silami, preto nespdsobuju pretazenie - a sila od sedacky a bezpe¢nostného pasu, ktoré drzia cestujiceho na
jeho mieste. Jedine posledna menovana sila je kontaktnou silou, preto na uréenie pretazenia potrebujeme
pocitaj prave ju®’.

Po tomto uvode mozZeme pristupit k pocitaniu. Uvazujme gulatd Zem s hmotnostou M a polomerom
R rotujucu uhlovou rychlostou Q. Dalej uvazujme maglev premdvajici po rovnobezke na kosirke?! 9
rychlostou +v* a cestujiiceho vovnutri s hmotnostou m. Pre cestujuceho mozno pisat nezavisle na vztaznej
sustave pohybovu rovnicu

ma =F, (3.6.1)

17Pokial sa pohybujem na takych vzdialenostiach, Ze mézem gravita¢né pole povazovat za homogénne.

!8Rozdiel by som zacal pocitovat, ked by som sa dostato¢ne priblizil k ¢iernej diere. V blizkosti ¢iernej diery je obrovsky gradient
gravita¢ného pola, takze ¢asti mojho tela, ktoré by boli blizsie k ¢iernej diere, by boli pritahované viac nez tie, ktoré by boli dalej,
a mna by to v istom momente roztrhalo.

YMierne pretaZenie citit budem, pretoZe vytah je spomalovany odporom vzduchu, takze padd pomalsie nez volnym padom a
ja som stale mierne pritla¢any o podlahu, preto citim malé, no nenulové pretaZenie.

2"No a tu opif vidime, Ze sila medzi cestujicim a sedackou neméze zévisiet od toho, kto sa pozera, preto musia vyjst pretaZenia
vo vsetkych troch ¢astiach rovnako.

I Kosirka je uhol merany od pélu k rovnobezke, t. j. doplnok k zemepisnej $irke do 90°.

#2Rychlost bude kladnd pri pohybe na vychod a zaporné pri pohybe na zdpad.
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kde a je zrychlenie cestujiceho v danej vztaznej ststave a F je vysledna sila posobiaca na cestujiceho v tejto
vztaznej sustave.

Prvy pripad je najjednoduchsi. Nachadzame sa v inercialnej vztaznej sustave. Vidime, Ze cestujuci vykonava
pohyb po kruznici (rovnobezke) s polomerom r = Rsin 9 rychlostou w = Qr + v, preto pozorujeme, Ze ma
dostredivé zrychlenie

w2 (QRsind + v)?

aqg = 3.6.2
T Rsin 9 ( )
Na cestujuceho posobia len inercialne sily — gravita¢na sila
mM
Fo=n—p (3.6.3)

smerom do stredu Zeme a kontaktna sila od sedacky Fy, ktoru si rozdelime na radidlnu zlozku v zmysle
cylindrickych suradnic, t. j. zlozku F, leziacu v rovine rovnobezky, a zlozku F, kolmu na tuto rovinu, teda
rovnobeznu so zemskou osou”’. Uvedené sily a zrychlenie dosadime do (3.6.1) a rozpi$eme po zlozkach:

(QRsin 9 +v)’ _mM

n sin9 — F;
- 5 >
Rsind R (3.6.4)
M
0=x m cosd - F,.
RZ
Vysledna kontaktna sila bude
2 12
M ORsin 9 +v)° M 2
Fy=\/F*+F? = %m— sin 9 — m( sn? V) + (%m— cos 9) . (3.6.5)
R? Rsind R?
V druhom pripade mame pasaziera maglevu v pokoji, teda
a=0. (3.6.6)

Okrem gravitacnej sily a kontaktnej sily rovnakych ako v predchadzajucom pripade nanho ale pdsobi
neinercidlna odstrediva sila. KedZe vztazna ststava rotuje uhlovou rychlostou w = Q + =5, ma odstrediva
sila velkost

(QRsin 9 +v)’

Rsind Rsind

a posobi v rovine rovnobezky smerom od osi otac¢ania. Po dosadeni prislusnych sil a zrychlenia do (3.6.1) v
tomto pripade dostaneme

2
F, = mw*r = m(() + ) Rsin9=m (3.6.7)

(QRsin 9 + v)z.
Rsind

m .
02%?511'19—}7,,—?”
(3.6.8)

m
0=%FC089—FZ.

#Pri rieden tejto ulohy zanedbavame sklon zemskej osi.
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Kontaktna sila teda opat bude

1/2
mM ORsin 9 + v)? 2 mM 2
Fk:\/F,2+FZZ:{[u e smS—m( Rsind ) ] +(%FCOSS) . (3.6.9)

Treti pripad je najzlozitejsi. Tentokrat pozorujeme, Ze pasazier vykonava pohyb po kruznici s polomerom
r = Rsin J rychlostou +v. Pozorujeme teda, ze ma dostredivé zrychlenie

(@) v

= . 3.6.10
r Rsin 9 ( )

Okrem gravita¢nej a kontaktnej sily, ktoré su, samozrejme, rovnaké ako v predchadzajicich dvoch pripadoch,
pOsobi nanho tentokrat odstrediva sila

F, = mQ* = mQ*Rsin 9. (3.6.11)

No to nie je vSetko. Tym, Ze sa pasazier pohybuje v rotujtcej vztaznej sustave rychlostou v, pdsobi nanho
este aj Coriolisova sila, pre ktoru plati
Fc=-2mQ xv. (3.6.12)

Kedze v pripade pohybu po rovnobezke st £ a v na seba kolmé, velkost Coriolisovej sily bude jednoducho
Fc = £2mQv, (3.6.13)

bude kolma na oba vektory 2 aj v, teda bude mat taktiez radialny smer v zmysle cylindrickych stiradnic, a
podla pravidla pravej ruky uré¢ime, Ze bude smerovat od osi rotacie**, teda rovnako ako odstrediva sila. Teraz
uz kone¢ne modzeme dosadit vietky sily a zrychlenie do (3.6.1) a dostaneme

2 M
m V L sin9 — F, - mQ*Rsin 9 + 2mQv;
Rsin 9 R?
(3.6.14)
M
0==xn e cosd — F,.

Kontaktn3 sila tento raz teda bude

M 22 M 27V
Fk:\/F3+F§:|:(un;2 sin9—szRsin9¢2va—mR:m9) +(%n;2 cosS)] =

. 212 5 1/2
:{[%mMsinS—m(QRSIHSiV) ] +(%mMc059)} ;

R? Rsind R?
¢o je presne rovnaka sila ako v predchadzajicich dvoch pripadoch.

Ked uz sme si nasli velkost kontaktnej sily, zostava nam len dopocitat, pre ktoré zemepisné $irky (kosirky) je
splnend podmienka

F
’_k <15g, (3.6.15)
m

#*Pre rychlost +v, pre rychlost —v opacne.
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Cize
(QRsin 9 +v)°
Rsin 9

KedZe riesit tuto rovnicu pre neznamy uhol 9 analyticky by bola vyzva aj pre Chucka Norrisa, na pomoc si
zoberieme pocita¢ a budeme ju riesit numericky/graficky. Na grafe je vySrafovana oblast, kde je nerovnica
splnena, pricom ,,/“ §rafovanie zodpoveda pohybu na vychod (t. j. rychlosti +v) a $rafovanie ,\“ pohybu na
zapad (t. j. rychlosti —v). Limitna kosirka je pre prvy pripad 3,207° a pre druhy pripad 3,056°, ¢o zodpoveda
vzdialenosti od pdlu po povrchu Zeme 356,6 km, resp. 339,8 km.

2 M 2
"o sin 9 — ] + (%ﬁ cos 9) <2,25¢% (3.6.16)

X . ’ ; ! . .
10 15 20 25 30 35 0 45 50 55 60 65 70 7 80 T

Obrazok 3.6.1: Komfortnd zona pre jazdu maglevom T3000

3.7 Super Max vzorak Tomas, opravoval Tomas

Hm, v najblizéej dobe mozno opit bude zaujimavé sa pytat, kto vyhra, ale zadanie tlohy je, aké je. Co sa
dialo na trati je, zZe Max sa od Landa vzdaloval, a preto pri kazdom dalsom tiku jeho hodin bol od Landa
dalej ako pri predchadzajucom tiku. Okrem toho, v Landovej sustave tikaji Maxove hodiny pomalsie, ako
hodiny od sponzora, ktoré ma Lando na svojej ruke. Mozno to je tym, Ze je plny adrenalinu, ale v tomto
vzoraku predpokladajme, Ze za to mdze dilatdcia ¢asu. Akiste ste teda pochopili, Ze tato uloha si vyzaduje
pouzivat $pecidlnu tedriu relativity, ktora je zalozend na tom, Ze Max aj Lando a akykolvek iny inercidlny
pozorovatel vidia svetlo $irit sa rychlostou c.

Posadme sa teda k Landovi do formuly, alebo inaksie povedané, nachadzajme sa v inercialnej vztaznej sustave
spojenej s Landom. V nej sa od neho Max vzdaluje rychlostou v. Fotony nestice informaciu o tiku hodin sa
$iria rychlostou c a v Landovej sustave trva tik Maxovych 7. Najprv nastane prvy tik. Potom, v ¢ase druhého
tiku o 7 neskor, fotony prvého tiku presli drédhu ¢t smerom k Landovi a Max presiel drahu v7 smerom od
Landa. Fotény druhého tiku st teda vzdialené o (¢ + v)7 od foténov prvého tiku. Tato drahu prejda fotény

za ¢as
+
ar= €T (1 + 3)1, (3.7.1)
c c

¢o je cas, ktory uplynie medzi prichodom prvych a druhych foténov k Landovi. Tymto sme vybavili to, Ze

Max sa od Landa vzdaluje.

Ale 7 je dlzka tiku Maxovych hodin v Landovej stistave. Vypocitame ju ako
To

V1-v?c

kde 7, je dlzka tiku Maxovych hodin, ktort vidi Max. Tymto uz mame vybavend aj dilatdciu asu.

e (3.7.2)

Dosadenim rovnice 3.7.2 do rovnice 3.7.1 dostaneme

1+v/c
—T1
V1-v2/c?
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Zo zadania vieme, ze At = 2 s a bezné hodiny tikaju s periédou 7y = 1 s, ¢ize

1+v/c
V1-v2[c

Po jednoduchej tprave dostavame kvadraticku rovnicu

5v2 +2¢v —3¢? =0,

ktorej riesenim?’ je

¢o je rychlost, ktorou sa Max vzdaluje od Landa.

3.8 Cas polpeny vzorék -, opravoval Marek

»Druhé riesenie tejto kvadratickej rovnice je v = —c, ale potom by sme v rovnici 3.7.2 mali nulu v menovateli, ¢o nie je moc
dobry napad.
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