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RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Bagstreet Boys vzordk MatusH, opravoval MatusH

Najskor sa pozrime, aké veli¢iny by sme vedeli v dave definovat. Oc¢ividna je rychlost, ktort si vieme definovat
ako nejakud priemernt rychlost, ktorou sa hybu ludia v dave na danom mieste. Okrem toho aj hustota, ktora
popisuje, kolko ludi sa nachddza na jednotke plochy. Tieto dve veli¢iny st definované tplne rovnakym
spdsobom, ako st definované v tekutine.

Zaujimavejsie je to s tlakom. V tekutine tlak suvisi so zrdzkami ciastociek, ktoré tekutinu tvoria, respektive
ich narazanie do stien nadoby. Ludia st ale rozumnejsi, a preto dobrovolne nenarazaju do seba. Ak je dav
naozaj husty, ludia do seba za¢nu aj narazat, lebo medzi sebou nemaju miesto. Preto by ale takato definicia
tlaku nebola analogicka s definiciou tlaku v tekutindch, lebo tlak by bol nenulovy az pri velkej hustote a vo
veobecnosti by zdlezal od hustoty.

Definicia teploty ma podobny problém, lebo teplota, nie len pri tekutinach ale vSobecne latkach, popisuje
mieru pohybu jednotlivych ¢iastociek, ktoré tvoria latku. Pri velkej teplote maju preto vo v§eobecnosti tieto
¢iastocky viacsiu velkost rychlosti nahodného pohybu. To pri ludoch moc nefunguje. Pri troche fantazie by
sme mozno vedeli prepojit nervozitu davu s teplotou, no tymto smerom sa nebudeme uberat.

Pozrime sa teraz na to, ako sa dav sprava pri prechode cez priechod. Ked je ¢lovek na priechode, tak mu
uz ni¢ nebrdni prejst na dal$iu stranu, nakolko vsetci ludia na priechode maju rovnaky ciel.! Zaujimavé
to bude pred priechodom. K priechodu vedia [udia v dave prist z hocijakého smeru. Vetci tito Iudia sa
nasledne musia dostat cez priechod, no priechod je uzky oproti priestranstvu pred prechodom, a teda cez
priechod vie prejst za jednotku ¢asu menej fudi ako k nemu prist. To bude znamenat, Ze pred priechodom sa
ludia za¢nu hromadit a postupne bude vznikat nieco, ¢o by sa dalo nazvat zapchou. Ludia v zapche sa budu
pohybovat pomalsie, tak aby pocet Iudi, ktory k priechodu pride, a ktory cezen prejde, bol rovnaky. Rovnaky
efekt nastane napriklad na ceste, kde je ztzenie.

Pri slove zuZenie sa priam ponuka porovnanie s Bernoulliho rovnicou, ktort pozname z hydrodynamiky a
m4d tvar

1
p+ ipv2 = konst.,

kde p je tlak, p je hustota a v je rychlost. Hydrodynamika $tuduje spravanie nestlacitelnych kvapalin, a teda
v tejto rovnici je hustota konstantna. Ak sa na nu pozrieme, tiez opisuje podobné spravanie ako sme my
opisali v dave. Tam, kde je rychlost mensia, sa tlak zvdcsi a naopak. Rozdiel oproti davu je v3ak ten, Ze dav
je stlacitelny, a preto rovnica z hydrodynamiky urcite nemoze platit. Dav sa preto skor podoba na plyn. Aj
pre stlacitelné tekutiny v$ak plati obdobna Bernoulliho rovnica, no m4d iny tvar.

Podme sa teraz pozriet na druhy pohyb davu. Ak je dav na velkom priestranstve, Iudia sa rozchadzaju do
nahodnych smerov. Pre jednoduchost uvazujme, Ze po skonceni protestu véetci ludia zamieria smerom
presne od miesta konania protestu. Ked sa teda pozrieme z miesta konania protestu a vyberieme si nejaku

'Uvazujeme, Ze dav je na jednej strane a snazi sa prejst na druhu.
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vzdialenost ry, tak v nejakom case je v tej vzdialenosti n ludi na kruznici s polomerom 27;. Tito Tudia sa hybu
rovnakou rychlostou od miesta konania, takze ak sa pozrieme po nejakom ¢ase na tych istych Iudi a uvidime
ich v dvojnasobnej vzdialenosti, budd na kruznici s polomerom 2271, a teda budi mat dvojndsobne mensiu
hustotu. Vidime, Ze takyto pohyb Iudi bude mat hustotu zévisla ako 1/r.

Podme sa eite pozriet, &i takéto pridenie davu spliia Patrikovu podmienku pre oblast. Ak sa znova pozrieme
z miesta konania nejakym konkrétnym smerom, vidime od nas ist prud Iudi v tom smere nejakou rychlostou.
Ak si teraz niekde vytyc¢ime oblast, tak td je pretinand takymito prudmi smerujicimi z miesta konania. Kazdy
takyto prud nasu oblast vSak pretne presne dvakrat (respektive parny pocet krat) pricom predpokladame, ze
miesto konania protestu nelezi v nasej oblasti. Tym, ze kazdy prad pretne oblast prave parny pocet krat
vidime, ze vSetky prudy Iudi, ktoré do oblasti vstupia, z nej zaroven aj vystupia, a teda celkovy pocet Iudi v
oblasti ostava rovnaky.

Tato poslednd tivaha s oblastami pripomina nieco, ¢omu sa hovori rovnica kontinuity a pre pradenie
kvapaliny v trubici ma tvar
Sv = konst.,

kde S je obsah prierezu trubice. Tato rovnica hovori, ze objem kvapaliny, ktory prejde za jednotku ¢asu
trubicou, je vo v8etkych miestach trubice rovnaky. V nasom pripade je celé pridenie len v dvoch rozmeroch,
takze ekvivalent S je krivka kolmé na smer pradu, ¢ize kruznica. Dalsi rozdiel je, Ze v hydrodynamike je
hustota konstantd, no v nasom pripade nie je, takze aby sme zistili, kolko Iudi prejde nejakym miestom za
jednotku c¢asu, musime to vyndsobit este koncentraciou Iudi v danom mieste. Tym dostavame opravenu
rovnicu

Vép = konst.,

kde ¢ je dlzka krivky. Ako sme spomenuli, tato krivka je kolm4 na prud, takZe to je kruznica, alebo ak sa
obmedzime na uhlovy vysek, tak ¢ast kruznice, ktorej dlzka rastie linedrne s r, no p zase klesa ako 1/r, takze
dohromady daju konstantu.

Na zaklade tychto uvach teda dav ma isté podobnosti s kvapalinami, no jeho stlacitelnostou je ovela
podobnejsi plynom.

2.2 Hladka jazda vzorak Martin, opravoval Péder

Lanovky nam okrem vodorovného presunu vyrazne pomdhaju prekonavat vyskové rozdiely. Energia dodana
pasazierom teda bude potencidlna gravitacnd energia. V nagom pripade sa nachadzame blizko povrchu Zeme
a vyskovy rozdiel nie je vyrazny, takze ju mozeme vypocitat ako

E, = mgh,
kde m je hmotnost pasazierov a h prevysenie.

Lanovky na pohon vyuzivaju elektricka energiu. Za predpokladu, Ze vykon je konstantny, moézeme vypocitat
pracu vykonanu lanovkou ako

W = Pt,
kde P je vykon lanovky a ¢ ¢as jazdy.

Utinnost 7 je podiel energie dodanej cestujticim, ktora je v naSom pripade rovné potencidlnej gravita¢nej
energii dodanej cestujucim, k celkovej investovanej energii, ktord je vnaom pripade rovna elektrickej energii

https://www.fks.sk/ 2 otazky@fks.sk


https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

® é)é)é) Riesenia 2. kola letnej casti — termin 22. 04. 2024

spotrebovanej lanovkou krat 100 %. V nasom pripade teda G¢innost vypocitame ako

mgh
= ——-100 %.
= "ps )

Za konkrétny priklad si mozeme zobrat napriklad Visutu lanovku Skalnaté pleso - Lomnicky $tit. Podla
zdroja ma lanovka prepravnu kapacitu 16 0sob (¢o za predpokladu, ze ¢lovek vazi v priemere okolo 70 kg,
bude spolu priblizne 1120 kg), prevysenie 868 m, md pohon s vykonom 132 kW a ¢as jazdy je 528 s. Po
dosadeni konkrétnych tdajov nam pre lanovku vyjde u¢innost 13,98 %.

2.3 Deficit defektov vzorék MatusH, opravoval MatusH

Najskor sa zamyslime, o sa fyzikalne deje pri brzdeni. Na to, aby auto zmenilo svoju rychlost, musi nan
posobit nejaka sila. Gravita¢nd to v tomto pripade nemoze byt, lebo to by auto muselo zrychlovat v smere do
zeme, no v tom mu brani samotna zem. Okrem toho, na auto pdsobi aerodynamickd odporova sila, valivy
odpor a statické, respektive dynamické trenie od cesty. Aerodynamicka odporova sila a valivy odpor su pri
brzdeni zanedbatelné oproti treniu (tento fakt odporuc¢ame overit vypoctom). Rozhodujuce je preto trenie.

Zamyslime sa, ¢i pri brzdeni hra ulohu statické alebo dynamické trenie. Statické trenie, ako vieme, je vacsie
a dochadza k nemu v momente, ak sa dve telesa voci sebe nehybu. Na to, aby sa tieto telesa zacali navzajom
hybat, je treba posobit silou, ktord toto trenie prekona. K dynamickimu treniu dochadza naopak vtedy, ak
su dve telesa uz vo vzéjomnom pohybe. Ked auto brzdi, vyuziva pri tom statické trenie, lebo to je vicsie.
Dokonca maju autd aj systém ABS, ktory zabezpecuje, aby nedoslo k $myku, kedy sa prejde zo statického
trenia na dynamické. Ako ale dochadza k statickému treniu, ked sa auto oc¢ividne hybe voci ceste? Auto sa
sice hybe a s nim aj stred kolesa, no koleso sa to¢i tak, aby bod, ktory je prave v kontakte s cestou bol nehybny,
a tak sa mohlo vyuzivat statické trenie.

Podme odhadnut, kolko trva normalnemu autu, kym zastavi na asfaltovej ceste. Pri brzdeni posobi na auto
trecia sila, ktora mu odobera energiu. Okrem kinetickej energie je energia ulozena aj v rota¢nej energii kolies.
Auto zastavi vtedy, ked pride o vSetku tuto energiu. T mu zoberie praca, ktora je konana statickym trenim,
takze mozeme pisat

1 1
Fis=mgfs= Emvz - Elwz, (2.3.1)

kde F, je trecia sila, ktora je rovna kolmej pritla¢nej sile vynasobenej koeficientom trenia, s je draha, ktoru
prejde auto pri brzdeni, v je rychlost auta v momente, ked za¢ne brzdit, I je moment zotrvac¢nosti kolies a w
je uhlova rychlost, ktorou sa kolesa toc¢ia. Kolesa mozeme aproximovat ako plné valce. Moment zotrva¢nosti
valca vypocitame ako I = myr?/2, kde my je hmotnost kolesa a r je jeho polomer. Uhlovu rychlost kolesa si
vieme vyjadrit z toho, Ze body na jeho okraji musia mat vzhladom na jeho stred rychlost v (kedZe bod dotyku
sa nehybe vzhladom na cestu). Uhlové rychlost je teda w = v/r.

Teraz nam ostava uz len odhadnuf veli¢iny. Auto vazi priblizne m = 1t. Ak si pozrieme ponuku diskov a
pneumatik, zistime, Ze dohromady jedno koleso vazi priblizne 30 kg, hmotnost vetkych kolies dohromady
je preto priblizne my = 120 kg. Polomer kolesa mdzeme odhadnut na r = 0,3 m. Koeficient trenia medzi
asfaltom a gumou je priblizne 0,5. Uz nam len staci vyjadrit si brzdna drahu predelenim rovnice 2.3.1
suc¢inom mg f, ¢im dostaneme

V2 v omy

§=—+ ——.
2gf Agf m

otazky@fks.sk 3 https://www.fks.sk/



https://www.lanovky.sk/?page=lan&lan=16
mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 2. kola letnej casti — termin 22. 04. 2024 ‘ é)é)é)

MoézZeme si véimnut, Ze pre klasicky pripad je pomer hmotnosti kolies a auta asi 1/10. Tym dostdvame brzdnd
drahu v meste pri rychlosti 50 km/h priblizne 20 m. Pre rychlost 130 km/h na dialnici dostdvame brzdnu
drahu priblizne 138 m.

Podme sa pozriet, ako sa to zmeni, ak by sme mali ocelové kolesa a ocelové cesty. V prvom rade by sa zmenil
koeficient statického trenia, ktory je medzi ocelou a ocelou 0,4 (¢o ale nie je vyznamna zmena). Taktiez by sa
ale zmenila hmotnost kolies. Ak uvazime, zZe ocelové kolesa by boli valce s rovnakym polomerom ako maju
normalne kolesa a Sirkou 10 cm, znamenalo by to, Ze jedno koleso by vazilo okolo 220 kg. To znamend, Ze
pomer hmotnosti by bol okolo jednej polovice.” Tym dostavame brzdnu drahu v meste priblizne 30 m a na
dialnici 204 m.

2.4 FKSak vo vlaku vzorik Matko, opravoval Matko

V prvom rade sa pozrime na to, ako vyzera profil trate. Sklon 10 %o znamena, Ze 1000 m horizontalnej dizky
vystipa o 10 m, rovnako 20 %o klesanie znamena —20 m na 1 km. Oznac¢me si dlzku, na ktorej vlak stipa ako
L, cela trat ma 6 km. Vieme, Ze vlak musi nastupat rovnako vela ako potom klesne, takze

L-10m=(6km—-L)-20m,

= L=4km

Na drahe 4 km vlak nastipa 4 - 10 m = 40 m.

Skor nez sa pustime do rieSenia, spravime zopdr aproximécii. UvaZujeme, ze vy$ka® a $irka vlaku neovplyvnia
trajektdriu, a preto berieme vlak ako tsecku dlhti 500 m. Zaroven uvazujeme, Ze vlak je dokonale ohybny,
teda nema vagdny, ktoré by nedovolovali ohyb. V ulohe cely ¢as pracujeme s velmi malymi sklonmi (< 5°),
a preto spravime aproximadciu sinx ~ x, cosx ~ la tanx ~ x pre x v radianoch. Schvalne! Hodte si to do
kalkulacky a zistite, o kolko sa priblizna hodnota 1isi od tej skuto¢nej! Toto nam velmi pomoze, lebo x-ovu
suradnicu vlaku v kopci nemusime uvazovat ako cos « - x ale iba x*.

Teraz sa uz pozrime na trajektériu faziska vlaku. Caro tejto lohy tilohy spociva prave v tom, ako sa bude
spravat tazisko, ked vlak bude prechadzat cez vrchol kopca alebo bude na upati. Ak totiz vlak bude lezat na
jednej priamke, tak tazisko je, samozrejme, uprostred vlaku. Predstavme si ale situaciu, ked nastava nejaky
zlom. Cast vlaku uz presla vrcholom kopca a ¢ast este nie. Kde bude taZisko? Intuitivne niekde pod vrcholom.

Spocitat, kde presne je tazisko, mdézeme pomocou vazeného priemeru tazisk jednotlivych jeho casti.
Hmotnost je priamo tmerna dlzke, lebo mdme homogénny vlak. Oznac¢me cast prednu ¢ast 1 a zadnu 2,
hmotnost celého vlaku M, dlzku vlaku [ a dlzku casti vlaku za zZlomom d. Pre hmotnosti plati

MIZM?,
I-d

M2 = MT

*Musime si uvedomit, Ze s hmotnostou kolies by sa zvysila aj hmotnost celého auta.

3 Ak by sme uvazovali vysku vlaku, tak sa nam trajektéria iba viade posunie o pol vysky vlaku smerom hore, tvar ani dizku
trajektorie to véak nezmeni.

*Pre ilustraciu, ked cely vlak vysiel z prvej dediny, skuto¢nd x-ov4 suradnica predku je 499,975 m a s tymto priblizenim to
zaokruhlime na 500 m.
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Taziska tychto rovnych ¢asti lezia presne uprostred. Ked zlom je v bode [xo, 3] a sklon kopca za zlomom je
a a pred zlomom p, tak jednotlivé taziska si v bodoch

d

’1—'1X:x0+5)

Ty =yo+ Zsina» y) + —a,
1y )’02 )’02

I-d
T2x:x0_T)

I-d . I-d
smﬁmyo—Tﬁ.

Ty =y0-

Vézeny priemer, a teda polohu taziska [ T, T, ] spoc¢itame ako

M Ty + MbTo,

T
M

b

) M%(xo + %) +M¥(x0 - %
M

Cd(xo+ D+ (I-d)(x - 52

- l ,

d>—(1-d)? I

Y :x0+d—§.

b

=Xo +

Rovnako pre T),
Mlle‘i‘Mszy
VA
_ M (yo +a§) + M (yo - B51)
M b
_d(yo+ad)+ (1-d) (- B
l b
2N _ _ 2
. d’a-(1-4d) ﬁ
21

b

:yo

Dostali sme teda vyjadrenie polohy taziska v zavislosti od d, teda ¢asti ktora uz presla bod zlomu.
Odteraz budeme vietky dizky a stradnice dosddzat v metroch. Na nasej trajektérii mame tri zlomové body,
konkrétne [0,0], [4000,40] a [6000, 0]. Pre zaciatok vlaku x v intervale [0,500] je
% =0, »=0, a=001, B=0, d-=x,
Cize

0.01x>
T,=0+x-250 a  T,=0+——n.
1000
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Pre zaliatok vlaku x v intervale [500,4000] ide tazisko vlaku po priamke y = ax = 0.0lx, aby priamka
prechddzala bodmi [0, 0] a [4000, 40].

Pre zaciatok vlaku x v intervale [4000, 4500] je

Xo = 4000, y,=40, a=-0.02, S=0.01, d=x-4000,

, ~0.02(x ~4000)2 - 0.01(500 ~ (x - 4000))?

T, =x-250 a T, =40
1000

Pre zaciatok vlaku x v intervale [4500, 6000] ide tazisko vlaku ide po priamke y = 120 — 0.02x, aby priamka
prechddzala bodmi [4000,40] a [6000, 0].

Pre zaciatok vlaku v intervale [6000, 6500] je

% =0, »=0, a=0, p=-0.02, d=x-6000,

, 0:02(500 - (x - 6000))?
1000

T, =x-250 a T,=0

Trajektoria taziska je zobrazena na obrazku 2.4.1.

40 i ‘ i : i | i . f ®

30

20

-500 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500 6000 6500

Obrazok 2.4.1: Trajektoria taziska viaku

Mozeme si teda vSimnut to ¢aro, ze v zlomovych bodoch je trajektdria parabolicka, teda pekne hladko sa
zmeni.

2.5 Optikalizacia chodnickov vzordk Jaro, opravoval Martin
Ach tie preklepy. Alebo Zeby nie?

Zadanie nam hovori, Ze Matus$ je tak vytrénovany, Ze si pri prechode do protilahlého rohu parcika zvoli
vzdy optimdlnu trajektoriu - teda taku, po ktorej mu to bude trvat ¢o najkratsie. Ale presne tak sa sprava aj
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svetlo. Hovori o tom Fermatov princip®. Dalej vieme, Ze Matus sa cez paréik pohybuje n-krat pomalsie ako
po chodniku po obvode. Parameter # tu teda funguje presne ako index lomu v optike. Ulohu teda mozno
transformovat na hladanie lu¢ov v optike.

Rozoberme si najskor extrémne pripady:

« Akje ,indexlomu®“ rovny jednej, tak neexistuji ziadne rozhrania a najrychlejsia je, pochopitelne, priama
trajektdria do protilahlého rohu parcika.

« Ak je ,index lomu“ dostato¢ne velky, teda ak sa Matus cez parcik pohybuje velmi pomaly, je pre neho
vyhodnejsie ist po jeho obvode.

Niekde medzi tym bude zrejme existovat pripad, ze Matus$ prejde ¢iasto¢ne po chodniku a ¢iastocne si to
strihne krizom cez park. Teraz sa budeme podrobnejsie venovat tejto situacii.

Z optiky vieme, Ze svetlo sa v homogénnom prostredi $iri priamociaro a na optickych rozhraniach sa lame,
dodrzujuc pritom Snellov zékon
sina;  ny

. =—, (2.5.1)
S1n &) n

kde &, &, st uhly dopadu luc¢ov voci kolmici na rozhranie. V nasom pripade n; =1, n, = na a; = 90°. Aksi
ozna¢ime « uhol, pod ktorym vchadza Matds do parku, tak &« = 90° — a,, teda

1
cosa = —. (2.5.2)
n

Je zrejmé, Ze Matti§ moze do paréika vstupit i vystupit z neho len pod uhlom spliajiicim tato podmienku.

Okam?ite vidime, Ze ak Matu§ spliia podmienku pri vstupe, automaticky ju splia aj pri vystupe cez protilahla
stranu.

0 1007

Obrazok 2.5.1: Mozné triedy trajektorii prechddzajiicich Ciastocne cez parcik

>Podla Fermatovho principu sa svetlo $iri po takej trajektorii, ze ¢as potrebny na prejdenie po tejto trajektorii je extremalny.
Vo vidsine pripadov ide o lokdlne minimum, preto sa zvykne oznacovat aj ako Fermatov princip najkratsieho ¢asu.
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Podme si teraz zratat, ako dlho mu bude takyto prechod cez paréik trvat (zelena trajektoéria). Pre jednodu-
chost uvazujme, ze a = 1a Matus sa po chodniku tiez pohybuje rychlostou 1°. Potom ¢as pochodu chodnikom
bude rovny dlzke tGseku chodze po chodniku a ¢as pochodu cez paréik bude n krat dizka tseku chodze cez
parcik. S pouzitim jednoduchej trigonometrie dostaneme

- +2—cota. (2.5.3)
Sin & ~—

~—— po chodniku

cez parcik

T =

Po dosadeni podmienky pre vstupny uhol 2.5.2 a naslednej aprave dostavame

T=2+Vn2-1 (2.5.4)

Este potrebujeme urcit, za akych okolnosti tento vztah plati.

V prvom rade musime zabezpecit, aby Mata$, nasledujuc Snellov zakon, vysiel cez protilahlu stranu parciku.
K tomu ddjde, len ak priemet vzdialenosti na stranu parcika, cez ktora vosiel dnu, bude nanajvys rovny dlzke
tejto strany, Cize

cota < 2. (2.5.5)
Odtial po dosadeni podmienky 2.5.2 dostavame

. V5
Z,

n2-1

(2.5.6)

Ak tato podmienka nie je splnend, najvyhodnejsia trasa je prechod priamo naprie¢ parkom do protilahlého
rohu, ktora trva /5n.

Vztah 2.5.2 ndm hovori, Ze ¢im je index lomu vacsi, tym je vacsi aj vstupny uhol. Pre velmi velky ,,index
lomu“ je vstupny uhol skoro pravy. To znamen4, Ze Matt§ v takom pripade musi prejst skoro pozdlZ celej
jednej strany po chodniku a o nie¢o viac ako dizku druhej strany cez parc¢ik. V takom pripade okamZite
vieme povedat, Ze by bolo efektivnejsie, ak by $iel po obvode, pretoze prejde takmer taku istd vzdialenost, ale
vacsou rychlostou. Preto mozeme tvrdit, Ze od istej velkosti ,,indexu lomu® je pre neho vyhodnejsie ist po
obvode. Najst tento medzny uhol nie je problém. Vieme, Ze po obvode mu bude trvat prejst do protilahlého
rohu ¢as 3. Preto cez parcik pojde len v takom pripade, ak ¢as prechodu 2.5.4 nebude dlhsi, teda

2+Vn2-1<3 = n<V2. (2.5.7)

Konec¢ne si to mdzeme vetko zhrnut. Pre ¢as prechodu v zavislosti od ,,indexu lomu® plati

/51, ak n< \/75,
(n)=42+vn2-1, ak ne <§,\/§>, (2.5.8)
3, ak n>+2.

Doteraz sme uvazovali, Ze Matus vyjde cez protilahla stranu parc¢ika. Nemohol by ale vyjst cez susednu?
— Mohol, ale... Aby platil Snellov zakon pri vstupe do parcika i pri vystupe z nehu, musel by do parcika
vstupovat i vystupovat pod uhlom 45° (modra trajektéria). To je ale mozné len pre n = /2.

SUSetrime si tym pisanie podielu £ vo vetkych vztahoch.
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Pripustme na chvilu tito moznost a povedzme, ze si Matus skratil cestu tak, ze urezal z rohu vzdialenost x.
V takom pripade by mu cesta trvala

Tx=3—2x+\/§xn

=3. 2.5.
3 (2.5.9)
To je ale presne tolko, kolko by mu cesta trvala po obvode i cez protilahlu stranu, ¢o vidime zo vztahu 2.5.4
po dosadeni n = \/2, takZe vtedy je tplne jedno, ktort z mnoziny tychto trajektérii si vyberie.

Este by sme sa mohli pytat, Ze ¢i je nutné, aby pri urezani rohu platil Snellov zakon pri vstupe do paréika i
pri vystupe z neho. A odpoved je, Ze ano. Snellov zakon je dosledok Fermatovho principu, takze ak neplati
Snellov zédkon pri vstupe i pri vystupe, urcite existuje susedna trajektoria, ktora je rychlejsia. Ak by sme
sa rozhodli iterativne prechadzat na susednd, rychlejsiu, trajektoriu, postupne by sme dokonvergovali na
niektoru z trajektdrii spliajtcich Snellov zakon - teda takd, ktort sme uz nasli.

Na zéver ete pre tGplnost uvedme, Ze sme uvazovali chddzu po chodniku pozdlz dlhej strany parcika a
krosovali sme ho v smere, v ktorom je uzsi. Toto uz intuitivne dava zmysel — chcem prejst viac tadial, kde
som rychlejsi a menej tadial, kde som pomal$i. Pre tych, ¢o neveria, uvedieme aj vysledok pre pripad, ze
by sme parcik krosovali cez vacsiu hrubku (¢ervend trajektdria), ale uz ho nebudeme podrobne vysvetlovat,
pretoze vypocet je tplne analogicky,

V51, ak n<+/5,
t(n) ={1+2vn>-1,  ak ne(V5V2), (2.5.10)
3, ak n>+2.

Okamzite vidime, ze mdd prechodu cez protilahlé kratsie strany nikdy nenastane, pretoze ak ma platit Snellov
zakon, moze k nemu dojst az pre ,index lomu“ n > /5, ale uz od ,,indexu lomu“ n = v/2 je vyhodnejsie ist
naokolo.

Trvanie prechodu po optimalnej trajektérii v zavislosti od ,,indexu lomu* je zobrazené na obrazku 2.5.2.

Zavislost’ ¢asu prechodu po optimalnej trajektorii od "indexu lomu"

Obrazok 2.5.2: Cas prechodu po idedlnej trajektdrii v zavislosti od ,,indexu lomu*: Pre ,.index lomu*
n< % je optimadlna trajektoria priama do protilahlého rohu, pre ,index lomu“n €
(%; \/§> prechddza krizom cez park cez dlhsie strany a pre ,index lomu“n > \/2
vedie po obvode parku.
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2.6 Ohlu$ujuca havaria vzordk MatusH, opravoval MatusH

KedZe elektricka narazi do steny nepruzne, prvy vozen strati vietku svoju kineticku energiu a zastavi. No
druhy vozen stena nezastavila, a tak sa v momente narazu stale hybe rychlostou v. Preto dojde k stlacaniu
pruziny v dosledku zmensovania vzdialenosti medzi voznami. Pruzina bude pri stac¢ani posobit na vozne
silou velkosti kAx, kde Ax je zmena vzajomnej vzdialenosti voznov’. Prvy vozen je pruzinou tlaceny do
steny, takze sa nebude hybat. Druhy vozen je silou od pruziny spomalovany. Dochadza preto k premene
kinetickej energie druhého vozna na potencidlnu energiu uloZent v pruzine. Maximalnu zmenu vzdialenosti
pruziny teda vieme vypocitat ako

1 1 m
Emv2 = EkAxfnax = AXpax = V1 / - (2.6.1)

Uvedomme si, ze pohyb druhého vozna je od zaciatku az do tohto bodu tplne rovnaky ako pohyb zavazia s
hmotnostou m na pruzinke tuhosti k, ktoré je na zaciatku v rovnovaznej polohe a udelime mu rychlost v. O
takomto pripade vieme, Ze zdvaZie bude konat kmitavy pohyb a jeho okamzitd vychylka je y = ym.y sin wt,
kde w = \/k/m. Preto aj vychylka voziia bude opisand uplne rovnakou rovnicou, kde za maximélnu vychylku
dosadime maximalnu vychylku z rovnice 2.6.1. Cas, v ktorom d6jde k maximaélnej vychylke, bude taky ¢as,
kedy bude sinus maximalny, a teda rovny 1. Prvy takyto ¢as je tmax = 71/(2\/ k/m).

V maximalnej vychylke uz vozen nema zZiadnu rychlost, takze ho pruzina za¢ne odtlacat naspét (stdle posobi
na prvy vozen silou, ktora ho tlaci do steny, takze sa nehybe). M6Zeme si uvedomit, Ze tento pohyb bude, ¢o
sa tyka zrychlenia, Gplne rovnaky tomu, ¢o sme riesili doteraz, lebo v kazdom ¢ase bude pdsobit rovnaka sila.
Tento raz ale opa¢nym smerom. Preto druhy vozen elektricky bude stdle vykonavat kmitavy pohyb. Teda od

zaliatku, kedy t = 0, po &as t = m\/m/k bude prvy vozen stit a druhy sa bude hybat podla rovnice

Ax =vy/ m sin / kt. (2.6.2)
k m

Ako vyzera situacia na konci tohto ¢asu? Prvy vozen sa stale nehybe a druhy vozen je prave v takej polohe,
v akej bol na zaciatku, akurét jeho rychlost ma opa¢ny smer - od steny. Uvedomme si, Ze v tomto momente
uz stena neposobi Ziadnou silou na sustavu a zdroven sustava ma hybnost v smere od steny, takze vo zvysku
rie$enia uz stena nebude hrat Ziadnu ulohu®.

Potrebovali by sme zistit, ako sa bude hybat kazdy z voznov, no kedZze st spojené pruzinkou, tak ich pohyby
sa navzajom ovplyviiuju. Takejto komplikacii sa odborne hovori previazenie a znamena to, Ze nemozeme
vyriesit najskor jeden pohyb a potom druhy, ale musime ich riesit oba naraz. My ho ale prefikane obideme
tak, ze prejdeme do taziskovej ststavy elektricky. Tazisko elektricky sa momentalne hybe rychlostou v/2, a
kedZe zanedbavame trenie a odpor vzduchu, tak sa uz naveky bude hybat touto rychlostou.

Po prechode do taziskovej stistavy mame zrazu iny problém. Mame dva vozne elektri¢cky spojené pruzinkou s
pokojovou dlzkou a udelili sme im rychlosti v/2 kazdému v smere od toho druhého voziia. (Ak tento prechod
nie je jasny, odporucame si celui situdciu nakreslit.) Toto je ovela jednoduchsia uloha, nakolko mézeme vyuzit
symetriu problému. Uvedomme si, Ze stredny bod pruzinky sa v taziskovej sustave nehybe. Ak by sme

"Uvazujeme, ze ked elektricka isla, tak bola v rovnovdznom stave a pruzina mala pokojovti dlzku.
#Toto nie je tiplne nepriestrelny argument, no spravnost tohto predpokladu si vieme overit, ak riefenie najdeme a zistime, Ze
vozen sa steny uz nikdy nedotkne.
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teda pruzinku v tomto mieste rozstrihli, vlozili tam stenu a pruzinky pripojili na stenu, rieenie by sa vobec
nezmenilo. Tym sme dostali problém, ktorého riesenie sme tu uz raz vyuzili, a teda v taziskovej ststave buda
vozne vykonavat kmitavy pohyb a ich vychylka od stredu pruziny bude

v [m |2k
Ax = 2\ / % sin Zt’ (2.6.3)

kde cas t tento krat meriame od zaciatku tejto fazy pohybu sustavy.

Za poznamku stoja dvojky, ktoré sa nam v rieseni objavili. V prvom rade musime predelit rychlost dvojkou,
lebo vozne maju na zaciatku polovi¢nu rychlost. Druha dvojka sa objavila pri k. Té je kvoli tomu, Ze pruzina
sa efektivne dvakrat skratila, a teda ma dvojnasobnu tuhost’. Tym mame rieSenie v taziskovej sistave. Na
rie$enie v sustave ¢loveka, ktory stoji na chodniku a celt zrazku pozoruje, musime este prejst naspat tym, Ze
k rychlosti oboch voziov pripo¢itame, ako sa pohlo tazisko. To sa hybe rychlostou v/2 v opa¢nom smere
ako bol povodny pred zrdzkou, preto po ¢ase t sa pohne o vt/2. Pohyb po ¢ase t = m\/m/k prvého vozna

preto bude
2
ng\/%sin\/zkt—%t (2.6.4)
v [m | 2k vt
X = —5 ﬁ sSin ;t - ?, (265)

kde nulova poloha obidvoch je v tom mieste, kde sa nachddzali v momente zrazky.

a druhého

2.7 Ukryty naboj vzorak MatusH, opravoval MatusH

Ked Krtko da svoj naboj do vodivej dutej gule, naboje sa nejako budu hybat, kym cela ststava nenadobudne
ustéleny staticky stav. Ak by takyto stav nenadobudla, tak by vo vodi¢i do nekonec¢na tiekol prud. To by
ale znamenalo, Ze by sa donekonec¢na konala praca, a teda by sme vyrobili perpetuum mobile, ¢o nevieme.
Preto po istom ¢ase!'’ nabodudne ststava ustaleny stav a elektrony sa nebudu hybat. Z toho vieme usudit prvy
dolezity zaver a to, Ze elektrické pole vo vodivom medziguli bude v takomto stave nulové. Ak by nebolo, tak
by pdsobilo silou na voIné elektrény a tie by sa zacali hybat, ¢im by vznikol prud, ¢o nemdze.

Pozrime sa teraz konkrétne na vnatorny povrch kovového medzigulia. Na situdciu sa budeme pozerat z
pohladu silo¢iar, ktoré reprezentuju smer elektrického pola v danom mieste a ich hustota znazornuje velkost
elektrického pola. Vo vnutornom priestore mame naboj Q, z ktorého vychadzaju silociary (alebo vchadzaju,
ak je zaporny, zmena znamienka spdsobi akurat zmenu znamienka vsetkych ostatnych nabojov a intenzit,
no kvalitativne rieSenie ostane rovnaké, pre jednoduchost budeme uvazovat kladny ndboj). Aby vo vnutri
vodivého medzigulia bolo nulové elektrické pole, tak don Ziadne silo¢iary nemoézu vchadzat. To je ale
problém, lebo silociary z naboja sa nemdzu krizovat'!, takze k okraju prist musia. Tam ale musia aj skoncit.
To znamena, Ze na vnutornom povrchu sa indukuje zaporny naboj. Dokonca aj vieme, ze musi mat rovnaku
velkost, lebo vsetky silo¢iary musia skoncit na okraji.

% Ak tento fakt nie je jasny, odporti¢ame sa zamysliet nad natiahnutim jednej pruZiny o nejaky kdsok a natiahnutim dvoch
takych istych pruzin zapojenych za sebou o ten isty kisok a o dvojndsobny kiisok.

1%Ktory je v skuto¢nosti prakticky ihned.

' Ak by sa krizovali, sposobilo by to nejednoznaény smer elektrického pola v nejakom mieste.
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Vieme povedat aj to, Ze silociary na povrch pridu kolmo, lebo inak by mali zlozku rovnobeznu s povrchom,
a teda by rozpohybovali indukovany naboj po povrchu.

Celé kovové medzigulie je ale neutralne, a to znamena, Ze na vonkajsom povrchu sa musi indukovat kladny
naboj Q. KedZe vo vodici je nulové pole (¢o znamena, Ze bodovy naboj Q vnutri je odizolovany indukovanym
nabojom —Q na vnatornom povrchu), tak indukovany naboj Q na vonkajSom okraji neciti bodovy naboj
vnutri, a teda sa musi rozlozit rovnomerne. Tym mame vyrieSené, ¢o sa deje na vnutornom povrchu, v
samotnom medziguli a na vonkajsom povrchu. Ostava uz len jedna otazka zo zadania, ako bude vyzerat
elektrické pole mimo kovového medzigulia?

Pozrime sa opit na silo¢iary. Z kladného ndboja na povrchu musia vychddzat nejaké siloc¢iary. Urcite
nemozu smerovat smerom do kovového medzigulia, lebo to by opit znamenalo nenulovost elektrického
pola v kovovom medziguli. Kvoli rovhomernému rozloZzeniu naboja na vonkajSom gulovom povrchu, mézu
silo¢iary smerovat len kolmo pre¢ od povrchu. Ak by smerovali inak, nastal by rozpor so symetriou celého
problému. Z toho istého dovodu pdjdu tymto smerom az do nekonecna.

Ked si zoberieme myslent sféru so stredom v strede medzigulia, tak hustota siloc¢iar prechadzajicich cez
jednotku plochy na tejto pomyselnej sfére klesa ako 1/r2 kde r je polomer sféry. MéZeme to vidiet z faktu,
ze celkovy pocet pretinajicich silo¢iar bude stle rovnaky, no plocha bude rast s r>. To ndm pripomina
elektrostatické pole bodového nédboja. Ak by sme uvazili, ze ideme celé medzigulie zmensovat, tak naboj na
porchu ostane stéle rovnaky, no povrch sa bude zmensovat s 12, takze intenzita bude rast s 7> (uvedomme si,
ze v tomto pripade zmensujeme r). Ak by sme takto zmensovali medzigulie limitne do nuly, tak prakticky
dostaneme bodovy ndboj, a teda mdzeme povedat, Ze elektrické pole mimo medzigulia je ako keby tam
medzigulie vobec nebolo a Krtkov néboj bol umiestneny v stede medzigulia.

RieSenie pomocou Gaussovho zakona

Ak pozndame Maxwellove rovnice, vieme si pomoct aj nimi. Toto riedenie si vSak vyzaduje znalosti vyrazne
presahujuce stredoskolské ucivo, a preto ho uvadzame len ako zaujimavost. Jedna z Maxwellovych rovnic je
Gaussov zakon, ktory v diferencialnom respektive integralnom tvare hovori

divE =", respektive ﬂ E-dS = Qin.
€ £

My pri nasich avahach vyuzijeme integralnu formu. Vieme, Ze elektrické pole vo vodi¢och je nulové z
rovnakej ivahy ako sme vyuzili predtym. Ak siteda zoberieme S ako sféru tesne vacsiu ako vnatorny povrch,
vieme hned povedat, Ze integral je rovny 0, a teda celkovy ndboj ohraniceny touto plochou musi byt rovny 0.
Preto sa na vnutornom povrchu medzigulia musi nahromadit naboj —Q.

Rovnakymi dvahami ako predtym vieme dospiet k tomu, Ze na vonkajsom povrchu bude rovnomerne
rozlozeny naboj Q, z ¢oho ziskavame gulovi symetriu. Vdaka tejto symetrii mozeme povedat, Ze elektrické
pole bude radidlne. Ak si teda zvolime ako povrch § teraz sustrednu sféru s polomerom R okolo nasho
medzigulia, intenzita elektrického pola bude véade kolma na povrch a bude mat rovnaka velkost. Plo$ny
integral teda vieme jednoducho vypocitat a dostavame rovnicu

Q = E .

47R’E = = = ——,
£ 47e R?

z ktorej rovno vidime, Ze intenzita je rovnakd ako od bodového naboja.
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Pouzitim Gaussovho zakonu sme sa teda vyhli uvaham so silo¢iarami. Gaussov zakon ale vyzaduje
znalost pokrocilej matematiky a fyziky, zatial ¢o pristup cez silociary je matematicky ovela jednoduchsi a
intuitivnejsi, no mozno zdlhavejsi.

2.8 Laserové pravitko vzorak Jaro a Marek, opravovali Jaro a Marek

Zrkadlo je dostato¢ne hladka plocha odrazajtca vac¢sinu dopadajuceho svetla v sulade so zakonom odrazu,
pricom dopadajuci svetelny zvazok rozptyluje len minimalne. Odrazajucou plochou je zvycajne vylesteny
material — najcastejsie kov. Podla polohy odrazivej plochy existuju dva typy zrkadiel - zrkadla s prednou
odrazivou plochou a zrkadla so zadnou odrazivou plochou.

Zrkadlo s prednou odrazivou plochou vyrobime tak, ze len vylestime povrch materialu a k odrazu dochadza
od tohto povrchu. Ak sa predmetom dotkneme takéhoto zrkadla, budu sa predmet a jeho odraz dotykat v
mieste kontaktu predmetu so zrkadlom.

Zjavnou nevyhodou zrkadiel s prednou odrazivou plochou je, Ze odrazivy povrch je vystaveny okoliu, takze
sa velmi lahko poskodi ¢i uz mechanicky (napr. poskriabanie) alebo chemicky (napr. oxiddcia). Preto sa
bezne stretneme skor s druhym typom zrkadiel - so zrkadlami so zadnou odrazivou plochou. Najcastejsie
ide o tenku sklenenu (pripadne inu priehladnd) platiu s tenkou kovovou (alebo inou) vrstvickou na zadnej
strane. Pri tomto type zrkadla nedochddza k odrazu na prednej strane,'” teda na skle, ale az na kovovej
vrstvicke na zadnej strane. Mdzeme sa o tom fahko presvedcit tak, ze prilozime hrot pera na povrch zrkadla
a pozrieme sa nan pod uhlom. Uvidime, Ze hrot sa nedotyka svojho obrazu, ale je medzi nimi medzera.’
Velkost tejto medzery zrejme zavisi od uhla, pod ktorym sa pozerame, a od hrubky skla zrkadla.

To je ale ndvod na vyriesenie tejto ulohy. Ak sa ndm podari najst vztah medzi vzdialenostou hrotu od jeho
obrazu a hrubkou zrkadla, tak meranim tejto vzdialenosti dokdazeme urcit hrubku zrkadla.'*

Ako vznikd medzera medzi hrotom a jeho obrazom, je zjavné z obrazka 2.8.1. Lu¢ odrazeny z hrotu nam
dopada do oka priamo. Zaroven nam ale do oka dopada aj 14¢, ktory po odraze z hrotu prechadza do skla,
pri¢om sa lame podla Snellovho zdkona, dopada na zadnu plochu, od ktorej sa odraza, a vychddza zo zrkadla
cez jeho prednu plochu, opit v sulade so Snellovym zakonom. Velkost medzery medzi hrotom a obrazom je
vlastne kolma vzdialenost tychto dvoch lacov. Z praktického hladiska je ale jednoduchsie merat horizontalnu
vzdialenost tychto dvoch lucov, teda vzdialenost hrotu od miesta na povrchu zrkadla, z ktorého vychddza
odrazeny lu¢.

Ak sme od zrkadla dostato¢ne daleko, priamy lu¢ a 1a¢ odrazajuci sa od zrkadla mozeme povazovat za
rovnobezné. V takom pripade je hladanie vztahu medzi velkostou medzery a hrubkou zrkadla len vecou
jednoduchej geometrie.

12 Aby sme boli tiplne presni, nejaka mala ¢ast dopadajiiceho svetla sa odrazi aj tu, ale velka vi¢sina prechadza cez sklo a odraza sa
az na kovovej vrstvicke. Intenzita svetla odraZajuceho sa od zadnej vrstvicky je pritom ovela vicsia nez intenzita svetla odrazajiaceho
sa od predného povrchu, preto odraz od predného povrchu je prehlueny odrazom od zadnej strany a my vidime len ten.

Bhttps://en.wikipedia.org/wiki/First-surface/_mirror/#/media/File:Specchi.jpg

“Presnejsie hrubku skla zrkadla. Ako sme povedali, zrkadlo m4 na zadnej strane tenkd vrstvicku, ktorej hrabku takto
nezmeriame. Jej hribka je vSak voci hrubke skla zanedbatelnd.
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Obrazok 2.8.1: Priamy a odrazeny lic dopadajiici do oka (objektivu).

Ozna¢me si hrabku zrkadla & a horizontélnu vzdialenost li¢ov d. Dalej nech uhol medzi la¢om vo vzduchu
a povrchom zrkadla je « a v skle a’. Index lomu skla je n a vzduchu 1.

Podla Snellovho zakona plati

CoSs &
— = (2.8.1)

Zaroven z pravouhlého trojuholnika urc¢eného lu¢om v skle, povrchom zrkadla a normalou v mieste odrazu
vidime, Ze

h
— =tan a. (2.8.2)
2
Vylucenim uhla a’ dostavame’®
2h n2 - cos? a

Uhol lt¢a sa bude merat dost neprakticky. Co vieme ale zmerat pomerne jednoducho, je vyska a horizontdlna
vzdialenost, z ktorej sa pozerame. Ak oznac¢ime vysku H a horizontalnu vzdialenost D, potom

D
oS = —— (2.8.4)
VH?+ D?
15tan a = vV l—cosf o
https://www.fks.sk/ 14
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a konec¢ne
d+/(H? + D*)n? — D?
h=— Ve ) . (2.8.5)
2 D
Pre potreby spracovavania dat tento vztah e$te napiSeme v tvare
2hD
d= . (2.8.6)

V(H? + D)2 - D2

Obrazok 2.8.2: Ukdzka z priebehu merania a jedna z vyhotovenych snimok, z ktorych sa od¢itavali
dadta.

Vybaveni touto tedriou, mozeme pristupit k meraniu. Na$u aparatiru je vidiet na prilozenej fotografii
(obrazok 2.8.2).

1. Zrkadlo umiestnime na vodorovnu zem.

2. V jeho blizkosti si vyty¢ime zvislicu a vyznac¢ime si na nej vysky, z ktorych budeme merat velkost
medzery medzi hrotom a obrazom. V nagom pripade je touto zvislicou whiteboard, ktory sme nastavili
do zvislého smeru vodovdhou. Na urc¢ovanie vy$ok nam sluzi meter, ktory sme pripevnili k okraju.
Merania budeme robit z vySok odstupniovanych po 5 cm v rozpati 10 cm az 1 m.

3. Na zrkadlo prilozime hrot, ktory by mal byt ¢o najtensi. Z toho dévodu pouzijeme hrot ihly. Ako
stojan pouzijeme gumené prasa, do ktorého ihlu zapichneme.

4. Zmeriame vzdialenost hrotu ihly od zvislice, z ktorej vykonavame merania.

5. Vedla hrotu ihly umiestnime milimetrovy papier, pomocou ktorého budeme merat horizontalnu
velkost medzery.

6. Z vybranych vy$ok na zvislici odfotografujeme medzeru a z fotografie od¢itame pocet $tvorcekov
milimetrového papiera medzi hrotom a jeho obrazom.

otazky@fks.sk 15 https://www.fks.sk/
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Vzdialenost zvislice od hrotu ihly bola D = 32 cm. A hoci vieme vzdialenost teoreticky merat s presnostou na
milimetre, chybu merania odhadneme na +1 cm, pretoZe nevieme zarucit, Ze objektiv fotoaparatu bol pocas
fotenia presne na zvislici, a nevieme ani povedat, kde presne sa vo fotoaparate tvori obraz. Podobne aj pri
urcovani vysky budeme uvazovat chybu +1 cm. Pri urcovani $irky medzery budeme uvazovat chybu +1 mm,
pretoZze musime uvazovat chybu pol milimetra pri uréovani polohy hrotu a taktiez pol milimetra pri uré¢ovani
polohy obrazu.

Zavislost vzdialenosti hrotu ihly a obrazu od vysky pozorovania

—— Teoreticka zavislost pre hribku zrkadla ziskanl vazenym priemerom
---- Teoretickd zavislost pre hribku zrkadla ziskanl aritmetickym priemerom
Teoreticka zavislost pre hribku zrkadla ziskant najmensimi stvorcami
—— Teoreticka zavislost pre skuto¢nd hrabku zrkadla
® Namerané déta

4-%% H T T

£ AN
S N
: ) M\FNQ% HMHH T T TTTTT
\
0 260 460 u [mm] 660 860 10‘00

Obrazok 2.8.3: Namerané ddta a vykreslené teoretické zavislosti pre niekolko hrubok skla.

Namerané dvojice dat [ H; d] st zobrazené ako body na prvom grafe (obrdzok 2.8.3). UZ ndm zostéva len
urcit zodpovedajucu hrubku skla.

KedZe pozname teoreticku zavislost d(H) (rovnica (2.8.6)), mohli by sme pouzit metédu najmensich
$tvorcov. Ta spociva v tom, Ze zo sady kriviek podla rovnice (2.8.6) pre rozne h vyberie tu, pre ktort je suma
kvadratov rozdielov medzi nameranymi datami a predpovedanymi hodnotami pre dané h ¢o najmensia.'®
Nakolko je ale tato metéda pomerne matematicky naro¢nd, nejdeme si ju blizsie vysvetlovat - mozno
niekedy nabuduce. Ak ale mate dobry Statisticky program, mozete ju nechat zbehnut pre vase data a pocitac
vam vypluje hrubku skla, pre ktort dostanete najlepsi fit medzi datami a teoretickou predpovedou. Len
pre zaujimavost, pre nase data dostdvame najlepsi fit pre h = 2,3486 mm s koeficientom determindcie
R? =0,8983."7

16Matematicky vyjadrené, minimalizujeme vyraz YN, [d; — d(H;)]’, kde d; je i-ta namerana velkost medzery prislichajtica
vyske fotenia H; a d(H;) je teoreticky predpovedana velkost medzery pre tuto vysku podla vztahu (2.8.6).

7Koeficient determinicie 1 znamend, 7e teoretickd krivka presne prechddza vietkymi nameranymi bodmi, koeficient 0 zase, Ze
teoretickd krivka vobec nevysvetluje data a tie st v podstate ndhodne rozptylené.
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My si ukdzeme metddu, ktora sice dava menej presny odhad, ale napriek tomu je velmi pou¢na. Najskor si
podla vztahu (2.8.5) pre kazdu nameranu dvojicu [ H;; d; ] dopocitame prislusna hrubku skla h;. Ak mame N
nameranych dvojic, dostaneme N hrubok skla. Toto je priamociare. Komplikdciou je, Ze jednotlivé veliciny, z
ktorych hrabku skla pocitame, st zatazené chybou, a my potrebujeme odhadnut, aka velku chybu to znamena
pre vypocitané hrubky skla. Na to si potrebujeme povedat, ako sa $iria chyby merania.

Uvazujme veli¢iny a a b. Predpokladajme, Ze ich pozname len s nejakou nepresnostou. Tito nepresnost
je ich absolitnou chybou merania - budeme ju znacit AEa, resp. AEb. Relativna chyba merania je potom
REa = 44 resp. REb = 2E2. Pre §irenie chyb platia nasledujtce vztahy.

o Akc=a=+b,tak AEc = AEa + AEb - absolatna chyba stctu/rozdielu je su¢tom absolutnych chyb.

e Ak c=a-balebo c = 7, tak REc = REa + REb - relativna chyba sucinu/podielu je sti¢tom relativnych
chyb.

o« Ak ¢ = a’, r € R, tak REc = r - REa - relativna chyba r-tej mocniny je r-ndsobkom relativnej chyby
zékladu mocniny. KedZe r je lubovolné redlne ¢islo, tak to implikuje, Ze relativna chyba p-tej odmocniny
je p-krat mensia nez relativna chyba zakladu.

Aplikujme tieto pravidla na vztah (2.8.5). Za¢nime zvnutra. Relativna chyba H? je

REH? = 2REH
a absolatna chyba H? je
AEH? = REH?- H* = 2REH - H*.
Podobne
AED? = 2RED - D%,
Absolatna chyba vyrazu v zatvorke je teda

AE(H? + D*) = 2(REH - H* + RED - D?)
a relativna chyba

2(REH - H? + RED - D?)
H? + D? '

RE(H? + D?) =

Dalej relativna chyba
_ 2(REH-H? + RED - D?)

D + 2REn

RE(H? + D*)n?
a absolutna chyba
AE(H?+ D*)n? = 2(REH - H* + RED - D*)n* + 2REn - (H* + D*)n*.
Potom absoldtna chyba vyrazu pod odmocninou je
AE[(H? + D*)n*> - D*] = 2(REH - H* + RED - D*)n* + 2REn - (H? + D*)n® + 2RED - D?
a jeho relativna chyba je

,(REH - H? + RED - D*)n* + REn - (H* + D*)n* + RED - I?
(H?+ D*)n? - D? '

RE[(H? + D*)n* - D*] =
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Konec¢ne relativna chyba h je

(REH - H? + RED - D*)n? + REn - (H? + D*)n + RED - D |

REh = REd +
(H? + D?)n? - D?

RED

a absolutna chyba

d+/(H?+ D*)n? - D?

mathrmAEh = REh - — (2.8.7)
2 D

Uz odvodit tento vztah je peklo, preto v zaujme zachovania vlastného dusevného zdravia odporuc¢ame pri
vypocte chyb pouzit pocitac.

No dobre, nagli sme N hribok skla a N chyb. Co s tym? Najprirodzenejsie by bolo hribky skla jednoducho
spriemerovat. Aj to je moznost, ale dd sa to aj lepsie. VSimnime si, Ze hrabky skla vyplynuté z jednotlivych
merani su zatazené roznou chybou merania. Je prirodzené pozadovat, aby menej presné data ovplyvnili
priemer menej. A toto sa da dosiahnut pouzitim vazeného priemeru, kde ako vahu pouzijeme prevratenu
hodnotu absolutnej chyby hrubky skla (2.8.7)

1

= —. 2.8.
AEh; (288)

Wi

Vsimnime si, Ze ¢im je chyba vdc$ia, tym je vdha tejto hodnoty mensia. Vazeny priemer potom vyzera
nasledovne'®

h, ==L (2.8.9)

Suma v menovateli sliZi na nanormovanie vah na jednotku, aby nijako neovplyvnili priemer."

Urcit priemer, samozrejme, nesta¢i. Musime este odhadnut, v akom intervale okolo tohto priemeru lezi
skuto¢na hrubka zrkadla. Inymi slovami, musime urcit nepresnost (chybu) merania. Hlavnhym zdrojom chyb
v nasom pripade je nepresnost merania dana limitaciou meracich pristrojov (ako bolo diskutované vyssie),
resp. nepresnost znalosti indexu lomu - ten sme odhadli na n = 1,5 + 0,05 - vyplyvajtica z nasej neznalosti
presného zloZenia skla a jeho z4vislosti na vinovej dizke svetla.

BVyraz Zfil w;h; znamend wih; + wohy + ... wyhy.
- N N
YVgimnime si, ze ak by vietky vahy boli rovnaké, teda w; = w = konst., vztah (2.8.9) by presiel na h = Zzi}iwj = % =
i=1
Siihi

5> €o je obyCajny aritmeticky priemer.
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Hrabky zrkadla podla jednotlivych merani

Vazeny priemer hrdbok _
5 ] Interval spolahlivosti 99% —_
Interval spolahlivosti 99% pre jedno meranie _ S
Interval spolahlivosti 99% + priemernd absolitna chyba _
ol N
- - =
3 T i T
£ I I
£ F+ H e 1 F+
< , ad! iy b s HH adl
H 4 H
N 1 1 L R
0
0 200 400 600 800 1000
H [mm]

Obrazok 2.8.4: Vypocitané hrubky skla s prislusnymi nepresnostami.

Vypocitana chyba jednotlivych merani hribky skla podla uz diskutovanych pravidiel pre $irenie chyb je na
grafe vyznacend errorbarmi (obrazok 2.8.4). Ak chceme priemeru priradit jednu chybu, tak najjednoduchsia
vec, o mozeme urobit, je priradit mu jednoducho priemernu chybu z tychto merani. Ale to nestaci, pretoze
sme tym nepokryli nahodné chyby, ktorych sme sa mohli dopustit pri merani. Na to treba vy¢islit este rozptyl,
resp. Standardnu (smerodajna) odchylku.

Snad kazdy softvér na pracu s datami ma vstavanu funkciu na pocitanie tandardnej odchylky, takze toto by
sme mohli odbavit rychlo. Avsak, ak ste sa niekedy pozreli do dokumentécie, ako je tato standardna odchylka
zadefinovana, mohli ste narazit na zdanliva nekonzistentnost medzi jednotlivymi softvérmi, resp. na rozne
typy $tandardnych odchylok. Preto teraz bude nasledovat trochu dlhsie pojednanie o tom, ako $tandardnu
odchylku vypocitat, resp. ktoru z nich pouzit.

Zakladnym vztahom na vypocet Standardnej odchylky o, ktory ste uz zrejme videli, je

, 1

7= 2= )’ (2.8.10)

M=

I
—

kde 4 je skuto¢na hodnota hriabky zrkadla, ktorti na vypocet tejto standardnej odchylky potrebujeme poznat.
No ale, ak by sme ju poznali, na¢o by sme potom robili toto meranie, ze? Namiesto nej sa teda pouziva tzv.
vyberovd $tandardna odchylka s, ktord sa pocita ako
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= —i(h,-—iz)z. (2.8.11)

[S—

Tu sme nahradili nezndmu skuto¢nt hribku zrkadla h jej odhadom pomocou aritmetického priemeru .
Darlou za to ale je, Ze ju musime mierne nadhodnotit, preto delime N —1a nie N. To vyplyva z toho, ze ak
pouzijeme priemer, zmens$ime tym pocet stupnov volnosti o 1.%

Uvedené dva vztahy popisuju, ako velmi su rozptylené jednotlivé data od skuto¢nej hodnoty, resp. od
aritmetického priemeru. Preto sa tieto $tandardné odchylky nazyvaju aj standardnymi odchylkami jedného
merania — popisuju, ako daleko v priemere lezi kazdé jedno meranie od skuto¢nej hodnoty / aritmetického
priemeru. Nas ale toto az tak nezaujima. Nds zaujima, ako daleko lezi priemer od skuto¢nej hodnoty, resp.
ako daleko lezi skuto¢na hodnota od jej odhadu, t.,j. priemeru.

Predstavte si, Ze mam ddta rozmiestnené rovnomerne v intervale (1;3). Strednd hodnota je potom 2 a ked si
ich vyznac¢im na ¢iselnej osi, ¢iarky budu rozmiestnené rovnomerne v celom intervale. Teraz si ale predstavte,
ze vyberiete napriklad 5 ndhodnych hodnét z tohto intervalu - t.,j. realizujete meranie — a vypocitate ich
aritmeticky priemer. Je jasné, zZe tento priemer bude lezat taktiez v intervale (1; 3), ale je pravdepodobnejsie, ze
bude lezat niekde v strede tohto intervalu nez niekde na jeho okraji.’! Ked'si priemery roznych pitic (ré6znych
realizdcii merani) vyznacite na ciselnej osi, budu sa zhlukovat viac okolo dvojky - t.,j. budd mat mensi
rozptyl, teda Standardnd odchylka aritmetického priemeru bude mensia nez étandardné odchylka jedného

merania. D4 sa ukazat, Ze $standardna odchylka aritmetického priemeru klesa ako —= \/_, teda
1
o = — U_ll i(h h)zlz (2.8.12)
ARV PRt &

1 >

= = [N(N Z( )] (2.8.13)

V nasom pripade potrebujeme urcit, ako velmi sa mdze lisit nami vypocitany priemer od skuto¢nej hodnoty,
preto nas zaujima $tandardna odchylka priemeru. Zaroven ale skutoénu hodnotu nepozname, preto
pouzijeme vyberovu odchylku s;. Nepouzijeme ale vztah (2.8.12), pretoZe nezabudajme, Ze sme pouzivali
vazeny priemer namiesto klasického aritmetického. Preto potrebujeme pouzit vazenu verziu vztahu (2.8.13),
ktora vyzera takto:

SN wi(hi - i)

(N-1 5w, (2.8.14)

Sh, =

XToto tvrdenie treba chépat tak, Ze jedno meranie predstavuje jeden stupeit volnosti, ¢ize mam N stuptiov volnosti. To
znamena, Ze aby ste dostali plnd informaciu, musim vam dodat N tdajov. Ak vam ale ozndmim ich aritmeticky priemer, uz
vam musim povedat len N — 1 ddajov, aby som vam podal plntl informaciu, pretoze z priemeru a z tych N — 1 udajov uz to N-té
zvladnete dopocitat. Preto hovorime, Ze sme znizili pocet stupniov volnosti o 1. Inymi slovami, idaje st previazané priemerom,
¢im znizujeme pocet stupriov volnosti.

' Napriklad priemer 1 by sme dostali len ak by vietkych 5 ndhodnych ¢isel boli jednotky.
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Ak ste sa do¢itali az sem, gratulujem. Mdzete si vydychnut. To najtazsie uz mate za sebou.”” Zostdva ndm uz
len uviest hodnoty, ktoré sme dostali a interpretovat si vycislené chyby. Takze podme pekne po poriadku.

Hriibka zrkadla vypocitana podla vztahu (2.8.9) nam vysla h,, = 2,324 mm. Na grafe 2.8.4 je vyznatena
plnou oranZovou ¢iarou. Smerodajnd odchylka vysla s; = 0,090 mm. Ako ttto hodnotu interpretovat? Tak,
ze do istého nasobku tejto vzdialenosti od priemernej hodnoty s istou pravdepodobnostou lezi skuto¢na
hrabka zrkadla. AKky je ten nasobok a akd je ta pravdepodobnost, o tom hovori Studentovo t-rozdelenie.
Presnejsie povedané, pravdepodobnost si zvolim ja — povedzme, Ze napr. 99 %. Otvorim si tabulky a zistim,
aky nasobok zodpoveda tejto pravdepodobnosti. Pri Studentovom rozdeleni treba zobrat koeficient pre
spravny pocet stupiov volnosti. Co st stupne volnosti, to sme si uz vysvetlili. Mdme 19 merani, takze je
18 stupnov volnosti. Pre 18 stupnov volnosti a pravdepodobnost 99 % vyc¢itame koeficient 2,878. Teraz
uz len tymto koeficientom prenasobime smerodajnu odchylku, a tym dostaneme tzv. krajnua chybu pre 99-
percentny interval spolahlivosti. Na grafe je vyznaceny oranzovou ¢iarkovanou ¢iarou.”> Bodkovanou ¢iarou
je potom vymedzeny interval zva¢$eny o priemernu absolatnu chybu hrubky skla (t. j. o priemernu velkost
errorbaru), ktora je 1,544 mm.”*

Pri odhadovani chyb musime pocitat s najhor$im scenarom, preto musime krajnt chybu s priemernou
absolutnou chybou s¢itat, a tym dostaneme findlnu chybu merania. Zistili sme, Ze hrubka zrkadla je
2,324 + 1,802 mm. To predstavuje relativnu chybu 77,54 %. Nase meranie teda bolo velmi nepresné. Takato
velka chyba je vsak pochopitelnd. Hlavnym prispevkom je nepresnost merania vzdialenosti hrotu od jeho
obrazu, pretoze td je pri velkych uhloch (pozorovacich vyskach) len okolo jedného milimetra a samotna
neistota merania je 1 mm, takze sa dalo oc¢akavat, Ze dostaneme podobne velka chybu. Takato vysoka chyba
je sposobena zlym dizajnom experimentu a opakovanim merani by sa ju zniZit nepodarilo.”” Potrebujeme
teda prist s inym navrhom experimentu.

Este pred tym si ale vykreslime teoreticku zavislost pre nami namerant hriabku skla (vid obrazok 2.8.3).
Ciernou plnou ¢iarou je zobrazend zavislost pre hriabku skla &,,. Pre porovnanie ¢iernou prerusovanou &iarou
je zobrazena zavislost pre hrubku skla vypocitanu ako obyc¢ajny aritmeticky priemer a sivou plnou ¢iarou je
zavislost pre hrubku skla ur¢entt metédou najmensich stvorcov. Vidime, Ze vietky tri zavislosti lezia tesne pri
sebe. Zelenou ¢iarou je pre porovnanie vykreslena zavislost pre skuto¢nd hrubku zrkadla zmerand priamym
kontaktnym meranim, ktora je h = 2,2 + 0,1 mm.

Teraz sa mozeme pokusit navrhnit novy experiment, ktorym by sme sa dopracovali k hrubke zrkadla
zatazenej mensou chybou. KedZe sa nam podarilo identifikovat hlavny zdroj chyb, musime sa zamysliet,
ako ho eliminovat.

Moznym riesenim by bolo nahradit zobrazovanie hrotu ihly odrdzanim uzkeho zvizku svetla. Ak vrchny
povrch zrkadla odraza ¢ast svetla, tak potom na tienidle by sme mali pozorovat dva body - jeden prislichajtci
la¢u odrazenému od horného povrchu zrkadla a druhy ld¢u odrazenému od zadnej odrazivej plochy.

22Teda aspoii nateraz.
2To neznamend, 7e 99 % merani m4 teraz spadntt do tohoto intervalu. Pripomerite si diskusiu o $tandardnej odchylke jedného
merania vs. $tandardnej odchylke aritmetického priemeru. Pre porovnanie antique-white ¢iarkovanou ¢iarou je vyznaceny interval
spolahlivosti 99 % pre jedno meranie a pren by toto uz platit malo, ¢o sa aj potvrdilo.
2*Mbzeme pouzit obycajny aritmeticky priemer alebo opit vaZeny priemer. Vézeny priemer v tomto pripade prejde na
Zt\l_l w;AEh; va:l ﬁAEhi N

harmonicky priemer AEh,, = =& — = T = = = AEhy. Ten je vzdy nanajvys rovny aritmetickému, takze
i=1 Wi i=1 AER; i=1 AER;

takto neddjde k nadhodnoteniu chyb.

ZPodarilo by sa ju znizit vyhodnocovanim dt pomocou metédy najmensich $tvorcov. V nasom spracovani sme z 19 merani
vypocitali 19 hrubok zrkadla, preto sa chyby opakovanim nijako nezmensovali. Pri pouziti metédy najmensich $tvorcov by sme z
19 merani dostali len jednu hribku zrkadla, takze chyba by sa s po¢tom merani do istej miery zmensovala.
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Naklananim tienidla by sme vedeli osvetlené body na tienidle od seba vzdialit tak, aby ich vzdjomna
vzdialenost bola vic¢$ia nez nepresnost merania tejto vzdialenosti.

Prvotné pokusy s tymto konceptom vsak ukazali dieru v nasej stratégii. Tym, Ze nas zvdzok svetla nebol
dostato¢ne tenky, tak naklananim tienidla sa propor¢ne zvicsovali aj osvetlené body na tienidle, takze s ich
vzdjomnou vzdialenostou rastla priamo umerne aj nepresnost merania tejto vzdialenosti.

Pri vykonavani prvotnych pokusov sme si vSak v8imli iny jav, ktory by sme mohli vyuzit. Na tienidle sa
neobjavili len dva body, ale cely rad ekvidistanénych bodov, ktorych jas postupne klesal. Dalsie body v
rade zodpovedali viacndsobne odrazenym lu¢om medzi hornym a zadnym povrchom zrkadla (vid obrazok
2.8.5). Nam staci odmerat vzdialenost medzi prvym a poslednym zretelne viditelnym bodom. Tym zvac¢sime
vzdialenosti, ktoré meriame, a nijako vyrazne tym neznizime presnost merania.

Obrazok 2.8.5: Zdber z merania pomocou lasera a detail na osvetlené body na stene.
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Obréazok 2.8.6: Geometria odrazenych liicov od zrkadla.

Podme si pre takéto meranie odvodit prislusné vztahy. Oznac¢me si vzdialenost stredov dvoch susednych
osvetlenych bodov na tienidle A. Vztah medzi uhlom lia¢a, hribkou zrkadla a horizontalnou vzdialenostou
medzi dvoma susednymi la¢mi sme si uz odvodili - vid rovnica (2.8.3). Teraz ndm uz len z lichobeznika
daného dvomi susednymi lu¢mi, povrchom zrkadla a tienidlom staci prepocitat horizontalnu vzdialenost
lucov d na vzdialenost stredov osvetlenych bodov A. Tento lichobeznik si mozno rozdelit na rovnobeznik a
pravouhly trojuholnik - vid obrazok 2.8.6. Z pravouhlého trojuholnika okamzite vidime, ze

A
tana = 7 (2.8.15)
Dosadiac za d do (2.8.3), dostavame
2h n? —cos?a
i S (2.8.16)
A sin «

Pre potreby spracovavania dat tento vztah este uvedieme v tvaroch

A 2 _ 2
h= _w (2.8.17)
2 sin o

2hsi
ad=_tSnE (2.8.18)

vV n?-costa

Uhol svietenia laserom sa da kontrolovat pomerne dobre, preto teraz nemusime prevadzat uhol na vysku, z
ktorej svietime.

Vyzbrojeni tedériou mdzeme opit pristupit k meraniu.

1. Z karténu si vyrezeme uhly v rozpati 15° az 75° odstupiiované po 5°. Pomocou nich budeme
kontrolovat uhol svietenia.
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2. Zrkadlo polozime na vodorovnu podlahu k stene. Vodorovnost zrkadla a zvislost steny overime
vodovahou.

3. Zoberieme laser, prilozime ho ku kartonovému trojuholniku, pomocou ktorého zabezpe¢ime pozadovany
uhol medzi podlahou a lu¢om.

4. Pomocou pravitka odmeriame vzdialenost stredov prvého a posledného zretelného, osvetleného bodu
na stene a spocitame pocet medzier medzi tymito dvomi bodmi. A je potom podiel nameranej
vzdialenosti a po¢tu medzier.

Namerané dvojice dat [a;A] su zobrazené na grafe 2.8.7. Nepresnost uhla odhadneme na 2° z dovodu
nepresnosti vystrihovania uhlov z kartona a nepresnosti pri prikladani lasera k povrchu karténa pri svieteni.
Nepresnost merania vzdialenosti osvetlenych bodov odhadneme na 2 mm z dévodu nepresnosti uréenia
stredov osvetlenych bodov a ich pohybu v dosledku trasenia ruk. Zdoéraznime ale, Ze toto je chyba merania
vzdialenosti krajnych bodov. Ak je medzi nimi m medzier, tak chyba merania vzdialenosti dvoch susednych
bodov je 2mm.

Zavislost vzdialenosti dvoch susednych bodiek od uhla

A [mm]

—— Teoreticka zavislost pre hrdbku zrkadla ziskani vazenym priemerom
--- Teoretickd zavislost pre hribku zrkadla ziskanu aritmetickym priemerom
Teoretickd zavislost pre hribku zrkadla ziskand najmensimi stvorcami
—— Teoreticka zavislost pre skuto¢nl hribku zrkadla
® Namerané déta

0 1'0 2'0 3'0 4'0 5'0 6'0 7'0 8'0 90
o
al’]

Obrazok 2.8.7: Namerané hruibky skla a vykreslené teoretické zavislosti pre niekolko hriibok skla.

Pri spracovavani dat budeme postupovat analogicky ako pri predchddzajicom merani. Z dvojic dét [a;; A; ]
opit dopocitame hrubky skla h; a pre kazdu z nich podla pravidiel $irenia chyb ur¢ime absolutnu chybu.
Jej prevratent hodnotu nasledne pouzijeme ako vahu do vazeného priemeru. Nakoniec dopocitame vazenu
vyberovu smerodajnu odchylku priemernej hribky skla podIa vztahu (2.8.14).

Hrubku skla pre jednotlivé dvojice nameranych dat pocitame podla vztahu (2.8.17). K tomuto vztahu
potrebujeme odvodit prislusny vztah na $irenie chyb. Oproti predchddzajuicemu pripadu je tu vsak
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jedna komplikacia - nemame tu len jednoduché sc¢itovanie/od¢itovanie, nasobenie/delenie a umociio-
vanie/odmocnovanie, ale uhol nam vystupuje ako argument funkcii sinus a kosinus. Bez dokazu uvedieme,
ze ak je uhol zataZeny absolutnou chybou AEa, sinus je zatazeny chybou AE(sin «) = |cos a|AE« a kosinus
chybou AE(cos a) = |sin a|AEa.?® Pri daléom odvddzani vypustime absolutnu hodnotu, pretoze vieme, Ze
narabame len s uhlami z prvého kvadrantu, pre ktoré st sinus i kosinus kladné. Absolttna chyba n? je

AEn? = 2nAEn
a absoldtna chyba cos? « je
AE(cos2 oc) = 2sin a cos a AEa.

Absolatna chyba vyrazu pod odmocninou je potom
AE(n* - cos’a) = 2(nAEn + sin a cos aAEa)

a jeho relativna chyba
2(nAEn + sin a cos a AEax)
n? —cos’ a '

RE(n? - cos’ ) =
Relativna chyba hrubky skla je kone¢ne

nAEn + sinacosaAEx cosa

REAh = REA + + — AF«x
n2 —cos* a sin«
a absolutna chyba
A 2 _ 2
AEh = REj. 2 YOS (2.8.19)
2 sin «

Tak a podme k vysledkom (obrazok 2.8.8). Hrubka skla vypocitand vazenym priemerom (2.8.9) nam vysla
h,, = 2,422 mm. Priemern4 velkost absolutnej chyby je AEh,, = 0,7148 mm. Smerodajnd odchylka hrabok
je sp, = 0,045 mm. Namerali sme 13 hribok skiel. Prisluény Studentov koeficient pre 12 stupfiov volnosti
pre 99-percentny interval spolahlivosti je 3,055, a teda krajna chyba nam vysla 0,1361 mm. Uz len s¢itame
krajnu chybu s priemernou velkostou absolutnej chyby, aby sme odhadli chybu pre najhors$i mozny scenar.
Dostaneme, Ze hrubka skla je 2,422 + 0,8510mm, ¢o predstavuje relativnu chybu 35,13 %, ¢o predstavuje
vyrazné zlepsenie oproti predchadzajucemu meraniu.

%6No dobre, ak to niekoho zaujima (a rozumie deriviciam), tak mu poskytneme aj zdévodnenie. Predstavme si, Ze veli¢inu x
pozname len s nejakou presnostou AEx. To znamena, Ze v najhorSom pripade moéze byt skuto¢na hodnota tejto veli¢iny x + AEx.
Teraz si predstavme, Ze s takto nepresne urlenej hodnoty veli¢iny chceme vypoéitat velicinu y dand predpisom y = f(x). Lenze
vypocitat samotnu hodnotu veli¢iny y nesta¢i. Musime ur¢it aj velkost chyby pre najhor$i mozny scendar. Ak predpokladame, ze
chyba veli¢iny x je mald, resp. Ze funkcia f(x) sa meni pomaly, tak y + AEy = f(x + AEx) » f(x) £ %(x)AEx. Odtial vidime,
ze AEy =
musime vzdy pocitat s najhor$im moznym scendrom, a tym je ten, ze vSetky chyby sa nascitaju s rovnakym znamienkom.

% ‘ (x)AEx. Absolutnu hodnotu sme tam doplnili preto, aby absolttna chyba bola vzdy kladnd. Pri $ireni chyb totiz
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Hrubky zrkadla podla jednotlivych merani

h [mm]

Vazeny priemer hrdbok

Interval spolahlivosti 99%

Interval spolahlivosti 99% pre jedno meranie

Interval spolahlivosti 99% + priemernd absolitna chyba

LR

10 20 30 40 50 60 70 80 90

al’]

Obrazok 2.8.8: Vypocitané hrubky skla s prislusnymi nepresnostami.

Len pre porovnanie uvedme, ze metédou najmensich $tvorcov by sme dostali hrubku skla 2,401 mm.
Teoretické zavislosti (2.8.18) pre hrabky skla urcené jednotlivymi spésobmi (vazeny priemer, aritmeticky
priemer, najmensie $tvorce, priame meranie) su zobrazené na grafe 2.8.7.

Dvomi nezavislymi meraniami sa nam podarilo ur¢it hrabku skla zrkadla. Tieto hrubky v ramci medzi
presnosti medzi sebou suhlasia a suhlasia aj s priamo nameranou hribkou zrkadla, aj ked ju mierne
nadhodnocuju, ale stéle je to v ramci medzi presnosti merania. Poznamenajme ale, Ze sme namerali hrubku
skla zrkadla a nie celého zrkadla, kedZe zrkadlo ma na zadnej strane este tenkt odrazivu vrstvu, ktorej hrubku
nie je mozné optickou metédou zmerat. Tato vrstvicka je vSak oproti hrabke skla zanedbatelne tenkd a v
ramci presnosti merania nespravi rozdiel.
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