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RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Spinac na vypary vzordk MatusH, opravoval MatusH

Vieme, Ze voda sa vyparuje a to tym rychlejsie, ¢im vyssiu teplotu ma. Vyparuje sa vo forme vodnej pary.
Vodn4 para ale nie je viditeln fudskym okom, nakolko ide o osamotené molekuly vody vo vzduchu. Cim
bol teda tvoreny opar, ktory Lucka videla pocas varenia a ktory sa zvyraznil?

Podobne ako aj mraky, bol tvoreny drobnymi kvapdc¢kami vody, ktoré stihli skondenzovat. Ked sa molekuly
uvolnia z vody vo forme vodnej pary, prejdd do vzduchu, ktory stupa hore, lebo je teplejsi ako vzduch
naokolo. Zac¢ne sa ochladzovat tym, Ze mu prestane byt dodavané teplo. Studeny vzduch vie pojmut menej
vodnej pary, a preto vodnej pare rozptylenej v nom neostava nic¢ iné, ako skondenzovat na drobné kvapocky,
ktoré mozeme vidiet vo forme oparu.

Preco ale vidime opar zretelnej$ie, ked vypneme plynovy vari¢? Vypnutim plynového varica zastavime
dodévanie tepla vode, ¢o spdsobi, ze dodava menej tepla horticemu vzduchu, a preto viac vodnej pary
skondenzuje.

Ulohu méze hrat rovnako fakt, Ze plynovy vari¢ zohrieva aj vzduch pod hrncom, ktory nésledne stapa okolo
hrnca hore. Pri vareni tym vytvdra hranicu medzi vlhkym vzduchom z hrnca a studenym vzduchom okolia
a spomaluje vytvaranie kvapocok. Vypnutim varica tato vrstva velmi rychlo zmizne a vlhky vzduch z hrnca
sa za¢ne prudsie ochladzovat.

3.2 Krtko vyryva vzorak KatkaN, opravovala KatkaN

Aby sme sa vyhli nedorozumeniam, v celom rie$eni budeme pouzivat jediné oznacenie ,zrychlenie -
kladna hodnota zrychlenia bude znacit zrychlovanie, zdpornd hodnota spomalovanie (bolo by dobré
premysliet si pouzivanie jedinej fyzikalnej veli¢iny - zrychlenia — namiesto pouzivania dvoch (spomalovania
a zrychlovania), ktoré samy osebe mézu nadobudat aj kladné, aj zaporné hodnoty). Ako prvu si vypocitame
dobu brzdenia s konstantnym maximélnym zrychlenim -10 m/s?

v=vy+a-t,

t=-—,

a

kde v je koneéna rychlost 0 m/s (lebo auto zastavi), a je maximélne zrychlenie 10 m/s?, a v, je pociatocnd
rychlost

a) 30 km/h =2 m/s~ 8,33 m/s,

b) 50 km/h = 22 m/s ~ 13,89 m/s.
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Po dosadeni hodnoét okamzite dostavame
t, ~0,83s,

tp ~ 1,39 s.

Teraz vypocitame dobu potrebnu na zabrzdenie ak prvé dve sekundy Kubko linearne nabieha na maximalne
zrychlenie —10 m/s?, a potom opit brzdi konstantne na tejto hodnote. Tu uz vzorcek pre konstantné zrych-
lenie pouzit nemdzeme, nakolko mame docinenia s linearne narastajucim zrychlenim. Graf spomalenia v
z4vislosti od Casu je na uzavretom intervale [0, 2] grafom linedrnej funkcie prechadzajicej bodmi [0,0] a
[2,10]. (Prvy bod preto, Ze Kubko nemal ziadne pociato¢ne zrychlenie, druhy preto, lebo v ¢ase 2 sekundy
nadobtida maximalne zrychlenie ~10 m/s). Teda dostdvame predpis a = —5 m/s*- ¢ . Dalej vieme, ze rychlost
je obsahom plochy pod krivkou grafu zrychlenia. V nasom pripade je grafom ,trojuholnik®, takze Kubko
znizil v prvej faze brzdenia rychlost o 5 - a - t = 2 m/s’ - t2. Po Case t teda bude mat Plechovka rychlost

5
v=v0—§m/s3~t2.

Po dosadeni 2 s za t a 0 m/s za v, zistime, kolko metrov za sekundu dokdze Kubkovo auto ,,stiahnut“ za dve
sekundy, pocas ktorych linedrne spomaluje. Vidime, Ze auto za dve sekundy spomali 0 10 m/s. To znamend,
ze v pripade a) Kubko zabrzdi pocas toho, ako spomalenie rastie, no v pripade b) spomalenie narastie na
maximalnu hodnotu a nejaky ¢as bude musiet este konstantne brzdit. Pre pripad a) dostavame

25 5

v:?m/s—im/s

3.t2

a po dosadeni v = 0 m/s, kedZe Kubko zastavil, dostévame ¢as brzdenia

/10
t= — s~ 1,83s.
3
125

v:?m/s—lOm/s—lOm/sz-(t—2s),

Pre pripad b) mdme

a po dosadeni v = 0 m/s dostdavame

125 1
t= (—m/s—lOm/s)'— s’/m+2s=239s.
9 10
Rozdiel ¢asov v brzdeni je tym padom

a) 1,83s-0,83s=1s,

b) 2,39s-1,39s =15,

¢ize zhruba 1 s v oboch pripadoch.

https://www.fks.sk/ 2 otazky@fks.sk


https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

® é)é)é) Riesenia 3. kola letnej casti - termin 22. 05. 2023

Riesenie s pouzitim integralov

Inym spdsobom vypoctu, vhodnym najmaé pre skdsenejsich riesitelov, by sme mohli postupovat nasledovne:
Vieme, (podobne ako je zrychlenie derivaciou rychlosti) Ze ryv (anglicky ,,jerk®) je derivaciou zrychlenia a
je to konstantnych —5 m/s®. Teda integraciou ryvu sa vieme dostat k zrychleniu

a= /—5 m/s’dt = -5m/s’ -t + C,

kde C je integra¢na konstanta, ktord sa ale rovna nule (pretoze zrychlenie v ¢ase 0 s je nulové). Dvojitou
integraciou ryvu dostaneme zasa rychlost

v:j]—Snﬂfd#:/:5HU§‘Mt=—§nV§'ﬂ+CL

Tu uz integra¢nd konstanta nie je nulova, ale rovna vy, kedze v ¢ase 0 s je rychlost rovna v,. Dvojitym
integrovanim ryvu sme teda dostali rovnaky vztah pre vypocet rychlosti ako sme uz pouzivali vyssie.

3.3 Oslepujuci zazitok vzorak [, opravovallfl @l
3.4 Zmiitena vrtula vzordk MatusH, opravoval MatusH

Menenie frekvencie rychlych dejov na videu je pomerne znamy jav. Okrem vrtule lietadla je mozno este
Castejdie pozorovatelny ak sa snazZime natocit obrazovku, mézeme si vSimnut, Ze bude blikat. Oba tieto javy
maju rovnaku podstatu.

Video vznikne tak, Ze kamera urobi vela snimkov za sekundu (priblizne 30) a pri pozerani videa ich aj vSetky
za tu jednu sekundu ukdze, ¢im vznika iluzia, ze obraz sa hybe. V naSom pripade teda hamera urobin = fx1s
snimok za sekundu. Co ak by sa ale vrtula otocila presne n krat za 1 sekundu? Medzi kazdymi dvoma
snimkami by urobila presne jednu otocku a teda vSetkych n obrazkov by vyzeralo rovnako. Pri prehrani by
sme videli vrtulu stat. Nie je naro¢né si uvedomit, Ze to isté by sme videli ak by sa vrtula otocila 2n-krét alebo
3n-krat. Respektive vo vSeobecnosti kn-krat, kde k € N.

Z tejto tvahy vyplyva, ze zdanliva uhlova rychlost w na videu nebude zavisiet od poctu celych otociek medzi
dvomi snimkami ale od tej nedokoncenej. Matematicky zapisané:

Q
w~Qmod2nf=Q- {—‘360 °[s
2nf
Rozoberme si trochu tento zapis. Postupne by sme ho precitali w zavisi od zvysku Q po deleni 27 f (znak mod

znadi zvy$ok po deleni). Ten je ale rovny ak od Q2 od¢itame Q vydelené 27 f zaokruhlené dole a vynasobené
360°.

Vyraz napravo od symbolu zavislosti vyjadruje prave to o kolko vidime, zZe sa vrtula otocila medzi dvoma
snimkami a nie o kolko sa redlne oto¢ila (kedZe pocet celych otd¢ok nemame zo snimok ako ur¢it). Okrem
toho zo snimok nevieme urcit ani smer ktorym sa vrtula to¢i. Tento problém ale mozog vyriesi za nas a
vyberie si ti blyz§iu moznost. Preto ak sa otoci o tri $tvrtiny kruhy, nd§ mozog to vyhodnoti ako jedna
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$tvrtina opaénym smerom. Matematicky to zapiSeme ako:

w=((Q+180°/s) mod 27f)-180°/s = Q - {i - l‘360 °[s—180°/s
2nf 2
Ako prist na to, ze takato zmena nasej rovnice spravi to ¢o od nej chceme? Bud metéddou pozriem vidim,
alebo sizacat odévodnovat, ze kvoli posunutiu vysledkov o 180 °/s nizsie musime odpocitat 180 °/s. Aby sme
teraz zabezpecili, Ze maximum respektive minimum bude okolo 180 °/s, potrebujeme aby zvySok po deleni
takychto uhlov bol blyzky 0 °/s respektive 360 °/s. To spravime prave pripocitanim (alebo odpocitanim) 180
°/s pred modulovanim.

3.5 Izochronny velodrom vzorak [fl, opravovallfl @l

3.6 Vy vazené medaily vzorék MatusH, opravoval MatusH

Najskor sa zamyslime, aké vsetky sily posobia na jednotlivé medaily. Ako prvé vieme povedat, ze ich
vyslednica musi byt nulovd, lebo inak by medaily neboli v pokoji. Na medailu v prvom rade posobi gravitacna
sila. T4 md velkost F, = mg kde m je hmotnost danej medaily. Tato sila posobi vo zvislom smere.

V druhom rade mame sily od laniek. Aj ked je medaila zavesend na jednom lanku, moZeme silu ratat od lavej
a pravej strany zvlast, ako keby to boli dve separatne lanka. To na zéklade toho, zZe ak by sme lanko v bode
zéavesu rozstrihli a oba konce priviazali k medaili, nemali by sme to vediet pozorovat. Obe lanka posobia na
medailu rovnakou silou, lebo je v nich rovnaké napitie.! Uhly, pod ktorymi lanko od medaily ide, musia byt
preto rovnaké, lebo inak by nebola rovnaka velkost horizontélnej zlozky tychto sil a medaila mala zrychlenie
v horizontalnom smere (Ziadna ina sila totiz v horizontdlnom smere nepdsobi).

Zaroven vieme, Ze sucet vertikdlnych zloZiak musi kompenzovat gravita¢nt. Z toho dostdvame:

(51)
« = arccos| —
2T

Toto je uhol, ktori zviera lanko s pomyselnou vertikalou. Preto uhly pri medaildach budd postupne

m —> o= arccos(r;—;:g) ~19,65°,my - f = arccos(n;—;jg) ~53,94°,m3 —» y = arccos(rg—;jg) ~ 38,3°.

Nech hmotnosti medaili su zlava doprava m;, m, a m;. Na obrazku st nakreslené medaily a ¢iarkovanou
su znazornené polpriamky, po ktorych od nich ide $pagat. Motiz musi byt v jednom kuse a cez kliniec je
teda preveseny. Vieme, Ze na kazdej z tychto polpriamok musi lezat aspon jeden klinec. Kedze st tri (a vo
vSeobecnosti nemusi existovat bod, kde by sa pretinali viac ako dve polpriamky), na kazdej polpriamke bude
prave jeden a bude prave v priese¢niku s inou polpriamkou. Napriklad tak, ako je ne¢rtnuté na obrazku.

'V celom nehmotnom lanku je totiz rovnaké napitie. Ak by nebolo, existoval by nejaky kusok lanka, na ktory by nepdsobila
nulova vysledna sila a teda by sa hybal, ¢o sa nemoze.
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mag

mg mag

Obrazok 3.6.1: Ndcrt zavesenych medaili.

Zadanie ne$pecifikovalo rozloZenie medaili. Po zamysleni vSak zistime, Ze najlahsia medaila nemoze byt
inde ako v strede, lebo inak by sa jedna z jej polpriamok nepretla so Ziadnou inou. Mozné su preto len dve
symetrické rozloZenia.

Ostava dopocitat dlzky I, az Is. To vieme napriklad pomocou sinusovej vety. Pomocou nej dostavame
_ sin(90° - B)
' osin(B - a)
_ sin(90° + «)
~ sin(f - )

_ sin(90° —y)
~ sin(a+y)

d ~ 0,16 cm

L d~ 0,25 cm

l; 2d ~ 0,28 cm

ly = MZCZ ~ 0,33 cm
sin(a + y)

_ sin(90° +y)
- sin(B-y)

_ sin(90°p)

° sin(f-y)

d~ 0,44 cm

d ~ 0,33 cm.

Z toho dostavame, 7e celkova dlzka $pagétu je I = 1,78 m.

3.7 Mahalo ’'Oumuamua vzorak [l opravovallfl [

Na uspes$né pristatie na asteroide budeme musiet uniknut zo Zeme, stretnut sa s nim a nakoniec este vyrovnat
nasu rychlost s jeho rychlostou. Uloha méze zniet zlozito, tak si ju zjednodu$me tym, Ze vietky zmeny dréhy
sondy budeme vykonavat iba na spojnici Slnko-perihélium asteroidu. Navrh drahy sondy nech je nasledovny:
pockame, kym Zem je medzi Slnkom a perihéliom asteroidu, a vtedy vypalime sondu v smere rychlosti Zeme
tak, aby obiehala okolo Slnka po elipse s velkou polosou a;,. Ked sonda pride do afélia, udelime jej druhy
impulz, vdaka ktorému bude obiehat po elipse s velkou polosou a, takou, Ze elipsa sa prave dotkne vrcholu
hyperboly, t. j. v perihéliu asteroidu. No a okrem toho, chceme aby sa sonda dotkla vrchola hyperboly prave
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v momente, ked tam bude aj asteroid. Treti impulz uz len sluzi na to, aby sa rychlosti sondy a asteroidu
vyrovnali.

Kedze $tartujeme v case, ked je Zem medzi Slnkom a perihéliom asteroidu, tak to je presne n rokov pred
preletom asteroidu perihéliom, kde n € {2, 3,4,5}. Nemdze to trvat jeden rok, pretoZe chceme ist na vyssiu
drahu ako Zem, ¢o je dlhsia drdha a navy$e po nej ide sonda pomalsie, takze za jeden rok by to nestihla.
Takze ¢as potrebny na prejdenie polovice elipsy s a;, a potom polovice elipsy s a, ma byt rovny #n rokov. Ak

P, P, su obezné doby po tychto elipsach, zapiSeme to ako % + % =n= P +P,=2n.

Teraz potrebujeme obezné doby preonacit na velké polosi. Na to vyuzijeme treti Keplerov zdkon

a>  GM,
P2 4m2’
kde M, je hmotnost Slnka. Ulah¢ime si to tym, Ze velké polosi budeme merat v astronomickych jednotkach

a obezné doby v rokoch. Pre Zem teda mame a = laua P = 1a, ¢o po dosadeni do tretieho Keplerovho

zakona dava Ggf =1, a preto v tychto jednotkach mdzeme pisat

takZe po preonaceni mame podmienku pre velké polosi a? + a; = 2n. Tato podmienka vSak nezaruluje,
ze pri prechode asteroidu perihéliom ho sonda aj trafi. Ona iba bude niekde na spojnici Slnko-perihélium
asteroidu.

&

Obrazok 3.7.1: Prvd cast drihy sondy.
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Obrazok 3.7.2: Druhd Cast drahy sondy.

Potrebujeme teda este zariadit, aby na danej spojnici bola sonda presne 2 au od Slnka, kde bude aj asteroid. To
spravime podla obrazka. Ked sa sonda pohybuje po elipse s a;, tak vzdialenost medzi jej aféliom a perihéliom
je 2a;. KedZe perihélium mad vo vzdialenosti 1 od Slnka?, tak ked sonda pride do svojho afélia, jej vzdialenost
od Slnka bude 24, — 1. A Uplne analogicky, ked sonda zmeni svoju drdhu na elipsu s a,, tak ked sa po nej
dostane do vrchola hyperboly, jej vzdialenost od Slnka bude 2a, — (2a; — 1) = 2(a, — a;) + 1. Zo zadania ale
vieme, ze tato vzdialenost je rovna 2, kedZe to je perihélium asteroidu. Preto

1

2( )+1=2 ! +
a,—a =2a,-a; =-ay=a;+ .
2 1 2 1 22 1 2

Dokopy teda mame rovnicu
3 1
al +(a; + 5)% =2n,

ktord nam hovori, po akych elipsach sa sondd ma pohybovat, aby sa stretla s asteroidom. Tuato rovnicu s
radostou vyriesi Wolfram Alpha a pre n = 2, 3,4,5 je postupne rieSenim a; = 1,3275;1,8225;2,2636;2,6687.
Vypocitat hodnoty a, je uz teraz trividlne.

Teraz podme zratat Av. Aby sme vysledok dostali v m/s, musime opustit nase pohodlné jednotky a dosadzat
vsetko v zakladnych jednotkach. Vyuzijeme rovnicu vis-viva

2 1
V= GM@(___),
r a

ktora hovori, akou velkou rychlostou sa pohybujeme, ak sme od Slnka vzdialeni r a sme na kuzelosecke s
velkou polosou a. Drahu sondy chceme zmenit z kruhovej ako méd Zem na elipticku s a;. Ked sme na oboch
drahach vzdialeni od Slnka r = a,, kde a, je polomer drdhy Zeme, rozdiel medzi ich rychlostami ozna¢me

2 1 2 1
ey Jon(E- D) o (21
a; a a, a

*Stale dosddzame vzdialenosti v astronomickych jednotkach.
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Presne tuto rychlost musi mat sonda po uniku zo Zeme, aby potom obiehala okolo Slnka po eliptickej drahe
s a;. Av$ak aku rychlost musime sonde dodat, aby po tiniku mala v, ? Na to nam odpovie zdkon zachovania
energie

1 , GMm 1 ,

—my*® - = —mvy,,

2 R, 2
kde m je hmotnost sondy, v je rychlost, ktort ma na povrchu Zeme, ktortu sme jej dodali okamzitym
impulzom, a M, a R, st hmotnost a polomer Zeme. Na lavej strane je teda sucet kinetickej a potencialnej
energie na Zemskom povrchu, na pravej strane je taktisto sucet tychto dvoch energii, ale po uniku zo
Zemského gravitacného pola, ¢ize potencidlna energia je nulova’. Jednoduchymi Gpravami mame

,_2GM,

v + V5.
R, e

V prvom ¢lene na pravej strane spoznavame vzorcek pre unikovu rychlost zo Zeme a po odmocneni
dostdvame, Ze pri Starte sondy jej musime udelit

_ _ 2 2
Avy =v =\/vi. +Vvi.

Ked sonda pride do afélia, uz vieme, Ze je od Slnka r = 2a, — a, a z velkej polosi a; sa urychlenim dostane na
elipsu a a,. Tomu zodpoveda

2 1 2 1
Avy=v/GMgl —— - — | -/ GMe| m——88 - — ).
2 —a, a 2 —a, a

Asteroide vieme len perihéliova vzdialenost g a excentricitu e, ale pre vietky kuzelosecky plati g = a(1-e),
tize velkéd polos® asteroidu je a = L a v perihéliu ma r = q. Sonda viak do perihélia asteroidu pride s
rychlostou, ktort zratame z a = a, a r = q. TakZze rozdiel rychlosti asteroidu a sondy, ktory este musime

sonde dodat, aby mikko pristala je

2 1- 2 1
Avs = GM@(———e)— GMQ(———).
q q q a

Celkovy stcet zmien rychlosti, ktoré sonde musime dodat je potom

Av = Avi + Avy + Avs.

Tu spravime $tyri vypocty, pretoZe nezabidame, Ze na$ sposob pristatia na asteroide je mozny spravit po
$tyroch roznych drahach, ktoré st dané cez n = 2, 3,4, 5. Priamym dosadenim vSetkych hodnét dostavame,
ze najmensi sicet zmien rychlosti je

Av =28370 m/s

pre n = 5. To znamend, Ze $tartujeme pat rokov pred prechodom asteroidu perihéliom, kedy sonde udelime
Av, v smere pohybu Zeme. Dostaneme sa do afélia vo vzdialenosti 2a;-a, = 2:2,6687 au—1au = 4,3374 au od
Slnka. Tam sonde udelime Av, v smere jej pohybu, ¢im sa jej perihélium zdvihne z 1 au na 2 au. Perihélium

*Praticky sa tym mysli bod, kde je sonda dost daleko od Zeme, aby potencialna energia bola ovela mensia ako kinetickd.
*Viimnite si, ze velkd polos je zapornd, kedze e = 2. Je to v poriadku, v beznej konvencii sa pre hyperboly rata s a < 0, ale na
papieri samozrejme narysujeme |a|.
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sondy a asteroidu sa teda nachadzaju v tom istom bode a prejdu nim v tom istom ¢ase. Rozdiel medzi ich
rychlostami v$ak je Avs, ¢o sonde musime dodat, aby méikko pristala.

Preco sme si zvolili prave takyto spdsob? Lebo je zrejme najjednoduchsi na vypocet. Vypocitat cas, kedy
sa teleso nachadza v nejakom konkrétnom bode na svojej drahe sa d4 analyticky len pre perihélium a
afélium prave vdaka tretiemu Keplerovmu zakonu. Inak by sme museli riesit Keplerovu rovnicu, ¢o sa da
len numericky. Takze najst spdsob, ako sa sonda moze stretnut s asteroidom inde ako v jeho perihéliu je o
dost zlozitejsi.

3.8 Koncentraciou ku koncentracii vzorak [, opravovallfl @l
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