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RieSenia 1. kola letnej casti

1.1 Relativita hlasitosti vzordk Kubko, opravoval Kubko

Ak mamka Matusa nepocuje cez digestor, nech skusi pocuvat cez dvere. Prevritili ste o¢ami, ja viem.
Skuto¢ny vzorak vsak nebude omnoho narocnejsi, ani dlhsi. Skontrolovali ste dlzku vzoraku; podozrievavo
nadvihujete oboc¢ie. Dobre, tak za samotny vzorak som e$te napisal ¢osi navyse o zvuku.

Intenzita zvuku klesd so vzdialenostou. A tak kym Matus pocuje potichu mamku a potichu digestor, mamka
pocuje potichu Matts$a a nahlas digestor. Easy.

Toto ku samotnému rieSeniu tlohy; a teraz nejaku fyziku? Iste poznate taku jednotku, Ze decibely. A Ze sa
nou udava hlasitost. Ako to s nou je? Zvuk je v§ak nejaky mechanicky pohyb molekul vzduchu, davalo by
teda zmysel hovorit o energii ¢i vykone tohoto pohybu, respektive vykone na plochu. Problém je vsak taky,
ze ludské usi (a i ostatné receptory) musia zaregistrovat ozaj velmi, velmi tiché zvuky, suc¢asne prezit velmi
silny hluk. Ved ¢lovek pocuje uz zvuk s vykonom 10712 W/m?, a prah bolesti je az niekde nad 10> W/m?.
Venujte chvilu tymto dvom ¢&slam a uvedomte si, aky je medzi nimi rozdiel. Ano, je to nie¢o okolo 14 rédov.
Ako sa teda nieco takéto vyjadruje jednotkami? Decibel je porovnavacia jednotka — predstavte si krabicku,
na ktorej je napisané 20 dB. Do nej i z nej ide kabel - a ¢o robi takato krabicka? Zosilnuje signal (napriklad
elektrické napétie na vstupe) o 20 decibelov. A ¢o to znamend? 20 decibelov su dva rady, na vystupe je teda
stondsobna energia oproti vstupu. A takato krabicka existuje, vold sa zosiliovac¢ a pouzivam ju v labaku,
okrem toho je su¢astou mnohych zariadeni. Pytate sa — ¢o maju tieto decibly so zvukom? Zatial ni¢, ale bolo
zadefinovené, Ze zvuk s intenzitou 0 dB je hranica pocutelnosti a tejto hladine priradili konkrétnu hodnotu
vykonu na plochu. Potom zvuk s intenzitou napriklad 30 dB je (v duchu ratame - trikrat desat decibelov, to
su tri rady) tisickrat silnejsi v energii na plochu. A vieme to aplikovat na ulohu? Ak by sme si tipli, Ze pri
prechode bytom zvuk zoslabne o 10 dB, teda o jeden rad. No a ak Mata§, mambka, aj digestor vydavaju zvuk
s rovnakou intenzitou, potom mamka pocuje Matusa o 10 dB slabsie ako digestor, no Mati$ poc¢uje mamku
a digestor rovnako nahlas.

A este jednu drobnost sem skisim vpasovat — ako klesa intenzita zvuku? Iste lahko vygooglite, Ze nepriamo
umerne druhej mocnine vzdialenosti od zdroja a uspokojit sa s tym. Je za tym jednoduchd (a spravna!)
predstava — ak si predstavite zdroj zvuku a pozorovatela (posluchac¢a?) vo vzdialenosti R, potom energia,
ktoru vydal reproduktor, sa musela rovnomerne rozlozit na povrchu gulovej plochy s polomerom R. A ako
velky je tento povrch? No predsa 47R?, teda intenzita ozaj klesa s faktorom 1/R2.

1.2 Teplo domova vzorak Jaro, opravoval MatusH

Zo vsetkych stran poc¢uvame, aka je v zivote rovnovéha dolezita. A nebude tomu inak ani v tomto vzoraku.
Avsak nebudeme tu rozoberat dusevnu rovnovahu vdaka pobytu v prirode, ale rovnovahu termodynamicka.

Prvy postulat termodynamiky hovori, ze makroskopicka ststava ponechana napospas osudu vzdy po urcitom
¢ase nadobudne stav termodynamickej rovnovahy. To je dovodom, preco je v turistickej Gtulni pred Jarovym
prichodom rovnako chladno ako vonku. Co by sa dialo, keby bola tito rovnovéha porusena — napriklad tym,
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ze sa vonku ochladi? KedZe steny utulne nie su dokonalé tepelné izolanty, isté mnozstvo tepla by sa odovzdalo
z utulne do okolia, az by nastala opét rovnovaha.

Prechod tepla cez steny, a vo vSeobecnosti presun tepla v latke, popisuje veli¢ina tepelny tok g. Tepelny tok
vyjadruje mnozstvo tepla, ktoré prejde jednotkovou plochou za jednu sekundu. Inymi slovami, jedna sa o

.Y

vykon na plochu g = P/s. Tepelny tok cez steny ttulne je zrejme tym vacsi, ¢im je rozdiel medzi teplotami vo

YY 7

vnutri a vonku vacsi a ¢im su steny tensie. Pre jeho velkost plati

_AAT
q= h >
kde A je stdinitel tepelnej vodivosti (materidlova konstanta), AT je rozdiel teplot na opa¢nych stranéch steny
a h je hrabka steny.!

Tu okamzite vidime, preco vetko smeruje do stavu tepelnej rovnovahy. V stave tepelnej rovnovéhy je totiz
rozdiel teplot medzi lubovolnymi dvomi bodmi systému nulovy, a z uvedeného vztahu vidime, ze vtedy v
systéme neexistuju zZiadne tepelné toky, takze sa systém z tohto stavu nevie svojvolne dostat.

Co sa véak stane, ked Jaro vstipi do ttulne? Ako inak - tdto rovnovahu narudi. Pred jeho prichodom
neboli v utulni Ziadne zdroje tepla. Teraz je tam on a hreje s vykonom P,,. Ak by sa teplo z ttulne stenami
neodvadzalo, teplota v miestnosti by rastla zhruba linedrne s ¢asom. Ako sme si uz ale povedali, ak sa teplota
vo vnutri zvysi, zaéne cez steny utulne unikat teplo. Cim viac teplota vo vnutri porastie, tym viac tepla bude
cez steny unikat, ¢im sa narast teploty spomali, az sa pri dosiahnuti istého rozdielu teplot AT zastavi. V tom
momente plati, Ze kolko tepla za jednotku c¢asu Jaro vyprodukuje, tolko tepla unikne cez steny ttulne von,
teda
! S
P,=qS = AEAT,
kde S je celkova plocha stien. Odtial je hladany rozdiel teplot

_hPin
CAS

Teraz nam uz len zostava odhadnut potrebné veli¢iny a tento vyraz vy¢islit.

AT

S fyzickymi rozmermi utulne nebude problém. Kazdy si vie nejaku ta utulnu predstavit. Ak budeme uvazovat
utulnu v tvare kvadra o rozmeroch 3x2x2 m, dostaneme plochu S = 32 m?.°> Hrubka stien je rddovo 10 cm. Ak
je postavena z tensich dosiek, je to menej, ak z hrubsich hranolov, je to viac, no ako radovy odhad je to dobra
hodnota. Anis koeficientom tepelnej vodivosti nebude problém - ten je podla wikipédie 0,15-0,42 W/(mK).

'V skuto¢nosti tento vztah plati v takejto podobe len pre tepelny tok vo vnutri materidlu. Prechod tepla cez stenu je
komplikovanejsi, nakolko sa na kontakte so stenou na oboch stranach vytvori tenkd medzna vrstva vzduchu, v ktorej sa prudko
meni teplota. Vo vysledku je teda rozdiel teplot vzduchu na opaénych stranich steny mensi, nez je rozdiel teploty vonku a dnu, a
tak nami vypocitany tepelny tok je nadhodnoteny. Chyba, ktorej sa véak dopustime, nie je az taka velka, aby nas to muselo tréapit,
a popri vSetkych odhadoch, ktoré budeme robit, sa strati. Koho to v§ak zaujima, mdze sa o tomto jave viac do¢itat napriklad na
wikipédii.

2Toto je velmi desivé predstava. Dtifam, Ze ste sa zlakli. Ak totiZ tito myslienku aplikujeme na cely vesmir, tak dostaneme, ze
aj vesmir ako celok smeruje do stavu termodynamickej rovnovahy, v ktorom nebude mozny Ziaden Zivot, ba ani len pohyb, pretoze
v niom nebude Ziadna hybnd sila, ktora by ho umoznila tym, Ze by tepelnd rovnovahu narusila. Tento stav sa zvykne oznacovat
ako tepelna smrt vesmiru.

*Uvazujeme rovnaké straty cez vietky steny, strop aj podlahu. Utulne sd ¢asto postavené nad troviiou terénu - st nie¢im
podlozené a nie st v priamom kontakte so zemou, takZe je to rozumny predpoklad.
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Jediny problém moze byt s vykonom ¢loveka. Tu ste uz bud poculi, ze ¢lovek hreje priblizne ako stowattova
ziarovka, a mate vyhraté, alebo sa musite trochu zamysliet. Aby tej rovnovahy nadnes nebolo malo, mézeme
ju pouzit znova - tentokrat z pohladu energetickej bilancie. Ak ma byt ¢lovek v rovnovahe, t. j. ak si ma
udrziavat hmotnost, musi platit, Ze kolko energie prijme v podobe jedla, tolko musi vylacit. Pokial ¢lovek
nekona pracu?, nelezie na horu, ¢im zvysuje svoju potencidlnu energiu, alebo nejako inak nezvysuje svoju
mechanickd energiu, musi sa prijatd energia vylucit v podobe tepla. No a prave toto vyjadruje bazalny
metabolizmus (BMR). Je to mnozstvo energie, ktort telo spotrebuje za den ¢isto len na zabezpecovanie
zivotnych funkcii. BMR sa lisi od ¢loveka k ¢loveku. Na internete sa nachddza mnoho online kalkulaciek,
pomocou ktorych si viete svoje BMR vypocitat. My budeme uvazovat BMR rovné 2000 kcal.” Potom

2000 kcal 2000 -4184 ]

in ~ = ~ 100 W.
24 h 24 -3600 s

Konecne hladany teplotny rozdiel je

~01m-100W
70,3 W/(mK) - 32 m?

AT ~1°C.

Samozrejme sa na tento vysledok treba pozerat v kontexte vietkych tych odhadov a priblizeni. V skuto¢nosti
to moze byt pol stupna, dva stupne, ¢i tri, no urcite to nebude desat.

Na zaver by sme sa mali zamysliet, ¢o sme to vlastne vypocitali. Vypocitali sme teplotny rozdiel vo vnutri
utulne a vonku v ustdlenom stave. Mali by sme v$ak overit, ¢i tento stav bude nadobudnuty v priebehu jednej
noci. Aby k tomu doslo, musi bud Jaro vyprodukovat dostatok tepla na to, aby ohrial vzduch vo vnutri o jeden
stupen, alebo teplota vonku musela byt rano aspon o stupen niz$ia nez vecer.

Prvti podmienku lahko overime. Za ¢as 7 Jaro vyprodukuje teplo Qi, = Py, 7. Na zvySenie teploty o AT je zas
potrebné teplo Q = mcAT, kde m je hmotnost vzduchu v miestnosti a ¢ je mernd tepelna kapacita vzduchu
pri stalom tlaku. Pozadujeme teda, aby

Pt >!> VpcAT.

Uz ndm staci len vy¢islit tieto vyrazy. Pre 7 = 8 h, V = 12 m3, p = 1,3 kg/m?® a ¢ = 1 kJ/(kgK) dostavame

2,88 MJ > 15,6 k], ¢o je spolahlivo splnené. A aj keby nebolo, da sa o¢akavat, ze druhd z dvojice poziadaviek
splnena bude.

1.3 Bezuzlové viazanie vzorék Adam Kubi§, opravoval Adam Kubis

Matus hlboko uvazujuc nad riesenim tlohy, uz siide vykrutit krk natolko, az mu z toho praskaju vazy. Skusme
mu teda trochu pomdct.

Clovek, v beznom Zivote uvazujuci nad lanami, predstavi si lano ako jeden dlhy valec nejakého materidlu,
ktory vieme ohybat podla potreby. Pozohybané lano je potom iba prudko pozohybany valec. Ina predstava
by nam vsak pri rieSeni pomohla viacej - predstavme si, Ze lano je poskladané z velkého mnozstva malych
val¢ekov (ako je to na obrazku). Ak by sme takéto lano pozohybali, potom je to lano vlastne iba vela ,,trosku

“vo fyzikalnom ponimani
>Poznamenajme, Ze pri nizkej teplote telo produkuje viac tepla, aby sa zahrialo.
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pozohybanych® val¢ekov v rade za sebou. Preto ho rozdelime na este mensie val¢eky a vS§imneme si, Ze na
¢im mensie val¢eky lano delime, tym menej je kazdy z jednotlivych val¢ekov ,,pozohybany“. Az v jednom
momente by ,,pozohybanie® na kazdom val¢eku bolo zanedbatelné - hoci lano ako celok je stale rozne
pozohybané. Potom by sme mohli vyhlasit, Ze nech sa kazdy z tychto valcekov neohyba. Lano by bolo
potom poskladané z velkého mnozstva takychto malych ,,neohybnych® val¢ekov, hoci z dialky by sa ndm
lano zdalo ,,spojite zakrivené®.

Matus teraz mdze zacat lano ovijat okolo konara. Priblizme si jeden z nasich val¢ekov. Aké sily nan posobia?

\F
Ey okl
P 2 SN
g7 ) >

A J
%2%9 \\\Xs

m (/M ™o

Hupacka

N

Obrazok 1.3.1: Lano na kondri

Matus spolu s hupackou nieco vazia, ¢ize na nich bude posobit tiazova sila. K hupacke je pripevnené nase
lano a ak pada hapacka, lano pada s nou. Hapacka teda posobi silou na lano - snazi sa ho stiahnut so sebou.
V nasej predstave hupacka posobi silou na prvy valéek, prvy valcek ,taha“ nejakou silou aj val¢ek druhy.
Druhy valcek zase treti, atd... . Takto sa sila (napétie v lane) prendsa napriec¢ celym lanom. Na kazdy valcek
teda posobi sila od val¢eku pred nim, pricom na prvy val¢ek posobi hupacka. Tuto silu oznacme F.

Z 3. Newtonovho zakona vs$ak vyplyva, Ze na kazdy valc¢ek pdsobi este dalsia sila. Totiz — ak val¢ek pdsobi
nejakou silou na valcek za nim, potom valéek za nim musi pdsobit rovnakou silou opa¢ného smeru narbho.
Tato silu nazvime F,.

Skusme si teraz nakreslit nejaky val¢ek a nan podsobiace sily F a F, (kukni obrazok). Uvedomme si, Ze ak
je lano ovinuté okolo kondru, tak tieto sily nie si rovnobezné a ich vyslednica nemd smer rovnobezny k
povrchu konara.

Tato vyslednicu si teda mozeme rozdelit na dve zlozky - na zlozku pdsobiacu v smere doty¢nice k povrchu
konara a na zlozku pdsobiacu do stredu konara. N4s valcek lana v§ak smerom do stredu kondra nepada, a
teda konar musi pdsobit na val¢ek silou rovnako velkou ako zlozka vyslednice do stredu konara, ale opacnym
smerom. CiZe existuje sila normalovéa od kondra, ktora posobi na nas valéek (v obrazku oznagena F,).

Tym, Ze na nas val¢ek posobi aj sila normélova, znamena to, ze medzi val¢ekom a povrchom konara bude
existovat trecia sila, pdsobiaca proti smeru pohybu (v obrazku oznacend F;).
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Zhrnme si to: Na nas zvoleny valéek posobi sila F (od val¢eku pred nim), sila reakcie F, od val¢eku za nim,
sila normélova od konéra F, asila trecia F,.

Pri malych obmotaniach salano s hupackou zosmykne, pretoze vyslednica vietkych sil pdsobiacich na val¢ek
nebude 0. Po viacerych obmotaniach lano s hupackou viak drzi. Co sa zmenilo?

Prirodzene ¢loveku napadne, Ze po viacerych obmotaniach sa viacej jednotlivych val¢ekov lana dostane do
kontaktu s povrchom kondra a trie sa on. Trecia sila od viacerych val¢ekov sa sklada a posobi proti spadnutiu
hupacky.

Pri detailnejsej ivahe si moézeme uvedomit, Ze sila F nie je pre vSetky val¢eky rovnakd. Medzi dielikmi sa
zmen$uje imerne k trecej sile posobiacej na jednotlivé dieliky. To znamena, Ze na jednotlivé val¢eky pdsobi
rozne trenie. Toto trenie je vSak stéle ovplyvnené velkostou sily F a F,. Val¢eky blizsie k hupacke mozu byt

pritlacané va¢simi silami (F a F,), lebo ich ,,drzi“ trenie celého lana za nim. Takto sme dokonca ukazali, ze
sila ktoru udrzi lano nerastie s poctom obmotani linedrne, ale dokonca rychlejsie.

1.4 Vytunena Plechovka vzorak KatkaM, opravovali KatkaM a KatkaNed

Kubko sedi vo svojej vytunenej plechovke a zrychluje. Ma sice lubovolne vykonny motor, ale znamena to, Ze
moze zrychlit na fubovolne velku rychlost?

Zo zadania vieme, Ze hmotnost auta je m, efektivna ¢elna plocha S, koeficient aerodynamického odporu C a
koeficient trenia medzi gumou a asfaltom f. Aby sme popisali situdciu, v ktorej sa Kubkovo auto nachadza,
pozrime sa na posobiace sily. Problematickou moze byt sila od motora, ktory ma podla zadania lubovolny
vykon. Mdze nas to viest k mylnému zaveru, Ze pokym tato sila je zodpovedna za pohyb auta, potom by malo
byt schopné zrychlovat nad vsetky medze.

V skutocnosti si treba polozit otazku, ¢o stoji za pohybom auta, a ¢i je tento pohyb nie¢im limitovany.
Odpovedou je trecia sila F;, ktora je na rozdiel od nasho motora obmedzend. Motor sice roztaca kolesa,
ale aby sa auto pohlo dopredu, potrebuje treciu silu od podlozky, ktora posobi proti pohybu kolies, v smere
jazdy auta. Aj ked mame Iubovolny vykon, narazime pri zvy$ovani rychlosti na hornd hranicu trecej sily.
Po jej prekroceni nebude relativna rychlost medzi podlozkou a kolesom nulova, kolesa za¢nu presmykovat
a auto nebude schopné dalej zrychlovat.

Okrem trecej sily pdsobi v horizontalnom smere aj odporova sila F,, ktorej velkost je priamo imerna druhej
mocnine rychlosti, a posobi proti pohybu. Vo vertikdlnom smere posobi gravitacna sila F;, ktorou posobi na
auto zem a v opa¢nom smere sila N, ktorou pdsobi na koleso podlozka. Auto sa v tomto smere nepohybuje
a tieto sily sa rovnaju, z coho vyplyva, ze N = F; = mg.

Ked si to zhrnieme, pri pohybe auta vystupuju dve sily, trecia a odporova. Pohybova rovnica pre auto je
potom

ma=F; - F,,
kde trecia a odporova sila su

CpSv?
Fi=Nf=mgf a F,= pzv-

So zvadsujicou sa rychlostou rastie kvadraticky odpor vzduchu a zrychlenie auta sa zmensuje. Pri maximal-
nej moznej rychlosti dojde k vyrovnaniu trecej a odporovej sily, kedy auto uz nebude schopné zrychlovat
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(a = 0) a dalej sa bude pohybovat rovhomerne priamociaro. Z tejto rovnosti si vieme vyjadrit maximalnu
rychlost Kubkovho auta

CpSv?
2

2
=mgf = v= _mgf'
CpS

FOZFt

Rie$enie sa vam moze podobat na znamy vysledok hladania terminalnej rychlosti pri volnom pade, kde vyjde
2
L, [2mg
CpS

Tato podobnost nie je ndhodna. Ked sa hlbsie zamyslime nad podstatou problému, v§imneme si, Ze aj
v nasom pripade mdme konstantu silu, ktora tla¢i auto dopredu a odporovu silu priamo iimernua druhej
mocnine rychlosti, ktora pdsobi proti pohybu. Jediny rozdiel medzi nasim vysledkom a dobre znamou
terminalnou rychlostou je konstanta f.

1.5 Quo vadis, Lanovka? vzordk MatusH, opravoval MatusH

Hned zo zadania vieme povedat, Ze rieSenie bude mat viacero krokov. V prvom rade si musime uvedomit,
aké sily posobia na lanovku, tieto sily musime aj vyjadrit, kedZe budeme musiet s nimi pocitat. Nasledne nam
zadanie ponuka $pecialny pripad ked lanovka vychddza zo stanice, takze si napiSeme rovnice pre tu situdciu.
Nasledne si napiSeme rovnice pre vSeobecny bod lanovky a budeme upravovat.

Na lanovku v prvom rade pdsobi tiazova sila, ktora pdsobi smerom dole a ma velkost mg. Takisto je lanovka
tahand taznym lanom z hornej stanice, ktoré ju taha smerom k hornej stanici. Jej velkost nevieme, takze si
ju ozna¢me F. Na lanovku este pdsobi nosné lano. KedZe nas v kazdom okamihu zaujima ustaleny pripad,
vieme, Ze lanovka sa nehybe v tom momente. Preto si m6Zeme predstavit, ze ak by bola lanovka pripevnena
pevne k lanu, tak by mali na nu posobit rovnaké sily. Ak je pripevnend, tak je lahko nahliadnutelné, Ze na
nu posobi sila smerom k hornej stanici a dal$ia smerom k dolenej stanici. Z toho, ze je to jedno lano, tak
vieme, Ze napitie v niom je vSade rovnaké, a preto tieto dve sily musia byt rovnaké. Na lane je okrem kabinky
aj zavazie hmotnosti M, ktoré sa v ustdlenom pripade tiez nehybe. Pdsobi nanho len sila od lana a tiezova
sila. Z toho dostavame, ze T = Mg, kde T je napitie v lane.

Y

(D,H)
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Teraz sa pozrieme na $pecidlny pripad, ked lanovka Startuje z dolnej stanice. Sily na niu pdsobiace vyzeraju
takto:

Pri¢com uhol « vieme vyjadrit ako arctan(g) respektive cot(ar) = 5. Ide o ustdleny pripad, preto sily v
horizontalnom a vertikdlnom smere sa musia vyrusit. Z toho mame rovnicu pre vertikalny smer:

e 5 __mg
mg =sin(a)(F + T) F+T sin(@)”

Horizontalny smer:

T =cos(a)(F+T)=cos(x) si:l(ic) = cot(a)mg = %mg.

Teraz sa pozrime na vSeobecny pripad, ked je lanovka v nejakej vodorovnej vzdialenosti x od dolnej stanice.

y
(D,H)
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Sily v horizontdlnom smere budu:

cos(¢)T = cos(0)(T+F) — (T+F)= %.T

A vo vertikdlnom:

sin(¢)T =sin(0)(T+F) —mg = zi:((g)) cos(¢)T — mg.

KedZe nds zaujima f(x, y) = 0 ddme vsetky ¢leny na jednu stranu
) = S cos()T = mg —sin(g) T

= (22((2)) cos(¢p) — sin((p))T -mg =0.

J

Teraz nadisiel ¢as dosadit za véetky sin, cos a T. Z obrazku vidno nésledujuce rovnosti sin(¢) =

. H- — ’ .
cos(¢) = \/x’;Tyz’ sin(0) = W},(H—y)f cos(0) = —(D_XI;Z:‘(H_y)Z. Po dosadeni spolu ajs T = Bmg:

Hy
~ | VoEEy?: x Y D
o—f(x,y)—( oy ey mg —mg
(D—x)%+(H)? ) 4

(H-y «x y D

- - i
(D_x\/x2+y2 \/x2+y2)H

H - H
:(D—aycx_y)_ﬁvx“yz

B Hx—yx_Dy—xy)_E TR
_( D-x D-x ) DV

Toto uz prehlasime za dostato¢ne pekny tvar, ¢im nam ostane posledna tloha, vizualizovat ako vyzerd takato
trajektdria.
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1.6 Vesmirny gulecnik vzordk Tomas, opravoval Tomas

Zadanie explicitne spomina ststavu spojent s taziskom bindrneho asteroidu, takze vSetko budeme pocitat
prave v sustave s poc¢iatkom v tazisku. Okolo neho obiehaju oba asteroidy po kruhovych drahach. Hmotnost
DARTu je zanedbatelna voc¢i obom asteroidom, takze ju nebudeme brat do tivahy pri urc¢ovani polohy taziska.
V jednom momente do Dimorpha celne narazi DART, ¢ize ho spomali. A ulohou je zistit, o kolko ho
spomali, aby sme vedeli spocitat rozdiel hybnosti Dimorpha pred a po zrdzke a dat ho do podielu s pdvodnou
hybnostou DARTu, ¢o je kyzena acinnost zrazky.

Budeme pouzivat nasledovné oznacenia pre veli¢iny zo zadania: m pre hmotnost DARTu, M; pre hmotnost
Didyma, M, pre hmotnost Dimorpha, v = 6500 m/s pre pévodnu rychlost DARTu vo¢i Dimorphovi, P,
a P, pre povodnu a novu obeznd dobu a gy = 1165 m pre pévodnu vzajomnu vzdialenost asteroidov. Pre
dalsie veliciny budeme pouzivat: v, pre rychlost DARTu v taziskovej ststave, v; a v, pre pdvodné rychlosti
asteroidov v taziskovej sustave a v, pre novu rychlost Dimorpha v taziskovej ststave. U¢innost zrdzky teda
je
_ My(vy - )
= mve

Zo znalosti vzajomnej vzdialenosti a, = 1165 m spocitajme vzdialenosti r; a r, asteroidov od taziska pred
zrazkou. Tazisko najdeme rovnako ako rovnovéhu na pake, ¢ize mame dve rovnice

erl = M21’2, r+ry = adp,

ktoré ked vyrieSime, dostaneme vzdialenosti od taziska

M2 Ml

n=dap———, r=ag————-.
M+ M, 2TOM + M,
Povodnd obezna rychlost Dimorpha v taziskovej sustave je jednoducho obvod kruznice vydeleny periédou

27'[7’2 27Ta0M1
Vy = = .
b, P()(Ml + Mz)
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DART isiel rychlostou v, oproti Dimorphovi, takze sa ¢elne zrazili rychlostou v = vy + v,. Teraz uz lahko
vyjadrime
27Ta0M1
mvo=m(v-vy)=m|yv - ———— |,
P()(Ml + Mz)
¢o vystupuje vo vyraze pre u¢innost zrazky.

Teraz nam uz staci len zratat rychlost Dimorpha v} po zrazke. Najprv zistime, akd bude mat velku polos a,
elipsa, po ktorej bude obiehat Dimorphos po zrazke. Vyuzijeme na to treti Keplerov zakon

2
a, a; P\3
—2 = —2 = al = ao e .
p: P P,

To potrebujeme, aby sme to mohli dosadit do rovnice vis-viva, ¢o je vlastne zakon zachovania energie. Jej
presné znenie je

2 1
V?=G(m + mz)(— - —),
r a

kde V je aktudlna rychlost jedného telesa voci druhému, m; a m, s ich hmotnosti, r je ich aktudlna
vzdialenost, no a ak sa posadim na jedno z telies, to druhé budem vidiet, Ze obieha okolo telesa, na ktorom
sedim, po elipse s velkou polosou a. Je to to isté a, ktoré vystupuje aj v trefom Keplerovom zakone. V pripade
pred zrazkou je vzajomna rychlost asteroidov v, + v,° a pri pohybe po kruznici st velka polos a, a vzajomna
vzdialenost totozné. Preto pred zrazkou plati

2 1 G M, + M,
(v2+v1)2=G(M1+M2)(——— = v = g—vz.
ap 4o ap
V momente tesne po zrazke je vzajomna vzdialenost stale a,, ale Dimorphos spomali na v/, a preto sa velk4
2
polos zmeni na uz zname g,. Z rovnice vis-viva teda mame

(W +w)2 = G(M, +M2)(3 - l) ~ = \/G(M1 +M2)(3 - l) n

ap d ap d

Teraz uz mame hotovo, pretoze sme si vyjadrili vSetko, ¢o potrebujeme. Uctinnost zrazky po dosadeni
véetkych vyjadreni veli¢in je

VT foan (2 - (2))
- M,y (v, —vy) _

= 3,81.
mvg m<v_ 2maoM; )

Po(M1+M2)

To znamena, Ze u¢innost zrazky je 381 %.

Pozorny citatel si urcite povie: ,,Ale, ale, mily astrolog, ako moze byt uc¢innost vyssia ako 100 %2 Nuz,
ucinnost je len meno pre nejaku velic¢inu, ktora nas v tejto tlohe zaujima. Bezne pozndme tc¢innost napriklad
v zmysle, Ze t¢innost spalovacieho motora je priblizne 30 %. To znamena, ze do nadrze natankujeme benzin,
ktorého spalenim sa uvolni ista energia. Z nej len 30 % energie vieme premenit na kinetickd energiu auta.
Takato uc¢innost bude, samozrejme, vzdy niz$ia ako 100 %, pretoze zdkon zachovania energie nepusti — auto
nemoze z benzinu ziskat viac kinetickej energie ako sa da ziskat jeho spalenim. V tejto tlohe to je iné. DART

SPretoze sa pohybujti po kruzniciach a v kazdom momente maju vektory ich rychlosti opa¢ny smer.

https://www.fks.sk/ 10 otazky@fks.sk
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odovzda svoju hybnost Dimophovi, ale pri zrazke vznikol krater, z ktorého sa vymrstil material. No a kedze
tento materidl odlieta smerom, z ktorého priletel DART, odnésa tym smerom nejaka hybnost. Dimorphos
teda spomali nielen kvoli narazu DARTu, ale navyse aj kvoli odlietavajucemu materialu, ¢o stoji za masivnou
ucinnostou 381 %.

1.7 Autonomne cvicenie vzordk Jozef, opravoval Jozef

Pri rieSeni uloh, v ktorych sa hlada peridda kmitania oscilatora, existuju dva bezne pouzivané postupy. Prvy
pristup je cez sily a byva najpriamociarej$i. Je zaloZeny na tom, Ze si nakreslime vsetky sily, ktoré na systém
posobia a napiSeme pohybovt rovnicu. Ak sa ndm podari tto rovnicu upravit do tvaru ¥ = —w?x, kde
w je nejaka konstanta (je dolezité aby pred sebou mala zaporné znamienko) a x je vychylka z rovnovaznej
polohy, potom mdzeme okamzite povedat, Ze systém vykonava harmonické kmity a w je uhlova frekvencia
tychto kmitov. Tento postup byva sice najpriamociarejsi, ale pri systémoch s komplikovanou geometriou
byva nevyhodny, pretoze je tazké analyzovat vsetky sily v systéme. A to je aj na$ pripad. Len si spomerite na
ulohu 5 z druhého kola zimnej série! Takym $ialenostiam sa rozhodne chceme vyhnut!

Preto (v stlade s lenivostou autora tohto vzoraku) si predstavime iny a omnoho vyhodnejsi postup riesenia
— energeticky pristup. Spociva v tom, Ze si napiSeme zdkon zachovania energie. Ten ma zvycajne tvar

kineticka energia + potencialna energia = konstanta.

Nasledne ho budeme upravovat, az kym ho nedokopeme do tvaru

1 1
—ax® + = Bx* = konst., (1.7.1)
2 2
kde « a 8 st nejaké konstanty a x je opét vychylka z rovnovaznej polohy. Akonahle mame tuto rovnicu, tak

mozeme jasat, pretoze to znamena, ze mame opat harmonické kmity a ich uhlova frekvencia je

w=y/E.
o
Ak neverite, tak si vy$$ie-uvedent rovnicu zderivujte podla ¢asu a vyjde vim axix + fxx = 0 a po Gprave
X = —éx, ¢o je presne rovnica pre harmonické kmity. Tento postup je teda ekvivalentny vy$sie-uvedenému
silovému pristupu, ale vyhneme sa skladaniu vektorov sil.

Ked uz mame rozmyslend stratégiu, pustime sa do pocitania!l Do zakona zachovania energie potrebujeme
dve ingrediencie - potencialnu energiu V a kineticka T. Za¢nime potencialnou.

Zavedme si uhol ¢ ako polovicu uhla, ktory zvierajii dolné dve ty¢e. Potom dlzka pruZiny je jednoducho
I = 2L sin ¢ a potencialna energia pruziny je teda

1
V, = Ekl2 = 2kL?*sin® ¢.

To bolo jednoduché! K celkovej potencidlnej energii systému vSak prispieva aj gravita¢nd potencialna energia
jednotlivych ty¢i. Ta spocitame ako M x g x vySka taziska. Teda pre dolné dve tyce je to Mg= cos ¢ a pre
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vrchné dve tyce je to Mg3L cos ¢. Celkovo teda
L 3
Ve = 2-Mg5 cos ¢ +2-Mg§Lcos<p =4MgL cos ¢

a celkova potencidlna energia systému je

V =V, + V, =2kL?sin* ¢ + 4MgL cos ¢.

Ked uz mame vyjadrent potencidlnu energiu, je uz velmi lahké ndjst rovnovaznu polohu oscilatora.
Rovnovazna poloha je totiz vzdy v minime potencialnej energie! Zderivujme teda V podla vychylky ¢ a
polozme vysledok rovny nule. Dostaneme

dv

— =0=4kL*sing,cos gy —4MgLsing, = cos¢ _ Mg
ng 0 0 0 0 kL.

Teraz sa pustime do celkovej kinetickej energie T systému. Najskor si uvedomme, ¢o vsetko sa ndm tu
hybe. V prvom rade dolné dve tyce sa otacaji okolo svojho dolného konca rychlostou ¢. Ich kineticka
energiu vypocitame jednoducho ako 31,¢?, kde I je moment zotrvacnosti tyce okolo jej konca. Horné dve
tyce vykonavaju zlozitejs$i pohyb. Ten moézeme rozdelit na pohyb taziska a roticiu okolo taziska uhlovou
rychlostou ¢. kinetickd energia ich pohybu teda je 3 Mv2 + 11792, kde vr je rychlost pohybu taZiska a Ir je
moment zotrva¢nosti ty¢e okolo svojho taziska’.

Budeme teda potrebovat momenty zotrvac¢nosti I a I tyce okolo svojho konca, resp. svojho taziska. Tie su

1
I = ~MIL?,
3

1 2
Iy = —MIL2
12

Rota¢na kinetickd energia dolnych dvoch ty¢i je teda

1 1
Taome = 2+ =1 = = ML
dol D) 13% 3 (%

"Naozaj, kineticka energia pohybu Iubovolného tuhého telesa sa d4 zapisat ako sticet kinetickej energie pohybu taziska a
rotac¢nej kinetickej energie okolo taziska. Ak si predstavime tuhé teleso zlozené z hmotnych bodov m;, potom

1 1 1 1 1
T=3 Emivf => Emi(vTJrr,'xw)2 => Emi(va+2vT-(ri><a))+(r,»><w)2) => Emiva+ZvT-(mirixw)+Z Emi(rixw)z,

kde w je uhlova rychlost ota¢ania sa tyc¢e okolo taziska a r; je vektor polohy hmotného bodu vzhladom na tazisko. V$imnite si,
ze prvy &len nie je ni¢ iné ako kinetickd energia pohybu taziska 3 Mv7. a posledny ¢len je rotatna energia okolo taziska 3 Irw?.
Prostredny ¢len sa vynuluje, pretoze v sebe obsahuje }° m;r; a to je pre suradnicovu sustavu s po¢iatkom v tazisku rovné nule.
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Pre vypocet kinetickej energie hornych ty¢i budeme najskor musiet urcit rychlost v ich taziska. Zamerajme
sa na pravu horna ty¢. Poloha jej taziska je dana

1
xt = —Lsin @,
T > @

3
yr = EL Cos ¢.

Tieto siradnicové vyjadrenia teraz zderivujme podla ¢asu. Dostaneme

1
Xr = EL(/') cos @,

yr = —%Lgb sin ¢.

Rychlost taziska potom uz najdeme jednoducho ako

. LZ (I')Z

2 _ 2 2 _
Vp=Xp+Yr=

LZ 2
(cos> ¢ +9sin’ ¢) = 4(/) (1+ 8sin® ).

Potom uz kinetickd energiu hornych dvoch ty¢i mozeme vypoditat ako

1 1 12¢?
Thorms =2 =Mvi+2-=Ir¢0* =M
ho VT e irg 4

1 1
(1+8sin® ) + EML2 p* = §ML2 - @* + 2ML*¢* sin® @.

Nakoniec su¢tom Typpns @ Thome ziskame celkovu kinetickd energiu sustavy

2
T = Tdolné + Thomé = gMLZ(pz + 2ML2¢2 sin2 Q.

Napi$me si teraz zakon zachovania energie v tvare T + V = konst.:

2
konst. =T +V = gMLZ(,b2 +2ML*@*sin® ¢ + 2kL? sin® ¢ + 4MgL cos ¢

Toto este nie je tvar, ktory chceme, pretoZe sa tu vyskytuju komplikované funkcie ako sin® ¢ a cos ¢. My by
sme ich chceli nejako aproximovat, aby sme rovnicu upravili do tvaru 1.7.1. Vyuzijeme fakt, Ze vychylka z
rovnovaznej polohy ¢ — ¢, je mald a urobime Taylorov rozvoj v bode ¢,. Taylorov rozvoj nejakej funkcie
f () je vo vieobecnosti definovany vzorcom

d 1d2

F@) =10+ L1 o-g 1 5Ll (9907 + OUlo - 90)

o _ 2d¢?| _
P=Po P=90

kde O((¢ — ¢0)?) znadi vsetky ¢leny, ktoré obsahuju tretiu a vy$$iu mocninu vyrazu (¢ — ¢o). Tieto ¢leny

budeme zanedbavat, pretoze do vzorca 1.7.1 nam sta¢ia mocniny druhého radu. Ked toto aplikujeme na
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. . Mg
rovnice cos ¢ a sin® ¢ a vyuzijeme cos ¢o = 7=, sin @y = /1 — cos? ¢, dostaneme

=P (0= 90) + O((9 - 90)")

cos ¢ = cos ¢o — sin o (¢ — @g) —

M?2g? Mg 5 3
= _—° _ 1- — -2 — —

sin® @ = sin® @ + 2 sin ¢y cos @o (¢ — @) + (cos® P — sin® o) (¢ — 90)> + O((¢ — ¢0)?)

M2 gZ M g M2 g2

Mg 2 2 3
=1- k212 +2kL 1- k212 ((P_(PO)"'(W_I)((P_@O) +O((‘P_‘P0) )

Takto vyjadrené cos ¢ a sin® ¢ teraz dosadme do potencidlnej energie V = 2kL?sin* ¢ + 4MgL cos ¢ a po
uprave dostaneme

252 252 2452 252
V=2kL2(1—]ZIZigZ)+4N£g +%(4kL2(2M_g_l)_4M_g)((P_%)2.

—

konstanta

Vsimnime si, Ze ¢leny s prvou mocninou vypadli. To sme o¢akavali, pretoZe robime Taylorov rozvoj v minime
potencialnej energie (¢ — @) a tu je prva derivacia rovna nule.

Teraz ndm este ostdva upravit ¢len s kinetickou energiou T = 2ML2¢? + 2M L*¢? sin* . Tu ndm vadi jedine
&en obsahujtci sin® ¢. Skor nez opit bezhlavo aplikujeme Taylorov rozvoj sa ale zamyslime nad tym, ktoré
¢leny ndm budu stacit. Spomerite si, Ze robime aproximdciu malych kmitov. To znamend, Ze vychylka z
rovnovéaznej polohy ¢ — ¢, je mala. To zapiSeme ¢ — @, ~ €, kde € je nejaké malé ¢islo. Potom (¢ —¢g)? ~ €* je
e$te mensie ¢islo a (¢ — ¢g)* ~ € je uz tak malé, Ze ho zanedbavame. Avsak pri malych kmitoch je zvycajne
aj rychlost kmitania velmi mald. To zapiSeme ¢ ~ €. Teraz sa pozrime na problematicky ¢len v kinetickej
energii. Ten obsahuje si¢in ¢2sin® ¢. Lenze ¢? je uz rédu €2, teda z Taylorovho rozvoja sin® ¢ ndm sta¢i
zobrat konstantny ¢len sin® ¢y. Tym dostédvame aproximovanu kineticku energiu

T - §ML2¢2 + ML sin? oo + O((¢ — o))

1 4 M?2g?
=—ML2'2(— 4(1— ))
3T K212

Teraz to dajme vsetko dokopy! Zdkon zachovania energie ma tvar

. 1 (4 M2g? 1 2M2g? M?2g? 5
tonst. = M5 + 41 G ) ) 3wk (T 1) 455 o - oo

Potom uz periddu 1 kmitania mdzeme zapisat v tvare

| wrz(2 4 a(1- 22 0
T=27 4kL2((2jVI; (1) _kZZM)zzz =27 (3M2g2 - ZLz '

k2L? k k
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A méame hotovo!

1.8 A predsa sa toci vzorék 2, opravoval Matas H.
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