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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Ping-pong vzorak Vladko, opravoval Vladko

Zac¢nime najjednoduchs$im pripadom, a to homogénnym (t. j. rovnakym vo vsetkych bodoch priestoru) elek-
trickym polom, zobrazenym na prostrednom obrazku. Cely vzorak pojmeme trochu edukativne a pokusime
sa podrobnejsie vysvetlit, ako sa spravaju rozne latky v elektrickom poli.

Napriklad kovy. Atéomy kovu st usporiadané v krystalovej mriezke, kde kmitaji okolo rovnovaznych pol6h.
Vo valen¢nej vrstve maju aspon jeden neviazany elektrdn, ktory je schopny sa volne pohybovat po krystali.
Vlozime kov do homogénneho elektrického pola, teda na volné elektrény bude posobit sila proti smeru $ipok
na obrazku (kedze maju zaporny naboj). To sa bude diat, kym v latke bude nenulova elektricka intenzita. Z
toho vyplyva, Ze sa presunie tolko elektronov, kolko je potrebnych na vytvorenie elektrického pola rovnakej
velkosti ako ma vonkajsie pole. Samotny kov sa nepohybuje.

Teraz si predstavme, Ze mame objekt, ktory je pevne rozdeleny na dve Casti. V jednej prevlada zaporny naboj
a v druhej kladny. Takyto objekt sa nazyva dipdl a po vlozeni do homogénného elektrického pola sa otoci
kladnou ¢astou v smere vektora elektrickej intenzity a zapornou opacne. Samotny dipdl sa okrem otocenia do
vhodnej polohy nepohybuje.

Dielektrikum (t. j. izolant) je zloZené z molekul, ktoré nemaju volné elektrény a st malymi dipolmi. Vazby
v molekulach su totiz vytvorené ako vizby medzi dvojicami elektrénov a rdzne atémy pritahuji elektrénové
pary réznou silou. ,,Silnejsie“ atémy st zapornejsie a ,,slabsie s kladnejsie. Po vlozeni dielektrika do homo-
génneho pola sa dipoliky v latke natocia tak, ako bolo popisané vyssie. Avsak latka samotnd sa neotaca a ani
nepohybuje, teda ping-pongova lopticka bude jednoducho stat na mieste.
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Obrazok 1: Kovovy krystal v homogénnom elektrickom poli. Naboje sa usporiadajii tak, Ze vniitri
krystalu je pole nulové.
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Obrazok 2: Elektricky dip6l v homogénnom elektrickom poli sa natoci podla smeru silociar.
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Obrazok 3: Dielektrikum v homogénnom elektrickom poli si mozno predstavit ako zloZené z drobnych
dipolov, ktoré sa vedia jednotlivo natacat.

Ked sme zvladli homogénne pole, mdzeme sa vrhnut na nehomogénne. Pri kove sa elektrony rozmiestnia po
povrchu tak, Ze vnutri latky je intenzita elektrického pola rovna nule. Na povrchu sa zaporny naboj rozmiestni
na jednu stranu, kladny na druht. To si mozno predstavit ako vytvorenie dvoch nabojov rovnakej velkosti, ale
opac¢ného znamienka, nachadzajucich sa v roznych miestach. KedZe elektrické pole je tentokrat nehomogénne
(rozneho smeru, ¢i velkosti v roznych miestach), bude na kazdy naboj posobit ind sila, v dosledku ¢oho sa gula
pohne.

V pripade dip6lu je situacia analogicka. CiZe ¢ast, kde st &iary na obrdzku redsie, bude tahan4 elektrickou silou
menej, nez Cast, kde su ciary hustejsie. Takze dipol sa bude pohybovat v smere do hustej$ich ¢iar - na prvom
obrazku doprava a na tretom obrazku dolava. V dielektriku sa kazdy maly dipdl oto¢i v smere silociary a bude
tahany do hustejsieho pola. Z toho vyplyva, Ze lopticka pri vloZeni do pola zobrazeného na prvom obrazku, sa
pohybuje doprava a na poslednom obrazku dolava.

2

Obrazok 4: Dielektrikum v nehomogénnom poli. Jednotlivé dipdly sa natocia v smere silociar, no na
kazdy jeden posobi nenulova sila, v dosledku nehomogenity v siicte nenulovd, teda die-
lektrikum ako celok sa bude pohybovat.
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Predchadzajica argumentdcia je priblizne nieco, ¢o sme od vas ocakavali. Ale zrejme vam neuslo, ze dané
zdovodnenia st celkom vagne, a aj ked sice kvalitativne chapeme, ¢o sa deje, chybaju nam kvantitativne argu-
menty. V nasledujuicej ¢asti skiisime nacrtnut doslednejsi argument. Upozornujeme, Ze nasledujtca diskusia,
hoci nie je zlozZitd, je vysoko nad rdmec tejto tlohy. Inymi slovami, nemusite sa trapit, ak neporozumiete
vSetkému, ale odporticame precitat.

Pokrocila argumentacia

Pomdze nam, ak si predstavime konkrétne nehomogénne pole. Zoberieme to najjednoduchsie, konkrétne
pole bodového naboja. Vytvorime ho tak, Ze zoberieme bodovy naboj a niekam ho prilepime, aby sa nemohol
hybat. Nas kov je idealny vodi¢, pod vplyvom pola sa naboje v iom preskupia tak, aby pole vnutri bolo nulové.
Samotné naindukované naboje s v kove iba na povrchu. Takto preskupené naboje ovplyvnia vonkajsie pole.
Preco? Ako iste viete, elektrické a magnetické polia sa spravaju linearne. To znamend, Ze ak mame pole od
viacerych nabojov, vysledné pole je iba su¢tom poli od jednotlivych nabojov. Kedze pole od bodového naboja
nie je homogénne, toto preskupenie nebude rovnomerné (niekde bude indukovany naboj na povrchu hustejsi,
inde redsi).

Teraz si predstavme, ze kov je v Ciernej Skatulke, ktora samotnd svojou pritomnostou vobec neovplyviuje
elektrické pole a z fyzikalneho hladiska nezmeni situaciu. Nevedeli by sme, ¢o je vnutri ¢iernej $katulky, iba
by sme videli, ako sa zmenilo vonkajsie pole. Na zaklade nasho pozorovania by sme si mohli tipnut, ¢o je v
Ciernej $katulke. Bohuzial, nevedeli by sme s uplnou urcitostou povedat, ¢o je vnutri $katulky. Rovnakt zmenu
vonkajsieho pola totiZ sposobuje dvojica opacnych nabojov, ktoré st od seba trochu vzdialené.

A teraz ide asi najdolezitejsia ¢ast nasich ivah. Dvojica ndbojov v pevnej vzdialenosti od seba zmeni elektrické
pole rovnako ako pridany vodi¢. Na dvojicu nabojov v nehomogénnom poli posobi urcite sila a pohybuju sa.
Z toho vyplyva, ze aj vodi¢, ktory by rovnako menil pole, sa musi pohybovat.! KedZe nase dva efektivne naboje
su v principe tym, ¢o sme pred tym nazyvali dipol, mozete si premysliet, Ze rovnaky argument zbehne aj pre
dielektrikum.

Avsak, neprejde rovnaky argument aj pre homogénne elektrické pole? Neprejde, a dovod je vskutku poeticky
a krasny. V nasej guldcke sa zase v principe vytvori dipél. Predstavme si, Ze homogénne pole je vytvorené
nejakym suborom nabojov. Pokial chceme spocitat silu, ktorou pdsobia tieto elektréony na gulu, staci s¢itat
dokopy vsetky sily, ktorymi posobi dipol na vietky naboje, ktoré vytvaraju elektrické pole (toto je Newtonov
zakon akcie a reakcie, teda sila, ktorou posobi dipdl na elektrony vytvarajice pole musi byt rovnaka ako sila,
ktorou posobia tieto elektrony na dipol).

Aky subor nabojov vytvori homogénne pole? Prezradime vam, Ze je to nekonec¢na rovina, v ktorej su rov-
nomerne spojito rozlozené naboje.” Vsetky tieto naboje su znovu prilepené a nemozu sa pohnut. Teraz si
zoberme kruh v tejto rovine, a spocitame aka velka sila od bliz§ieho z dvoch efektivnych nabojov nan pdsobi.
Od vzdialenejsieho naboja na taky isty kruh pdsobi mensia sila, av§ak mdzeme zobrat o nieco vacsi kruh, na
ktory bude posobit rovnaka sila od druhého naboja, ako na mensi kruh od prvého. Kedze platna je nekonec¢na
a naboje st prilepené, nech zoberieme prvy kruh Iubovolne velky, vidy najdeme druhy vacsi a celkova sila
bude v stcte nulova. Preto sa v homogénnom poli kov ani dielektrikum nepohnt.

Este par slov k hodnoteniu. Zaujimal nas iba pohyb ping-pongovej lopticky (dielektrika). Pravdaze, ako to
dobrym zvykom byva, hodnotila sa hlavne argumentdcia a porozumenie problematike.

' Ak by vdm to predsa len nedalo spat, Ze ¢i naozaj vieme najst také dva naboje, ¢o menia pole ako vodi¢, dé sa o tom zistit viac.
Nazyva sa to metéda imaginarnych nabojov. Viac sa do¢itate na wikipédii, alebo v kapitole 3.5 tretej edicie knihy Electricity and
Magnetism, Edward M. Purcell. Inak tato knizka je vyborny $tudijnym materidlom, odportc¢am aj v pripade, ak méte pocit, Ze vam
nie je jasné, o Co sa tu snazime.

Kapitola 1.13 vo vy$sie spominanej knihe.
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2.2 My, Jara strativsi vzorak Fero, opravoval Fero
Ako uchopit tento problém? Ukazeme si dve rieenia, jedno pekné geometrické a druhé matematické a kon-
ceptudlnejsie narocnejsie.

Geometrické rieSenie

Cely problém, ktory je potrebné vyriesit, je pretransformovat rychlost Jara zadana vzhladom na rieku do su-
stavy spojenej so Zemou.

rieka

Obrazok 5: Jarova rychlost v siistave spojenej s riekou

Jaro sa vzhladom na vztaznu stustavu rieky moze vybrat véetkymi smermi od 0 po 271. Konce vietkych moznych
vektorov jeho rychlosti tvoria kruznicu. Co sa stane, ak ku tymto vektorom pripo&itame vektor v,2 Je to
ekvivalentné transformacii rie¢nej vztaznej sustavy na pohyb vzhladom na breh. Ku kazdému z pévodnych
Jarovych rychlostnych vektorov musime pripocitat rychlostny vektor rieky. Ako budu teraz vyzerat konce
vsetkych takto posunutych vektorov? Stale budu tvorit kruznicu, ale jej stred bude posunuty o vektor v,.

Jaro ¢ Jarov vytuZeny
bod
stred | L
kruznice doty¢nica

Obrazok 6: Rychlost Jara vzhladom na breh
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Z nasich novych vektorov musime vybrat ten, ktory ukazuje najblizsie k vytizenému bodu na druhom brehu.
Nuz a to je doty¢nica k tejto posunutej kruznici.

Obrazok 7: Geometria tilohy

Vidime, ze uhol ¢ vysledného pohybu vieme ur¢it ako
= arccos (é)
¢= 5)

Pokial pod tymto uhlom prejdeme x-ova vzdialenost L = 0,3 km, vzdialenost y ur¢ime ako

3
h = Ltan (arccos (g))

Ak sme si za nulu zvolili bod, kde stoji Jaroslav, plati y = —h.

Vysledok je y = —0,4 km. Na domadcu ulohu si premyslite, preco staci uvazovat iba pohyb po tseckach. Minus
vo vysledku odzrkadluje fakt, Ze smer osi y sme zvolili v opacnom smere, ako tecie rieka.

Analytické riesenie

Teraz si ukdzeme analytické riesenie, v ktorom prideme k funkcii vzdialenosti a ndgjdeme jej minimum pomo-
cou derivacie. Pokial vas predchadzajtica veta vydesila, pokojne preskocte druhu polovicu vzoraku.

YA

jaro

NV

V
V Vrieka

Obrazok 8: Suradnice a rychlosti

otazky@fks.sk 5 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Zadania 2. kola zimnej casti - 30. 10. 2017 ‘ é)é)é)

Zavedieme suradnicovu sustavu. Ako to uz vo fyzike byva, dobra volba suradnicovej sustavy je polovica uspe-
chu. Os y zvolime tak, aby kladny smer bol orientovany proti smeru toku rieky.

Potom jej rychlost je
— _ 0 -1
v, = [5] kms™.

Jaro je schopny plavat rychlostou vy = 3 ms™! vzhladom na vztaznu sustavu rieky. Pozname velkost jeho
rychlosti. Pokial plava pod uhlom ¢ od brehu, vektor jeho rychlosti je

Vo Sin

Vo COS @

Nulovy uhol stotoznime so stavom, kedy obe rychlosti maju ten isty smer. Vysledna rychlost Jara vzhladom
na breh je
— — V) [ Vo sin q) ] '

V=V +
T vy cos @ — 5

Aby sa Jaro dostal na druhy breh, musi preplavat vzdialenost L = 0,3 km v x-ovom smere. Cas, za ktory sa tam
dostane, je
L L

t=

Ve  VpSin go'
Zatial sa v y-ovom smere posunie o

Vocos¢p -5 3cosgp—5

=wt=L
=0 Vo sin ¢ 10sin ¢

Nas zaujima, aki najmensiu hodnotu moze y dosiahnut. Cize hladdime minimum funkcie y(x). Bud pomocou
Wolfram|Alpha’ si vykreslime graf a ur¢ime minimum, alebo derivovanim zistime, Ze minimum je pri polohe

y =—0,4 km,

Vyuzili sme pritom matematickt znalost, ktora hovori, ze v bode, kde funkcia dosahuje svoju minimalnu alebo
maximalnu hodnotu, je derivacia nulova:
dy(x) 1

0,
dx

odkial

1
X = 2arctan —.
2

Takze sme si ukazali nazorny algoritmicky postup. Nemusite sa trapit, ak este neviete, ¢o je derivacia. Staci,
ak si zapamitate, Ze sa pomocou nej dd najst extrém funkcie a Ze so samotnym vypoctom vam dokaze pomoct
pocitac.

3https 1/ /www.wolframalpha.com/
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2.3 Faro, ktoré sluzi vzordk Simon, opravoval Arthur

Ujasnime si najprv, ¢o znamenaju niektoré mystické pojmy, ktoré sa vyskytli v zadani. Napriklad taky vykon.
Vykon je rychlost, akou je nie¢o schopné menif energiu. Ci uz je to rychlovarna kanvica, nohy cyklistu, alebo
motor v aute, kazda z tychto veci ma za ulohu premienat energiu z jednej formy na druhu a prave rychlost,
akou je to schopna robit, sa nazyva vykonom. Povedané recou istého ¢udackeho spolku®:

AE
P=—. 1

Iy (1)
Odtial vidime, Ze jednotka vykonu bude Js71, t. j. joule za sekundu, ako by sme ocakévali. Tato jednotka sa
vold Watt a stroj s vykonom 1 Watt je schopny dodat energiu 1 joule za jednu sekundu. V nasej tlohe ma motor
s vykonom P = 100 kW urychlit auto s hmotnostou m = 2000 kg najprv z nuly na rychlost v; = 100 kmh™! a
potom z v; = 100 kmh™! na v, = 200 kmh~!.

Akym zmenam energie to zodpoveda? KedZe auto sa samozrejme pohybuje po ceste, ktora je vo vakuovom
tuneli a md dokonalé kolesa bez valivého odporu, jedina energia, ktord tu bude hrat tlohu, je kinetickd energia
auta. Keby auto napriklad aj stipalo do kopca, museli by sme zaratat aj gravitatnu potencialnu energiu. Takze
chuddk motor musi v prvom pripade dodat® autu energiu

L
E1 = Emvl
a vdruhom
1 - 1
E, = Emv2 - Emvl.
A ked pouzijeme 1, dostaneme
E, mv}
tl = — = —
p 2P

2 2
:E_mvz—mv1

t
T p 2P

Pozrime sa teraz na ¢as. Mame za tlohu zistit, kolko bude trvat autu idicemu na plny vykon, kym prejde
vzdialenost 1 km. Musime teda ndjst zavislost prejdenej drahy na ¢ase. Z prvej casti ulohy vieme zavislost

rychlosti na case:
2Pt
v=y/—.
m

Ako z tohoto ziskame zavislost prejdenej drahy na ¢ase? Ak by sme mali rychlost konstantnt, mohli by sme
pouzit jednoduchy vzorec s = vt. Ale nemame. Alebo mame? Skasme si uvedomit, ¢o to vlastne vt znamena.
Ak by sme mali graf rychlosti v zavislosti od ¢asu, konstantna rychlost by tam predstavovala len rovnu ciaru,
ktora by neklesala ani nestupala:

*matematicky
>premenit chemickd energiu paliva
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rychlost ‘5

—
>

t éas

Obrazok 9: Graf pre konstantnii rychlost

Vidime, Ze vzorec vt tu predstavuje iba plochu obdlZnika, ktorého jedna strana je v a druh4 strana je t. Takze
mame zaujimavy vysledok: draha prejdena pocas pohybu s konstantnou rychlostou je rovna ploche ohrani-
¢enej grafom rychlosti v zavislosti na ¢ase. Funguje tento princip aj pre iné pripady? Napriklad rovnomerne
zrychleny pohyb. Vtedy rychlost stipa z casom rovnomerne:

v = at.

To znamenam Ze grafom rychlosti bude priamka, ktorej smernica (strmost) zavisi od zrychlenia. Pozrime sa
teda:

rychlost A

at
at

=

4 -
t cas

Obrazok 10: Graf pre rychlost linedrne rasticu s casom

vidime, Ze tentoraz bude plocha pod grafom pravouhly trojuholnik, s jednou stranou t a druhou at. Plocha
medzi ¢asom 0 a ¢asom ¢ je teda

1
s=—at’.
2

A tu mozete naozaj spoznat drahu pre rovnomerne zrychleny pohyb. Zda sa, Ze nas objav plati aj pre tento
pripad. Preco by nemal platit aj pre pripad, Ze grafom bude napriklad odmocnina? Na zistenie prejdenej
drahy teda staci najst plochu pod grafom funkcie. Ale ako to urobime, ked funkcia nema nejaky pekny tvar,
ako napriklad priamka? Mohli by sme napriklad graf nakreslit na papier, vystrihnit a potom odvazit a z plosnej
hustoty papiera by sme ur¢ili plochu.

My ale vyriesme tento problém bez toho, aby sme sa vobec museli postavit od stola! To znamena: naprogra-
mujme ho! Ak ste este nikdy neprogramovali, nemusite sa bat, programovat budeme len v tzv. tabulkovom
procesore. A také programovanie je [ahké, lebo skoro vietko za vas urobi samotny tabulkovy procesor. Tabul-
kovy procesor je taka vec ako napriklad Excel alebo OpenOfhice Calc, kde mozete do tabuliek vkladat svoje
hodnoty a potom s nimi nejako pocitat. A ¢o je pre nas najdolezitejsie, tieto programy vedia mnoho veci auto-
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matizovat a mnoho veci si vedia sami domysliet. M6zeme ich teda vyuzit na vykonanie ohromného mnozstva
vypoctov vo velmi kratkom case.

Tak dost bolo taranin, podme uz na samotny vypocet. Plochu akého utvaru vieme urcit najjednoduchsie?
Predsa obdlZnika. Tak preco nerozlozit nasu odmocninovii plochu na obdlzniky? Ur¢ite si teraz hovorite: ,Co
je to za hlipy napad! Ved odmocninova plocha je obla! Ako ju chce rozlozit na obdlzniky?“

No dobre. A ¢o ked urobime tie obdlzniky také tzke, Ze uz skoro ani nebude vidno, ze su to obdlzniky? Ak
rozlozime nejakt plochu na 100000 obdlZnikov, mozete sa stavit, Ze rozdiel medzi ich spolo¢nou plochou
a skuto¢nou oblou plochou bude zanedbatelny. Ak by ste plochu 100000 obdlznikov chceli po¢itat ru¢ne,
mozete si rovno ustlat na cintorine. Ale predsa sme spominali nejaké tie pocitace. Nakopnite teda tie turbo
masiny HP-cko Intel Pentium 100 MHz z devétdesiateho druhého a stéle to budete mat 10'8-krat rychlejsie
ako s ceruzkou a papierom. Takze, toto je schéma vypoctu:

>

rychlost /

.t...dt........ca.s

Obrazok 11: Rozklad na obdlzniky

Ak budt obdlzniky naozaj tuzke, pokryju tplne celii plochu. V nagom vypocte bude mat kazdy obdlznik $irku
0,001. Vyska obdiznika, ktory sa nachddza na ¢asovej suradnici ¢ je f(t) a jeho plocha bude teda 0,001 - f(t). A
uz zostane len plochy vietkych obdlZnikov s¢itat. Postup je jasny, ostava ho uz iba implementovat. Vzhladom
na naro¢nost vypoctu, my sme pouzili tabulkovy procesor (Excel), ale je v podstate jedno ako to urobite.

Teraz prichadza moment, na ktory by ste nemali po vyrieseni tlohy nikdy zabudnut. A tym je zamyslenie sa.
Je 28 sekind na jeden kilometer zmysluplna hodnota? Dala by sa dosiahnut beznym autom, alebo na to treba
Formulu 1? Alebo je to slimacie tempo?. To pri rychlosti ktord ma priebeh odmocniny tazko posudite, ale
jednu vec modzeme predsa len otestovat.

Ak si predstavime, ze auto malo po celd dobu konstantné zrychlenie a pouzijeme vzorec pre rovhomerne
zrychleny pohyb, to, ¢o dostaneme, bude priemerné zrychlenie. A kedZe priemerné zrychlenie je také, ze
auto v skuto¢nosti zrychlovalo chvilku viac a chvilku menej, tak ak by nahodou uz priemerné zrychlenie bolo
nezmyselne vysoké alebo nizke, vedeli by sme, Ze je zle. Mozete si overit, Ze v tomto pripade je priemerné
zrychlenie asi 2,5 ms™2, ¢o sa zda byt celkom normalne.

Aby sme uspokojili nendsytnost zadavatela ulohy, ostavaju uz len grafy. Pre polohu pouzijeme hodnoty, ktoré
sme si numericky vypocitali, pre rychlost mame vzorec. Ostava e$te zrychlenie — na to pouzijeme vzorec

P=Fy,
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¢o je len zakladny vztah pre pracu predeleny ¢asom. KedZze F = ma a rychlost pozname, mézeme si vyjadrit

Rychlost a zrychlenie mame teda vyjadrené ako funkcie, ktoré si mozeme dat vykreslit a graf polohy urobime
v Exceli. Uf!

Este poznamka na zaver

To ¢o sme robili v tabulkovom procesore, teda s¢itavanie plochy pod grafom, sa vola integrovanie. My sme to
robili numericky, to znamend vykonanim velkého mnozstva jednoduchych vypoctov hrubou silou. Ale dasato
aj analyticky - to znamena, Ze na to existuje matematickd procedura, ktorou sa da plocha pod grafom vypocitat
len s pouzitim rozumu a v priebehu niekolkych sekiind. Ako sa to robi sa dozviete, ked pridete studovat sem k
nam na Matfyz (alebo ked budete mat $tastie, uz na strednej skole :)). Ak uz nahodou integrovat viete, urcite
vyrieste tuto tlohu aj tym spdsobom.

Pridavam tu este aj kratucky program na numerické itegrovanie v c++. Urcite sa na to pozrite, aj ked neviete
programovat. Programovanie je z velkej Casti intuitivna zaleZitost. Ak si dobre premyslite, ¢o vlastne od poci-
taca chcete, v skuto¢nosti sa nemusite na programovanie nic ,,ucit®, maximalne tak technické zalezitosti — kde
dat bodkociarku alebo zlozenu zatvorku alebo ako sa vola ten prikaz, atd...

2.4 Vyvrtka vzorak Matus, opravoval Mat§

Moment zotrvacnosti

Moment zotrvacénosti telesa je fyzikalna veli¢ina, popisujica vlastnosti telesa pri ota¢cavom pohybe. V rovni-
ciach pre otac¢avy pohyb je analdgiou hmotnosti pre posuvny pohyb. Pre hmotny bod je to I = mr? kde m je
jeho hmotnost, a r je jeho vzdialenost od osi otacania. Pre viac bodov je celkovy moment sti¢et momentov jed-
notlivych bodov. Pre zlozité tuhé teleso, v naSom pripade ludské telo, by sme ho mohli skusit zmerat priamo,
napriklad odmerat kolko energie potrebujeme na roztocenie okolo jeho osi, my ale zvolime iny postup.

Fyzikalne kyvadlo

Co vieme zmerat, a vystupuje tam moment zotrvaénosti? Napriklad periédu fyzikalneho kyvadla. Fyzikalne
kyvadlo je tuhé teleso, ktoré pod vplyvom vlastnej tiaze kmita okolo pevnej osi. Na rozdiel od matematického
kyvadla, ktoré je iba hmotnym bodom, fyzikilne kyvadlo je realne hmotné teleso. Hlavy rozdiel v ich popise
je, Ze pri popise fyzikalneho kyvadla uvazujeme jeho moment zotrvacnosti vzhladom na prislusny bod zavesu.
Skusme si odvodit vztah pre periodu.

Vieme, Ze pre otac¢avy pohyb tuhého telesa okolo pevnej osi plati

D = I, (2)

kde I je moment zotrvacnosti telesa ¢ je uhlové zrychlenie a D je moment sily. Toto je analdgia Newtonovho
zékona sily F = ma pri otd¢avom pohybe. Na mierne vychylené tuhé teleso posobi moment sily

D = —mgrsin ¢, (3)

kde r je vzdialenost taziska telesa od osi otacania, ¢ je vychylka kyvadla z rovnovaznej polohy a m je hmotnost
telesa. Predpokladame, Ze kmity st malé, teda moZeme pouzit pribliZenie sin ¢ = ¢, ¢o dosadime do rovnice

https://www.fks.sk/ 10 otazky@fks.sk
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3. Celé to dosadime do rovnice 2 a dostaneme

Ie = —mgre. (4)

Teraz sa treba trochu zamysliet, a vyuzit analégiu medzi veli¢inami pri posuvnom a ota¢avom pohybe. Vieme,
ze pre linedrny pruzinovy oscilator plati
ma = —kx. (5)

Analégiou hmotnosti m je moment zotrvacnosti I, pre zrychlenie a je to € a pre vychylku x je to ¢. VSetky tieto
veli¢iny z rovnice 5 maju svoje analogie v rovnici 4. Teda vyraz —mgr bude analdgiou tuhosti pruziny k.

Teraz uz s dalsim vyuzitim analégii dostavame rovnicu pre periédu
T=2m\]—, (6)

z ¢oho uz vieme lahko vyjadrit moment zotrvacnosti ako

=180
42

S vyuzitim Steinerovej vety potom dostdvame moment zotrva¢nosti okolo rovnobeznej osi prechadzajucej ta-
ziskom

mgr
I= RTz - er (7)

Postup merania

Teraz uz mame dobry spdsob, ako odmerat moment zotrvac¢nosti fudského tela vzhladom na os kolmu na
nasu rovinu kmitania, prechadzajicu taziskom. Budeme potrebovat pevny bod, napriklad strom, hrazdu alebo
nieco podobné. Na pevny bod zavesime lano. Takisto budeme potrebovat stopky, meracie pasmo a asistenta
pri merani.

Pri prvom spdsobe je to jednoduché. Najskor zavesime lano na pevny bod. Potom asistent odmeria vzdialenost
a medzi zavesom a nasim taziskom, ked visime na lane. Poziadame asistenta, nech nds vychyli a pusti, zatial
¢o spusti stopky. Asistent odmeria pat peridd. Pocas merania nesmieme menit rozlozenie svojej hmotnosti.
Inymi slovami, nesmieme hybat Ziadnou ¢astou tela. Spravime aspon desat merani.

Analyza nameranych dat

Namerané hodnoty dosadime do vztahu 7. Vypocitame priemery T a I. Potom uréime $tandardnt odchylku

i (x- xi)z

n

Oy =

kde X je priemerna hodnota meranej veli¢iny a x; su jednotlivé namerané veli¢iny. » je pocet merani. Teda
napriklad pre periédu

> (T-T0)

Oy =
10
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Rovnako pocitame pre moment zotrva¢nosti. Zo Standardnej odchylky a priemeru ur¢ime relativnu odchylku

%x 100 %
= —" 0.
17)6 )—C

Samozrejme, Ze odchylky nemusime ratat ru¢ne, mozme pouzit napriklad Excel, alebo pre fajnsmekrov pyt-
honovskd kniznicu Numpy.
Meranie

Nase vstupné hodnoty boli:
m = 65,0 + 0,1 kg

a=10£0,5m
g=981ms
Namerané hodnoty:

Meranie Periéda /s Moment zotrvac¢nosti / kgm?
1. 11,08 14,316
2. 11,10 14,603
3. 11,05 13,887
4. 11,31 17,643
5. 10,98 12,891
6. 11,07 14,173
7. 11,03 13,602
8. 10,99 13,033
9. 11,10 14,603
10. 11,04 13,745

Priemernd periéda: T = 11.075 + 0.0875 s
Priemerny moment zotrva¢nosti: I = 14.2496 + 1.26131 kgm?

Relativna chyba merania:#, = 8,85 %

2.5 Vezana C4 vzorak Kvik

Aj ked sme sa v skuto¢nosti k vezi aj s Jarom presli, vzorové rieSenie bude predpokladat, ze ste takéto stastie v
zivote nemali a museli ste sa s ulohou potrapit ¢isto s pouzitim kombindcie pocitaca a mozgového myslenia.
Na plny pocet sa ale samozrejme kvalifikovali aj rieSenia zalozené na meraniach v teréne.

Na vyriesenie ulohy pouzijeme dva volne dostupné programy: Google Earth Pro a Stellarium. V Google Earth
najdeme patri¢né siradnice a presved¢ime sa, ¢i sa tam veza este stale nachadza a nie je ndhodou prave prikryta
mrakmi. Najnovsie snimky, Zial, nie st prave najvhodnejsie, pretoze tien je kratky a veza odfotena prili$ zboku.
Preto pouzijeme starSie snimky z marca 2014.

Ponajprv odmeriame dlzku tiefa veze. Google Earth na to ma vhodny néstroj — treba véak dat pozor, aby sme
spravne urcili zaciatok a koniec tiena. Veza nie je jednorozmerna palicka, takze je dolezité, aby sme merali
dlzku tiena niektorej jej zvislej sucasti, napriklad jedného piliera, pripadne jej osi. Pociatok ,pravitka“ teda
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mysou pripevnime k pite piliera, a koniec do miest, kde tieni piliera kon¢i. Dizka tiefia ndm tu vyjde priblizne
107 m.

Une | path | Polygon | Crde  aDpath | pobygon |

Measure the distance between two paints an the ground

Map Length: 107.09 | Meters -

Ground Length: 107.27
Heading: 351,12 degrees

[¥] Mouse Navigation

Obrézok 12: Meriame dizku tiefia

Této dlZka sa viak este vyske veze nerovnd. Aby ju sme mohli uréit podla dizky tiefia, potrebujeme poznat
uhlovu vysku Slnka nad obzorom v ¢ase vytvorenia snimky. Na to by sa ndm hodilo poznat presny c¢as. Nikto
nam ho sice nepovie, ale opat nam pomoéze Google Earth.

Ako sa Zem kruti, SInko opisuje po oblohe zhruba kruhovt drédhu. Polohu lubovolného nebeského telesa, teda
aj Slnka, mozeme popisat vo sférickej siradnicovej sustave. Stradnice tu tvori orientovany uhol 8, merany po
kolmici od nejakej referenénej roviny, potom orientovany uhol ¢ v tejto rovine, merany od nejakého ur¢eného
vyzna¢ného smeru, a napokon vzdialenost r.

Nam sa bude hodit takzvana topocentrickd sustava, v ktorej je referen¢nou rovinou miestny horizont a vyznac-
nym smerom sever. Uhlovu vzdialenost od horizontu, vratane znamienka (kladné hore), budeme nazyvat
vyskou nad obzorom. Uhlovi vzdialenost od severu, meranu v smere hodinovych ruciciek, zas nazveme azi-
mutom. Vzdialenost Slnka nds zaujimat nemusi a ani nebude.

Dalej si uvedomime, Ze v nasich zemepisnych $irkach azimut Slnka vzdy rastie’. Preto vieme povedat, Ze pocas
jedného dna je medzi casom a slne¢nym azimutom jednoznacny, prosty vztah. Google Earth prezradi, ze datum
zhotovenia snimky je 22. marec 2014. Azimut Slnka pozname, pretoze musi byt presne opacny, ako je smer
tiena veze. Pri merani nam program rovno povedal, Ze smer tiena na zemskom povrchu je asi 351°. Azimut
Slnka teda musi byt 171°. Otazku, ktora nas zaujima, mozeme teraz preformulovat takto: v akej vyske nad
obzorom bolo Slnko dna 22. marca 2014 na mieste veze v momente, ked jeho azimut bol 171°?

6Zamyslite sa, kde a kedy toto tvrdenie neplati.
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Na toto pouzijeme Stellarium’. Miesto pozorovatela nastavime na siradnice zo zadania. Nadmorska vyska nie
je podstatna, pre poriadok vSak mdzeme zadat hodnotu, ktora ukaze Google Earth (110 m).

Earth, Stretavka, 110m

Obrazok 13: Obrazovka v Stellariu. Nastavili sme spravnu polohu aj ¢as.

Nasledne nastavime datum na 22. 03. 2014. Azimutom Slnka priamo hybat nevieme, mozeme ale menit Cas.
Na oblohe najdeme Slnko a sledujeme jeho azimut. Pomocou klaves j a 1 sa popostivame v ¢ase az do okamihu,
ked je azimut priblizne rovny 171°.

Toto nastane o 11:12. Ostdva nam zaznamenat si okamzitd vysku Slnka nad horizontom, ¢o je 41,7°. No a
zvy$ok je uz iba jednoduchéd geometria. Dlzka tiefia je [ = ﬁ, a teda vyska veze h je rovna [ tan ¢. Po dosadent
hodnét ziskavame vysledok

h=107 m-tan41,7° = 95,3 m.

Nakoniec mozeme skusit overif na$ postup s inou snimkou, napriklad zo dfa 8. marca 2012. Dlzka tiena je
tu 130 m a jeho azimut 354,5°. Slnko dosiahlo opacny azimut, teda 174,5°, o 11:25 a jeho vyska nad obzorom
bola v tomto okamihu 36,6°. Po dosadeni nam tentokrat vyjde, ze vyska veze je

h =130 m - tan 36,6° = 96,5 m.

Skutoc¢nad vyska veze je priblizne 97 metrov. Vidime teda, Ze nasa metdda je v rdmci moznosti nasho merania
velmi presna.

’Samozrejme, d4 sa to aj priamo spocitat, ale nie je to tplne jednoduché.
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2.6 Tak urciteee! vzorak MatoB, opravoval MatoB

Na to, aby sme zistili, ¢i puk zastane skor alebo neskdr, ked je roztoc¢eny sa musime pozriet na to, ¢o sa deje s
trecou silou v oboch pripadoch. Nebudeme otalat a bez zbyto¢nych kecov sa pustime smelo do riesenia.

Prvu vec, ktort si musime uvedomit, je to, Ze kedze sa puk nedotyka podlozky len v jednom bode, ale ce-
lou svojou plochou, tiaz puku sa rovnomerne rozklada na celt sty¢nua plochu. To ale znamena, Ze trecia sila
nep6sobi iba v jednom bode, ale mézeme hovorit o akomsi ,,trecom $mykovom napiti“. Co tym chcel autor
vzoraku povedat? Predstavme si, Ze celd sty¢na plocha puku je S a pozrime sa na malicka plosku velka AS,
potom trecia sila posobiaca v tomto bode je velkd mgf<’ a ma smer proti smeru rychlosti, ktorou sa pohybuje
malicka ploska AS.

Ak puk nerotuje, kazdy bod puku sa pohybuje rovnakym smerom a v kazdom bode ma trecia sila rovnaky
smer. Akondhle v$ak puk zacne rotovat, tak rychlost r6znych bodov na puku bude smerovat réznym smerom,
¢o nam dava nadej na to, ze celkova trecia sila posobiaca proti smeru posuvnému pohybu bude mensia ako v
pripade ked puk nerotuje. Skisme si toto tvrdenie teraz dokazat. Pre jednoduchost sa pozrime miesto puku
tvaru kruhu iba na obru¢ tvaru kruznice, ktora sa pohybuje po drsnej podlozke. Nase zistenia uz potom lahko
zovSeobecnime na cely puk.

Oznacme si rychlost posuvného pohybu v a uhlovu rychlost obruc¢e w. Pozrime sa teraz na vektor rychlosti
bodu, ktory v stradnicovej ststave zviera s osou x uhol ¢.

y

?
wr cos() wr

wr sin(¢)

Obrazok 14: Vektor rychlosti na kruznici s polomerom r

Posuvna rychlost v tomto bode je

a obvodova rychlost rota¢ného pohybu

= wrcos(a)

— l—wrsin(a)] .
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Celkovy vektor rychlosti v danom bode je potom dany vektorom

S, o v—wrsin(a)
VERTY T wrcos(a) |

Trecia sila potom posobi proti smeru tohto vektora, ¢ize v opa¢nom smere ako jednotkovy vektor dany vekto-
rom celkovej rychlosti v danom bode 7 = V/|V|.

Prispevok trecej sily od kuska kruznice nachadzajtcej sa pod uhlom ¢ je teda

— Ay A¢ (v — wrsina, wrcos «)
AF, = —fmg—n = —fmg— .
v= an F g271 V2 + w?r? - 2vowrsin o

Y

Obrazok 15: Prispevky do trecej sily od vsetkych Styroch kiiskov

Uz sme skoro na konci, teraz si len musime uvedomit, Ze na kruznici s presne styri rozne body, ktoré v
absolttnej hodnote rovnaku velkost sinusu resp. kosinusu uhla. Ideouhly o, 1— ¢, 1+ 9pa -9 =2n-¢
(tito mnozinu uhlov si ozna¢me ako M). Po kratkom zamysleni prideme na to, Ze ked pre kazdi hodnotu ¢ z
intervalu (0,77/2) vektorovo spocitame prispevky trecej sily prichddzajtce od tychto $tyroch uhlov, tak ziskame
vektor, ktory ma nenulovu len x-ova komponentu t.j. v proti smeru posuvného pohybu.

Z ﬁ _ _fmg4Aq) (v,0)

ot 271 V2 + wr? - 2vwrsina’

Mozeme si v§imnut, Ze fubovolne mald nenulovd w potom sposobi, Ze sucet prispevkov od tychto Styroch
bodov na kruznici je mensi, ako keby kruznica nerotovala (kvoli ¢lenom v menovateli). To potom sposobi,
ze aj sucet cez vSetky mozné uhly od ¢ dopadne tak, Ze celkova trecia sila je mensia pre w # 0. Napokon si
len rozmyslime, Ze polomer kruznice tu nehra ziadnu dolezitt tlohu, ak je w # 0, tak je jedno aky je polomer,
vysledna trecia sila je vzdy mensia ako v pripade ak by kruznica nerotovala. Vysledok mozno preto jednoducho
zovSeobecnit na pripad vela koncentrickych kruznic, ¢ize kruh.
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Ak by chcel niekto spocitat celkovu treciu silu pdsobiacu na puk, dopracuje sa k tomuto integralu, ktory zial
sa nedd uz vyjadrit pomocou funkcii, ktoré Vas stredoskoldkov alebo nas vysokoskolakov ucia v skole (hoc
uznajte, s eliptickymi integralmi sa ¢lovek nestretava kazdy den, aj ked...). Preto vyriesit tlohu, akd drahu
puk presne prejde, kym zastane, nie je tloha, ktora sa da vyriesit len pomocou pera a papiera (analyticky). Ak
sa v§ak niekto na to dal, napr. numericky, mohol ziskat oproti standardnym 9 bodom este tri bonusové naviac,
¢ize celkovo ziskat 12 bodov za tuto ulohu!®

Pre fajn$mekrov teda slubeny vzorcek nakoniec,

m R Z¢ v — wrsin a, wr cos
F, = _f_g dr / de ( - ) .
nR2 Jo 0 V2 + w?r? — 2vwrsin «
2.7 FajnSmeker vzorak Adam, opravoval Adam

Prostriedky a obmedenia udavané zadanim nam toho neumoznuju robit vela. S vodami napriklad nemusime
ni¢ robit, ¢o ndm dava prvy odhad T« = 0 °C. Tento postup vsak nevycerpal velkodusnost zadania, ktoré
nam dovoluje dat obe vody do tepelne vodivého kontaktu. Ako nds asi ucili, teplota je taka vec, ze ked k sebe
prilozim dve veci, ktoré ju maju rovnakd, ni¢ zaujimavé sa neudeje. Ak ju v§ak maji roznu, po istom ¢akani ju
uz roznu mat nebudu. Vieme tiez, ze ak st k sebe prikladané veci z rovnakej latky, ¢o nase vody prakticky su,
tuto novd, kompromisnu teplotu zistime ako mnozstvom vazeny priemer pdvodnych teplot. Viacej nam ani
netreba.

Prilozme teda vody k sebe. Pouzitim pred chvilou osviezenych vedomosti dospejeme k tomu, Ze takto pre
destilovant vodu dosiahneme Ty, = 50 °C. Toto zlepsenie je vyrazné, nam vsak stdle ostava posledné eso v
rukave: tento ukon nemusime robit so vSetkou vodou naraz.

Pre jednoduchost si teraz ozna¢me teplotu 100 °C ako T' = 1 a mnozstvo vody 1 kg ako mnozstvo velkosti 1.
Skusme si destilovand vodu (dalej ,voda®) rozdelit na dve polovice, ktoré budeme postupne prikladat k sietovej
vode (dalej ,,zasobnik®).

Prvé priloZenie vyusti v polovici vody a zésobniku teploty 2. Po priloZeni zvy$nej polovice, ta spolu so z4-

sobnikom dosiahne teplotu 3. Spojenim polovic vody ziskame 1 vody teploty # = 2. To je znovu zlepSenie
oproti predchadzajucemu vysledku. Mozete si vyskusat, Ze pri deleni na tretiny vedie tento algoritmus znova
k lepsiemu vysledku. Podobne pri Stvrtinach, patinach, ..., n-tinach. Pozrime sa, aka bude vysledna teplo-
ta pre vieobecné delenie. Vezmime prvy kusok velkosti +. Prilozenim k zésobniku ho dostaneme (spolu so
zasobnikom) na teplotu H% Toto rad za radom spravime so vSetkymi # n-tinami.

Teplota kazdého kiasku po prilozeni bude vyzerat takto:

povodna teplota kusku - velkost kisku + aktudlna teplota zasobnika - velkost zasobnika
velkost kusku a zasobnika dokopy ’

Stai si uvedomit, Ze kazdym takym prilozenim klesne teplota zsobnika —Lr-krét, a teda sme schopni Ziadant
n

vyslednu teplotu vody zapisat ako

-1$- 15 (] y.

[y} [y}

8Viac ako to dopo¢itat do konca mozno zistit napr. v Phys. Rev. Lett. 90, 248302, ktory Vam s radostou spristupnia veddci
alebo napriklad isti riesitelia, ktori miesto vlastnej hlavy radi pouzivaju Google :P O tychto entitach medzi riesitelmi v$ak na tychto
miestach rad$ej poml¢ime, aby autor vzoraku predisiel pripadnym drazom...
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Zadania 2. kola zimnej casti - 30. 10. 2017 ‘ é)é)é)

Aj nepozornym okom sa da v ziadanom sucte vypozorovat sucet geometrického radu. Pre ten, ako mozno
vieme plati

1-4"

+@+q . +q" = ,

9+9 +9q q ql—q

¢o v nasom pripade znamena, Ze
1

;11 1‘(1+%)"_1_ 1

N N 1
141 (1+Z)

Mozno je ¢itatelovi zname, mozno nie, Ze vyraz (1 + %)n sa pri rasticom n, blizi (zdola) k ¢islu e. Z tejto
vedomosti vieme nahliadnut, Ze zvySovanim poctu kasov vody sa vieme na hocako blizko priblizit (zdola) k

hodnote

1
T=1--,
e

¢o je sice znova viac, nez sme mali predtym, avsak teplota povedzme 0,64 sa takymto algoritmom dosiahnut
neda.

Spomenieme si, Ze svoj vysledok sme prave zlepsili rozkiskovanim vody. Jedina vec, ktorti nam teraz ostava
vyskusat, je rozkuskovat aj zasobnik. Na zaciatok rozdelme vodu i zasobnik na polovice. Postupne prilozme
polovicu vody k obom poloviciam zasobnika. Takto ju ohrejeme na 3, pri¢om ndm zostali polovice zésobnika
s teplotami § a 3. Teraz uZ s touto polovicou vody nevieme robit ni¢, ¢o by zvysilo jej teplotu.

Ststredme svoju pozornost na este nevyuziti polovicu vody. Nastava dilema: ku ktorej polovici zasobnika
ju prilozit ako prvej? Uvedomme si, Ze teplota polovice vody po prilozeni je polovica niecoho. Chceme ¢o
najvyssiu teplotu, teda chceme o najvicsie nieco. Zaroven aj nieco je suctom volacoho a polovice dacoho.

Spracovanim tohoto kusku textu sa mozno dopracovat k zaveru, Ze chceme polovicu vody prilozit k teplejsej
casti zasobnika ako poslednej, aby vo pri jej teplote vo vysledku stala ; v ¢o najmensej mocnine. Vykondme
teda prikladania v takomto rozumnom poradi a dostaneme sa k vyslednej teplote celej vody 2. To je sice menej
ako 1 - 1, avsak je to povézlivo blizko a vyzaduje to ovela menej krokov.

Ak si v8ak citatel skusi aplikovat tento algoritmus pri deleni vody i zasobnika na n = 3 casti, zisti, ze hocako
velké delenie len vody bez delenia zasobnika sa moze schovat. Vyvstava otdzka, na aka teplotu vieme ohriat
vodu ak pouzijeme nas svetoborny algoritmus na vseobecné n. Pre istotu si ho este jasne napisme:

1. Rozdelme vodu i zasobnik na #n rovnakych casti.
2. Vezmime jednu cast vody a postupne ju prilozme ku vsetkym kuskom zasobnika.

3. Opakujeme rad za radom so zvysnymi ¢astami vody, pricom pri kiiskoch zasobnikov postupujeme od
tych s niz§ou teplotou k tym s vysou.

4. Zlejeme vsetky kasky vody dokopy.

Ekvivalentne:

1. Rozdelme vodu i zasobnik na n rovnakych casti.
2. Vezmime jednu ¢ast zdsobnika a postupne k nej prilozme vsetky kusky vody.
3. Opakujeme rad za radom so zvy$nymi ¢astami zasobnika.

4. Zlejeme vsetky kasky vody dokopy.
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Ako na podnose sa ndm ponuka napisat program, ktory by nam tymto algoritmom vyprodukoval vyslednu
teplotu vody. Sklamuc ozajstnych labuznikov sa touto cestou po autorovom stkromnom okuseni analytického
pristupu i vydame. SpiSeme, skompilujeme, spustime, vykreslime, vidime:
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Obrazok 16: Miesanie vody

Tusime, Ze zvySovanim n sa mozno s teplotou destilovanej vody dostat hocako blizko ku 100 °C, v ¢om sa da
nado vsetku spoloc¢ensky standardnt pochybnost presvedcit vypoctom vyslednej teploty pre nejaké velké .

V lepsivysledok sme ani nemohli dufat, ¢o nds odbremenuje od povinnosti dokazania, alebo aspon naznacenia
neprekonatelnosti nasho vysledku. Podstata vysledku nas vsak stavia do nelahkej situacie, na otazku zo zadania
totiz nejestvuje odpoved. Kedze s hocako velkym, ale predsa kone¢nym poctom kuskov sa vieme dostat hocako
blizko, ale predsa nie tplne ku 100 °C, musime puristicky odpovedat:

Najvyssia teplota, na ktoru vie Dusko ohriat 1 kg destilovanej vody, neexistuje.

Napokon neda ndm nespoment, ze podobné zariadenia pracujuce ale s plynmi napr. vo forme dvoch do seba
vlozenych rur, v ktorych prudi plyn alebo kvapalina proti sebe, sa naozaj pouzivajui v praxi na rekuperaciu
tepla.
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