\\ Fyzikdlny kore$pondencny semindr

| XXXIL roénik, 2016/2017 ® Hid
Trojsten

FKS, KTFDF FMFI UK, Mlynska dolina, 842 48 Bratislava

RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Dekorativna uloha vzorak Enka, opravovala Majka

Podme toho najprv zo zadania vydolovat ¢o najviac. Zadanie nam tvrdi, ze vietky Cajkine sily st zvislé. Aj
tiazova sila, ktora posobi v tazisku trojuholnika, ma zvisly smer. Zistili sme teda, ze vsetky sily posobice na
trojuholnik s rovnobezné. Dal$ou délezitou informdciou je podmienka, ze trojuholnik musi byt staticky. Co
to znamena? No predsa chceme, aby sa trojuholnik nepostval a ani neotacal (odbornejsie nekonal translacny
a rota¢ny pohyb). Ak sa trojuholnik nema postvat, vysledna sila pdsobiaca na trojuholnik musi byt nulova,
a ak sa nemd otacat, potom vysledny moment sily tiez musi byt nulovy. A nac¢o nam je informacia, ze spodna
strana trojuholnika je vo vodorovnej polohe? To sa hadam dozvieme neskor.

—

Fe

Obrazok 1: Sily pésobiace na trojuholnik. Vlavo pohlad na trojuholnik zboku a vpravo pohlad spredu

Vratme sa teraz k pojmu momentu sily. V $kole ste sa urcite ucili, ze moment sily je mozné urcit vzhladom
k lubovolnej osi, ktoru si sami zvolime (nemusi to byt os otacania).! Velkost momentu sily vypocitame ako
st¢in sily a ramena sily M = F - a’ (rameno sily a je kolmd vzdialenost vektorovej priamky sily od osi otaca-
nia). Pri vypocte mdzeme hladat spominanu vzdialenost, avsak v takom pripade mdzeme narazit na zlozita
geometriu. Castokrét je jednoduchsie si vektor rozloZit na dve zlozky, pri¢om jedna z nich na teleso nema
otacavy ucinok (jej rameno je nulové a teda jej moment sily je tiezZ nulovy).

Ak os si zvolime v Cajkinom trojuholniku? Ak tito os bude prechadzat cez pdsobisko dvoch sil, ich moment
sily vzhladom na tato os bude nulovy. Za os je teda rozumné si vybrat bud stranu trojuholnika alebo jeho
taznicu. My si zvolime taZnicu, ale rovnako by sme sa dopracovali k vysledku aj so stranami trojuholnika
(skuste si to rozmysliet).

'V skuto¢nosti, aby sa teleso neotac¢alo, musia byt momenty sil nulové nielen vzhladom na jednu os, ale na kazdd jednu z troch
na seba kolmych osi. Tieto osi dokonca nemusia byt na seba kolmé, staci, ked budu linearne nezavislé. V nasom priklade je ale
jasné, Ze trojuholnik sa nebude otacat okolo osi kolmej na rovinu trojuholnika.

2Vzdelanejsi zapis je M = 7 x F, ale tomu budete rozumiet, az ked sa naucite, ¢o je vektorovy sudin.
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Vyberme si napriklad taZnicu na stranu c. Sila z vrchola C a tiaZova sila F, maji nulovy moment sily. Sily
posobiace vo vrchole A a B si rozlozime na zlozku, ktora je kolma na rovinu trojuholnika (ozna¢me F,, a Fj, ),
a na zlozku, ktora lezi v rovine trojuholnika (ozna¢me Fy» a Fga).

Fu, | Fpy

Obrazok 2: Pohlad na trojuholnik, ktory lezi v rovine papiera

Sily leziace v rovine trojuholnika F, a Fg nemaju otd¢avy ucinok voci taznici (dobre si to rozmyslite). Ked-
ze taznica prechadza stredom strany ¢ (bod S.), ramend kolmych zloziek sil buda rovnako velké. Vysledny
moment sily ma byt nulovy a tak plati:

M=F, -a -Fg -a =0,
FAleBJ_-

KedZze povodné sily F4, Fp boli navzajom rovnobezné, pri rozklade sa ich pomer velkosti nezmenil. Teda aj
FA = FB-

Ak by sme za os zvolili ostatné taznice, rovnakou tvahou by sme dospeli k vysledku F, = Fp = F¢. Vysledna
sila musi byt tieZ nulové teda plati: F = F + Fp + F¢ — F, = 0, z Coho vyplyva
F

FA:FB:FC:?g.

Vyuzili sme v nasom rieSeni, Ze spodna strana trojuholnika je vo vodorovnej polohe? Nie. Tato informacia
nam nakoniec bola nanic :-)

2.2 Husty objekt podruhé vzordk Adam, opravoval MatoG

Prvym krokom k rozsudku o korektnosti grafu je identifikacia, ¢coho graf to vlastne je. Sila, ktorou treba teleso
tahat je rozdielom gravitacnej sily (ktora sa s povytiahnutim telesa prakticky nement, a teda v grafe predstavuje
len nezaujimavy posun krivky) a sily vztlakovej (ta je uz zaujimavejsia). Zadanie hovori o pomalom vytahovani,
¢o nam umoznuje neuvazovat odporové vplyvy prostredia. Jednoduchou zalezitostou je taktiez najdenie suvisu
medzi dlzkou povytiahnutej $nirky a polohou telesa pod hladinou, a preto ju nechdme ako rozcvicku pre
pripadného (itatela. Na prehladnu analyzu vztlakovej sily sa nam hodi vykonat isté zjednodusenia, ktoré ale
neuskodia vSeobecnosti.
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Ponorené teleso si predstavme ako valec alebo kvader s osou symetrie v zvislom smere. Vztlakova sila je potom
umerna len rozdielu tlakov na dolnu a hornt podstavu. Zapojenim Pascalovho zakona do celej tejto uvahy
zistime, Ze rozdiel tlakov zavisi len od vzdialenosti podstav. Ak by sme material valca nahradili materidlom
okolia, nijak sa to neli$i od zmesi bez valca, a teda na takyto ,,falo$ny“ valec musi posobit rovnako velka vztla-
kova sila, ako velka nan posobi tiazova sila. Ak by sa valec nachadzal v nehomogénnom prostredi, na to, aby

bola vysledna sila pdsobiaca na valec nulova, musi byt hustota materialu rovna priemernej hustote prostredia.

Nech je sucastou zmesi hocico, verime (a mame na to dobré dovody) Ze sa to sprava tak ako iné, fudstvom uz
preskiimané zmesi, a teda bude platit, ze hustejsie veci budu pod reds$imi. Takze priemerna hustota bo¢ného
okolia musi byt mensia alebo rovna hustote vrstvy, v ktorej sa nachadza dolna podstava a va¢sia alebo nanajvys
rovna hustote vrstvy pri hornej podstave’. Ako sme uz povedali, pri tahani valca nahor sa jeho spodnd podstava
bude prestvat stale do prostredia s mensou, nanajvys rovnakou hustotou. A teda vztlakova sila sa bude moct
len zmen3$ovat, nanajvys nemenit.

To kladie na zavislost zobrazent na grafe podmienku neklesajicosti. KedZe to nas graf ocividne nesplna, mo-
zeme ho pravom vyhlasit za nespravny.

2.3 Zabudnuta sastava vzorak Matus, opravoval Plys
Najskor si zhriime, ¢o o ststave vieme:

Zo zadania pozname koeficient $mykového trenia f, hmotnosti zavazi m a vieme, Ze medzi kladkami a lanami
trenie nie je. O lanach budeme predpokladat, ze su dokonale pevné. Na telesa samozrejme pdsobi tiazova sila.
Predpokladdme, Ze pozname tiazové zrychlenie g.

3Ulohou je vypoditat celkové zrychlenie ststavy. Skisme si teda nakreslit sily, ktoré posobia vo vertikilnom
smere. V obrazku oznac¢ime telesa pismenami A, Ba C.
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Obrazok 3: Obrdzok 1

KedZe v3etky telesd maji rovnaku hmotnost m, posobi na ne, ¢o do velkosti, rovnaka tiazova sila F,. KedZze
trecie sily st umerné normalovym silam, zostdva ndm len urcit, aké st velkosti normalovych sil posobiacich
na jednotlivé telesa.

Teleso C tlaci na teleso B len svojou tiazou, odtial vieme, Ze normaélova sila pdsobiaca na teleso C na styku
s telesom B je rovna F,. Avsak trecia sila prisltichajuica tejto normalovej sile, posobi aj na horny a aj na dolny
kvdder, ¢ize na teleso Caj B. Okrem toho pdsobi na teleso B normélova sila od podlozky velkosti Fap + Fy = 2F,.
K nej prisluchajuca trecia sila pdsobi len na teleso B. Posobenie trecich sil vidime na dalom obrazku.

*Toto je pomerne intuitivne, ale aj tak sa oplati uvedomit si, Ze to vyplyva z vlastnosti vizeného priemeru, pomocou ktorého
pocitame priemernu hustotu prostredia medzi podstavami
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Obrazok 4: Obrdzok 2

Teraz sa pozrieme na lana, ktoré sme zatial skoro vobec neuvazovali. Lana su, ako sme uz spomenuli, doko-
nale pevné. Co to ale znamend? Dokonalou pevnostou lana rozumieme to, Ze sa nepredlZuje ani neskracuje
posobenim vonkajsich sil. Teda kazda castica lana je v vzhladom na ostatné v pokoji. Ddsledok toho celého
je, Ze ak na koniec lana pdsobime silou F, na kazdu casticu, teda aj na druhy koniec, posobi sila rovna F. Ak je
druhy koniec niekde upevneny, bude na lano pdsobit silou F na bod upevnenia. To je vietko, ¢o potrebujeme
vediet o lanach na vyriesSenie tejto tlohy.

Zakreslime si tahové sily v lanach do obrazku. Budeme ich oznacovat T a T,.

T
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Obrazok 5: Obrdzok 3

Teraz si uz iba staci napisat pohybové rovnice pre jednotlivé telesa A, B a C, tie si nasledovné:

ma = F, - Ty,
ma=T1—T2—f-2-Fg—f-F,
ma =T, —f-F,.

Mame tri rovnice o troch neznamych, teda ich staci uz len vyriesit. Tak ziskame rieSenie

_(1-4f)
a—Tg.

Nakoniec sa este letmo pozrieme na limitny pripad f = 0 a uvedomime si, Ze nase rieSenie plati len za pod-
mienky f < ; - inak sa samozrejme stistava hybat nebude.

https://fks.sk/ 4 otazky@fks.sk


https://fks.sk/
mailto:\seminarEmail 

‘ (éé)(sb Riesenia 2. kola letnej casti

Komentar opravovatela

Najcastej$iu chybu ste robili hned na zaciatku, ked ste nenakreslili vsetky sily. 90 % z vas zabudlo na ti tbohu
tretiu silu, ktorou posobi teleso C na teleso B. Zrejme vas matie, Ze by to predsa mala byt ta istd sila ako ta,
ktorou pdsobi B na C, ale to nie je pravda. Sily sa definuju velkostou, smerom a telesom, na ktoré posobia.
V tomto pripade je velkost rovnakd, smer opacny a teleso pdsobenia iné.

Nakoniec som body udelovala podla Kvikovho druhého postulatu, ,,vzdy pri kontrole rieSenia uvazuj limitné

pripady®. Tym z vas, ktorym aspon vyslo, ze pre f = 0 je a = § som udelila bodov viac. V duchu tohoto

uzito¢ného postulatu vam odporucam kontrolovat si po sebe vase dalsie vysledky aj v budtcnosti.

2.4 Vedecké strasti vzordk Jaro, opravoval Samo$

Prv nez sa pustime do riesenia, zodpovedzme si najskor na otazku, o je to to perpetuum mobile. Wikipédia
nam dava nasledovnu odpoved:*

Perpetuum mobile je:

o hypotetické zariadenie, ktoré by trvalo vykonavalo pracu bez dodavania energie (perpetuum mobile
prvého druhu);

« hypoteticky periodicky pracujuci stroj, ktory by vsetko teplo odobraté zo zdroja premienal na pracu
(perpetuum mobile druhého druhu). Hned ndm je jasné, Ze nas bude zaujimat perpetuum mobile prvé-
ho druhu. Matovmu zariadeniu totiz nemusime dodéavat Ziadnu energiu a podla jeho predstav by mala
voda pretekat do vyssie polozenej nadoby, t. j. jej potencialna energia by mala rast.

Rozoberme si Matove zariadenie na drobné. Vieme identifikovat $tyri hlavné body, v ktorych by mohol nastat
problém:

vzlinanie vody kapilarou;

pretecenie vody zakrivenou castou kapilary;

prudenie vody kapilarou nadol;

odkvapkavanie vody z kapilary. Postupne sa pozrieme na jednotlivé body a pokusime sa identifikovat
problém.

.

Zac¢nime so vzlinanim. Hned na tvod si vyjasnime, ze atmosféricky tlak nezohrava ziadnu ulohu, pretoze
rovnaky tlak je na hladine vody v nadobe i v kapilare. Toto samozrejme bude platit, aj ked voda v kapilare
bude v jej zakrivenej Casti, resp. az za nou, takze neskor sa uz k tomuto vracat nebudeme. Zostava teda jedina
moznost — povrchové napitie. V $kole nas naucili, ¢o je to povrchové napitie, takze sa tu nebudeme zaobe-
rat fundamentalnymi poznatkami. Poznamenajme len, Ze existuji minimalne tri jednoduché pristupy, ako
vysvetlit vzlinanie, ktoré si v kratkosti predstavime.

4h‘ctps ://sk.wikipedia.org/wiki/Perpetuum_mobile

otazky@fks.sk 5 https://fks.sk/


https://sk.wikipedia.org/wiki/Perpetuum_mobile
mailto:\seminarEmail 
https://fks.sk/

Riesenia 2. kola letnej casti ® (éé)é)

Aoka\\“* >>>>>>>>>>>> A Ah
foT FT F
0 4
Oy Tva
h
R
I N

Obrazok 6: Voda v kapildre

Asi najstandardnejsi pristup je pomocou sil. Na kontakte kapilary, vody a vzduchu sposobuje povrchové na-
pétie silu velkosti F posobiacu v doty¢nicovom smere ku kvapaline, ktora ,vytahuje vodu do kapilary“> Verti-
kalna zlozka tejto sily ma velkost F; = Fcos 0, kde 0 je sty¢ny uhol. Voda bude v kapildre stupat dovtedy, kym
sa tiaz vodného stlpca v kapildre nevyrovna sile F;.

Druhy pristup® vyuziva skuto¢nost, Ze pod zakrivenou kvapalinou vznikd dodato¢ny kapilarny tlak. Tento
dodatocny tlak sposobi, ze na hladinu vody v kapilare bude posobit tlakova sila nahor, a ta vyvola vzlinanie.
Popritom ale bude rast hydrostaticky tlak, ktory sa prejavi tlakovou silou pdsobiacou na hladinu nadol. Vzlina-
nie sa ukonc¢i, ked bude vysledna tlakova sila nulova, teda ked sa bude kapilarny tlak rovnat hydrostatickému.

Nas vsak bude najviac zaujimat treti pristup, pretoZe ten vyuziva priamo energiu, no a energia je to, ¢o nas
pri perpetuu mobile zaujima. Vieme, Ze povrchova energia rozhrania dvoch prostredi je imerna ploche tohto
rozhrania. Koeficientom timernosti je prave povrchové napitie daného rozhrania - matematicky vyjadrené
E,ov = 08.

Tu si musime uvedomit, Ze nielen rozhranie voda-vzduch (budeme oznacovat va) ma nejaké povrchové na-
pitie, ale rovnako i rozhrania kapildra-voda (kv) a kapilara-vzduch (ka) maju svoje povrchové napdtia. Pre
dalsie uvahy budeme potrebovat porovnanie povrchovych napiti oy, a oy,, preto urobme nasledovna uvahu.
Je vSeobecne zname, ze fyzikalna sustava sa snazi nadobudnut taky stav, aby mala ¢o najmensiu energiu. Do-
sledkom toho je zakrivenie hladiny v kapilare. Vidime, ze kapilara ,,sa radSej dotyka vody nez vzduchu t. j.
voda zmaca kapilaru. V kontexte s tym, ¢o sme prave povedali o energii, mozeme prehlasit, Ze rozhranie kv
ma mensiu povrchovu energiu nez rozhranie ka, teda oy, < oy,.

Teraz sa mozeme vrétit k tretiemu pristupu. Co sa deje s jednotlivymi energiami, ked kvapalina v kapilare
vystapi o Ah? V prvom rade si uvedomme, Ze je to z energetického hladiska rovnaka situacia, ako keby sme
z volnej hladiny v nddobe zobrali trochu vody a polozili ju na vrch vodného stlpca v kapilare. Musime ju
vyzdvihnut do vysky h,” Teda i potencidlna energia sa zvysi o

AE,o = Amgh = nir’ pgh Ah,

>V skutoénosti to, ¢i ju vytahuje alebo vytlaca, zavisi od toho, & kvapalina zméca alebo nezméca steny kapilary. V nasom pripade
budeme uvazovat, ze voda zméca steny kapilary, teda sty¢ny uhol 9 je ostry.

8V skuto¢nosti to ani nie je druhy pristup, len iny pohlad na ten predchadzajuci.

"Predpokladdme, Ze volna hladina je daleko vicsia nez plocha prierezu kapildry, takze vyska hladiny v nadobe sa prakticky
nezmeni.
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kde r je polomer kapilary. Zaroven sa véak na useku kapilary o dlzke Ak zmeni typ rozhrania z ka na kv, teda
povrchové energia sa zmeni o

AEpov = Gka - UkaS = (Ukv - O'ka) 2ar Ah <0,

kedze Oy < Okg.

Na tvod sme sa zhodli, Zze Mato navrhuje perpetuum mobile prvého druhu, teda také, ktorému netreba dodavat
ziadnu energiu. To znamend, Ze mozno uvazovat jednoducho zakon zachovania energie. Odtial uz nie je
problém dopoditat, do akej maximalnej vysky vie voda vystupat. To nas vSak teraz nezaujima. Pre nds je
dolezité len to, pomocou akého mechanizmu vie do tejto medznej vysky vystapat. No a to sme uz zodpovedali.
Voda mdze zvy$ovat svoju potencialnu energiu na ukor toho, ze klesa celkova povrchova energia systému.

Tym sme uzavreli bod 1 a mozeme ist dalej. Tu uz budeme podstatne stru¢nejsi. Pokial uvazujeme, Ze kapilara
v mieste zahnutia je stdle dostato¢ne tenka a zahnutie nie je velmi ostré, voda bude stile upnuta i na horny
okraj kapildry, a teda kvalitativne® mozno pouzit rovnaku uvahu, ¢ize voda bude dalej ,,cestovat® kapilarou aj
cez ohyb na ukor znizenia povrchovej energie. Ni¢ sa nemeni ani v pripade zostupu vody dolu kapilarou za
ohybom.

Zostava ndm uz len bod 4. Co sa stane, ked voda dosiahne dolny koniec kapildry? Okamzite vidime, Ze nas
model tu uz prestava fungovat, pretoze dalsi postup nadol by si vyzadoval zvdcésenie rozhrania kv na ukor ka. To
uz ale nie je kam rozsirit. Navyse hned na tivod sme si vyjasnili, Ze atmosféricky tlak nezohrava ziadnu tlohu.
Existuje e$te nejaka sila, ktora by mohla donutit vodu odkvapnut z kapilary? Snad len graviticia nam nika
pomocnu ruku, lenze aj ti mdzeme rychlo zavrhnut. Staci si uvedomit, Ze voda je prakticky nestlacitelna, preto
sa v kapilare sprava ako také homogénne lanko prehodené cez kladku, a to sa nikdy nebude pohybovat v smere
kratsieho konca. Ak este chvilu zostaneme v tejto analégii, moZeme sa pytat, preco sa teda nepohybuje v smere
dlhsieho konca. No pretoze za krat$i koniec taha sila od povrchového napitia, ktora ho drzi v rovnovahe.

Matov model teda zlyhal v jeho zaverecnej faze. Nie je mozné, aby v pripade takto postaveného zariadenia
voda odkvapkavala z kapilary. Vsimnime si ale, Ze v opacnom smere takéto zariadenie na precerpavanie vody
fungovat bude. V tomto pripade si totiz mozeme dovolit prediZit otvoreny koniec kapildry pod troven toho
ponoreného v hornej nadobe, takze odkvapkavanie bude mozné (vid anal6gia s lankom). Samozrejme, Ze takto
ale ziadnu energiu neziskame, naopak, ¢ast stracame pri dopade kvapiek do dolnej nddoby, teda o perpetuu
mobile v tomto pripade nemdze byt ani reci.

Poznamka o odkvapkavani

Ked sme povedali, Ze voda z kapilary nebude odkvapkavat, mysleli sme tym trvalé odkvapkavanie. Ukazeme
si, Ze je teoreticky mozné, aby par kvapiek predsa len odkvaplo.

Vychdadzali sme z energetickej bilancie. Povedali sme, Ze voda vystapi do takej vysky, Ze pokles povrchovej
energie je rovny ndrastu potencialnej energie. My v§ak mame kapildru presne uréenej dizky. To znamena, ze
je presne dany pokles povrchovej a narast potencialnej energie, ked voda dosiahne horny koniec kapilary.

Pre jednoduchost uvazujme rovnu kapildru dizky H. Zavedme funkciu
1
OE (1) = = (AEpoy + AEpy) = [2 (Oka — Oky) — Erng] nrH,

ktora udava energiu ziskanu pri vystapeni vody az po horny koniec rovnej kapilary. Vidime, Ze tato energia
zavisi okrem iného aj na jej polomere.

8Pozor, nie kvantitativne, pretoZe tu uz kapildra nema lokalne tvar valca ale torusu.
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Vieme zvolit taky polomer r,, aby voda vystapila prave po horny koniec, teda 6E (r,) = 0. UvaZujme teraz
kapilaru s polomerom r < ry. V takom pripade 8E (r) > 0, teda nejaku energiu ziskame. Co je to za energia?

V nasich doterajsich uvahach sme uvazovali staticku pociatoénu i koneénu situaciu. Neuvazovali sme pritom,
ze voda v kapildre aj prudi, teda ma nejaku kineticku energiu. Na zaver vSak uz ziadnu kineticku energiu nema.
Kde sa teda stratila?

Vratme sa naspit k ohnutej kapildre. Uvaha o kinetickej energii kvalitativne plati aj v tomto pripade. Na3
model elevacie samozrejme zostava v platnosti, no musime modifikovat zavere¢nu fazu. Predpokladajme, ze
voda dosiahne horny koniec kapildry, no stile ma nejaka kinetickti energiu. Co sa teda bude diat? Voda bude
pokracovat v pohybe. V pripade, Ze je kapilara dostato¢ne tenkd, teda voda v nej stipa dostato¢ne rychlo,
za¢ne voda z horného konca kapilary predsa len vystupovat.’

Zacne sa tam formovat kvapocka. Tym ale rastie povrch kvapaliny, a teda aj povrchova energia. V dosledku
toho bude kineticka energia vody v kapilare klesat a vzlinanie vody bude ustavat. Ak kvapdcka dosiahne dosta-
to¢nu velkost, odkvapne. Takto moze odkvapnut aj niekolko kvapdcok, kym voda v kapilare uplne nezastane.
Dolezité vsak je, ze tato prechodna faza trva len obmedzent dobu a v kone¢nom c¢ase skon¢i. Nijako pritom
neporusuje zakon zachovania energie.

2.5 Kancelarske santenie vzorak Vladko, opravoval Vladko

Zuzka sa nam neodraza nohami! Hroza, ¢o teraz? Nuz, ni¢ strasného sa nedeje. Na ststavu Zuzka + stolicka
neposobi vonkajsia sila, lebo tlazova sila sa vyrusi so silou od podlozky - zeme. Teda podla jedného z Ne-

wtonovych zakonov plati F = T = 0, vektor sily sa rovna ¢asovej zmene vektora hybnosti. Takze sa nemeni
hybnost ststavy a jej tazisko zotrvava v pokoji alebo v rovnomernom priamociarom pohybe. To ndam nevadi,
my nepotrebujeme, aby Zuzka s kreslom niekam docestovala a pri rotacii tazisko pokojne moze stat.

Co ndm opisuje rotaciu sustavy? Jej moment hybnosti. Ekvivalentn4 rota¢na rovnica k spomenutej je M= AL,
M je moment sily, fyzikdlna veli¢ina opisujuca ako dobre sila nie¢o otaca. Plati M = 7 x F,kde 7 je najkratsi

vektor od osi otd¢ania ku pdsobisku sily.

Pre nas, ¢o sa nekamaratime s vektorovym st¢inom staci poznat, ze velkost ota¢avého ucinku sily je vzdialenost
od osi krat zlozka sily, ktora roztaca objekt. Napriklad pre dvere vieme, Ze Iahsie sa otacaju ak tla¢ime dalej od
pantov (zvic$ujeme 7') a takisto ak pdsobime kolmo na ne (ak by ste tahali pozdlZ dveri - snazili sa ich vytrhnuat
z pantov, tak by ste ich velmi neotacali). A ¢o nam uvedena rovnica hovori? Tento otacavy ucinok spdsobuje
zmenu vektora momentu hybnosti L, ktory sa da vypocitat ako L = I&". Takze napriklad ak p = mv
pomocou slovnika prelozim na L = Id. Nakoniec, este par slov k momentu zotrvacnosti I. Vyjadruje ako je
rozlozena hmota okolo osi otacania. Ak je hmota daleko (tazko ju roztocit), I je velké. Naopak, ak je hmota
blizko osi otacania, tak sa lahsie roztoci a I je malé.

Vsetky sily na Zuzku posobiace (tiazova a normalova od podlozky) posobia v jej tazisku. Rotécia, po ktorej
Zuzka tuzi, bude okolo osi prechadzajucej taziskom. To znamena, zZe posobiace sily maji nulovy moment sily,
a teda podla nasej rovnice, moment hybnosti L sa v ¢ase nemeni! Na zaciatku Zuzka nerotuje, plati L =0, takze
ak za¢ne napriklad otacat vystretou rukou doprava, jej telo aj s kreslom sa za¢nu otacat dolava, aby moment
hybnosti zostal nulovy. Nuz, ale Zuzka za¢ne byt smutna, lebo vie otocit vystretu ruku asi len okolo 180°
a potom zabava skoncila.

Treba si uvedomit, Ze toto je dost problematické. Rychlost stiipania je zna¢ne limitovana viskozitou kvapaliny. Je pravda, Ze pri
tenkych kapildrach je vzlinanie vyraznejsie, ale prave tu sa o to viac prejavuje aj trenie kvapaliny o kapilaru, ktoré brani rychlemu
stupaniu.

0Poznamka o rota¢nych vzoréekoch: ked'si na ne nevieme spomentt, tak vezmeme vzorce pre neotacavt mechaniku a prekladovy
slovnik. Prekladovy slovnik z nerotovanej fymky do rotovanej fyziky: hmotnost m je moment zotrvacnosti I, sila F je moment sily
M, rychlost ¥ je uhlové rychlost @, hybnost p je moment hybnosti L.
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Vieme vsak pouzit trik a ruku prilozit k telu, tym zmensit moment zotrvacnosti I, prilozent ruku otocit spit,
vystriet ruku, tym zvacsit moment zotrvacnosti I, a otocit ju zasa v opacnom smere ako si Zelame tocit kres-
lom. Pri spitnom pohybe sice trosku uberieme z L, ale vdaka meneniu momentu zotrvacnosti pri pohybe
s vystretou rukou ziskame viac rotdcie ako stratime pri spatnom pohybe.

Video o tom, ako sa s tlohou popasovali veduci FKS, najdete na https://youtu.be/A8pUOZEXSPC.

Komentar k rieSeniam

Najcastejsie sme museli strhavat body za absenciu videa, ktorého sme sa dozadovali. Z fyzikalneho hladiska
najcastejsou chyba bolo, ked ste argumentovali otacanie trecou silou. Trecie sily st vonkajsie sily a my predsa
hladdme sposob, ktory by fungoval aj bez vonkajsich sil, teda napriklad v otvorenom vesmire. Dalsi opisany
sposob sa opieral o zmenu taziska. Ta mala byt spdsobend bud odrazenim od okraja stolicky a dopadom na
druht stranu alebo istym neurc¢itym hmyrenim tela. Pri odraze by sme pootocili stolicku do strany opac¢nej, ako
sa odrazame a nasledne by sme dopadom zrusili akékolvek ziskané pootocenie. Takisto podobne pri hmyreni
tela by sme otocenie neziskali, pokial by sme nevyuzivali uz popisany zdkon zachovania momentu hybnosti.

Prijemne nas prekvapili niektoré pekné vided, kde riesitelia roztacali nad hlavou hmotny objekt, teda stoli¢-
ka musela kvoli momentu hybnosti sa tocit opacne. Najextravagantnejsie rieSenie bolo vypustanie hasiaceho
pristroja, ktory dodal potrebny impulz na otocenie. Poktisime vybrat najzaujimavejsie videa a uverejnit kom-
pilaciu na nasej stranke na Facebooku.

2.6 Vladkove kvetinace vzorak Arthur, opravoval Arthur

Pri rieSenti tejto ulohy budeme vychadzat z Bernoulliho rovnice v tvare
P 1
-+ Evz + gh = konstanta.
Mozeme uvazovat, ze rozdiel atmosférickych tlakov je zanedbatelny a vyjadrime si v; z rovnice kontinuity,
v§ = konstanta.

Toto dosadime naspit do Bernoulliho rovnice a vyjadrime z nej v,

1 S
gh= —vz(l——z),
27 s?

Polomer kvetinaca je ovela vacsi nez polomer dierky, takze zlozku obsahujicu v, zanedbame a dostavame
v, = \/2g7 Zo vztahu pre v, uz vieme zbadat, Ze voda bude z kuzela vytekat priemerne vi¢sou rychlostou ako
z valca, kedZe zrezany kuzel ma viac objemu v hornej polovici, no stale este nevieme, za aky ¢as budu prazdne.
Potrebny ¢as zratame pomocou nejakého vypoctového programu.

Venujme sa najprv valcu. Zapi$me rozmery kvetinaca, teda polomer/priemer kvetinaca, vysku vodnej hladiny
a polomer dierky, ktorou voda vytekd. Stanovme si nejaké dt, ktorym oznacime kratky ¢asovy usek. Vytvorme
cyklus, pomocou ktorého zistime vysku v ¢ase t+dt. Z h(t) pozname v(t) = \/2gh(t), z ktorého vyratame dV,
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oznacujuce objem, ktory vytecie z nadoby od t po t + dt. Ziskavame dV(¢) = v(t)S,dt, kde S, je plocha dierky.
Z vyteceného objemu nasledne zratame vysku hladiny v ¢ + dt
dv(t)

h(t+dt) = h(t) - 5
P

Riesime analogicky pre zrezany kuzel az po dV(t). Pokles bude rozdielny, kedze s vyskou hladiny sa meni aj
jej polomer. Vypocitame ho z podobnosti trojuholnikov. Oznacme si x vysku nezrezanej casti kuzela, potom

plati
rt) _ 1 _ r(0)

h(t)+x  x h(0)+x

Vyjadrime x:
r,h(0)
X=———.
r(0) =1,

A nasledne r(¢):

(1) = %mo) 1)+

Z r(t) vypocitame S(t), ktoré dosadime do
_dv(y)
S(t)

Uz len zaddme vzorce do tabulkového procesora a potiahneme tabulky dole, az dostaneme h(t) < 0 alebo
napriklad v Pythone do while (h > 0) funkcie, ktora zrata, kedy vsetka voda vytecie. Ulohu sme teda vyriesili

a mozeme vytvorit grafy z vypocitanych udajov.

h(t+dt) = h(t)

0.2 T T

valec —*—

zrezany kuzel

0.15

0.1

Vyska hladiny / m

0.05

0 20 40 60 80 100

Cas /s

Obrazok 7: Porovnanie hladin dvoch kvetindcéov

Modrou je na grafe oznaceny valcovy kvetina¢ (r, = 0,1 m, r; = 0,005m, 4(0) = 0,2m, dt = 1s), ktory vytecie
priblizne za 78 sekund a oranzovou kvetina¢ v tvare zrezaného kuzela (r(0) = 0,15m, r, = 0,05m, 4 = 0,005 m,
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h(0) = 0,2m, dt = 1s), ktory vytecie za 63 sekund. Vidime, Ze aj ked je v kuzelovom kvetina¢i dlhodobejsie
hladina vys$sie, tak hladina vody vo valci klesa ¢casom pomalsie a hladina vody v zrezanom kuzeli rychlejie, az
v 57. sekunde bude vyssia hladina pre zmenu vo valci.

Programy v Exceli a v Pythone sa nachddzaju tu.

2.7 Kvikove vesmirne gule vzordk Kvik, opravoval Kvik

Uloha nie je nijak matematicky néro¢nd, je vsak dolezité sprévne poskladat vietky zndme fakty a nenechat sa
odlakat k integralom a diferencialnym rovniciam skor, nez ju detailne pochopime.

Zaroven treba spravit niekolko rozumnych predpokladov, aby sme to zvladli dopocitat. Napriklad ze

« velkost gul je omnoho vidsia, ako vlnova dizka dopadajiceho svetla,
« ich hmotnost je rovnaka a zanedbatelna oproti hmotnosti hviezdy,

« ich vzajomné gravita¢né pdsobenie je zanedbatelné,

« hviezdu mozeme povazovat za bodovy zdroj,

« anapokon to, Ze gule nemaju vlastny zdroj pohonu.

Samozrejme, ak ste to dokazali bez nich, plny pocet bodov vas neminul. A teraz uz podme rozmyslat.

V prvom rade by sme mali mat na pamaiti, ze pokial st hmotnosti telies zanedbatelné voc¢i hmotnosti central-
neho telesa, nebude na nich vobec zdlezat. Toto je zjavne nas pripad, takze rézne drahy gul teda musia byt
sposobené nie¢im inym, nez roznymi hmotnostami. Avsak aj ked zadanie explicitne nehovori, ze hmotnost
gul je rovnaka, je to dolezité. Ak by napriklad jedna z gil mala velmi mald hustotu, gravita¢né posobenie by
bolo slabsie, ale sila Ziarenia by ostala rovnaka a gula by hned uletela, pretoze by ju Ziarenie odtlacilo. Toto je
takisto dovod, preco musia byt solarne plachetnice vyrobené z extrémne tenkej folie.

Teda jediné, ¢im sa gule od seba lisia, st ich rozli¢né farby, alebo presnejsie povedané, rozli¢cna odrazivost.
Hviezda intenzivne Ziari a teda vysiela velké mnozstvo foténov, ktoré pri zrazkach s gulami moézu odovzdat
svoju hybnost a tak menit ich pohybovy stav. Pre realnu hviezdu je tento tlak velmi maly'!, v nasom pripade
sa ale ukaze, ze to tak veru nebude. Ako sa teda budu prejavovat jednotlivé materidly?

Priesvitna gula

Priesvitna gula bude fotény veselo ignorovat a poleti tak, ako jej kaize Newtonov gravita¢ny zakon. S touto
znalostou vieme vypocitat jej rychlost, a teda aj pdvodnu rychlost ostatnych gul na zac¢iatku pohybu. Napriklad
tak, ze vieme, Ze nasou dostredivou silou je gravita¢na. Polozime teda zname vyjadrenia do rovnosti:

GMm mv?
7 q’
GM
V=1 [ —),
q

kde M je hmotnost hviezdy a m hmotnost gule za predpokladu, ze M > m.

Cierna gula

Cierna gula absorbuje kazdy foton, ktory sa s nou stretne. S trochou zamyslenia a nasledného integrovania by
sme mozno vedeli spocitat priemernt intenzitu a tok Ziarenia... skisime si v§ak vystacit bez tejto informacie.
Uvedomime si len, Ze celkova sila, ktord ju odtlaca od hviezdy, musi mat presne taku velkost a smer, Ze ked sa

"napriklad pre Slnko je to vo vzdialenosti Zeme priblizne 4,5 uPa
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zlozi s gravita¢nou silou, tahajicou gulu ku hviezde, musi vo vysledku viest k parabolickej drahe. Zo symetrie
gule vzhladom na os smerujicu do hviezdy je zrejmé, ze zlozky kolmé na tuto os sa navzajom vyrusia a ostane
iba vysledna sila smerujica radialne od hviezdy. Ostava nam urcit jej velkost.

Tu si pripomenieme divne vyzerajtci predpoklad z prvého odseku. Ze vraj gule nemaju vlastny zdroj pohonu?
A preco by akoze mali mat? No veru ze mat mdzu - konkrétne ¢ierna gula fotony absorbuje, Cize pohlcuje
ich energiu. Po kratkom case by sa zohriala a zacala vyzarovat vlastné Ziarenie dokonale cierneho telesa. Ak
vsak nie je dokonale tepelne vodiva a nedajboze este rotuje, fotony nebudu vyziarené do vietkych smerov
rovnako, a vysledkom bude dal$ia nezanedbatelna sila. Pre skuto¢né asteroidy je tato sila velmi dolezita, aj
ked je velmi mala.'” Budeme teda predpokladat, Ze nasa gula sa zohrieva rovnomerne a vyzaruje do vietkych
smerov rovnako, takze vysledny efekt je nulovy.

Ako teda ur¢ime velkost? Sila Ziarenia pdsobi proti gravitacnej sile a teda vysledné spravanie sa gule bude také,
ako keby sme gravita¢na silu zmensili - teda nasa ,,efektivna“ hodnota G, ktort si oznac¢ime G’, bude o nieco
mensia. Zaroven ale plati, Ze aj gravitacna sila, aj sila od foténov, klesd s druhou mocninou vzdialenosti. Takze
ak gula odleti do vzdialenosti k - g, obe sily budu k?-krat mensie. To ale znamend, ze ich vzdjomny pomer
ostane rovnaky! Potom musi platit, ze G’ = aG, kde « je nejaka konstanta.

Pre parabolicku drédhu plati, Ze rychlost telesa v nekonecne je nulova — inymi slovami, ze stucet kinetickej
a potencialnej energie voci nekonec¢nu je v kazdom okamihu, aj v ¢ = 0, rovny nule. Takze si obe energie
zapi$eme, bertic nova hodnotu G’ = aG:

mv:  aGMm ~

Povodnu rychlost v ale uz pozname vdaka priehladnej guli, takze ju sem mozZeme dosadit:

GM _2aGM
q q

1
a=—.
2
Takze v pripade ciernej gule musi byt sila pochadzajica od fotonov polovi¢na oproti gravitacnej. A ked ich
vektorovo sc¢itame (¢ize od¢itame velkosti, kedze posobia proti sebe), vidime, ze vysledna sila bude takisto
polovi¢na.

Gula s odrazkami

Yy /s

Tretia gula je este vyssi level od ¢iernej — nielenze pohlti hybnost kazdého foténu, ale navyse este vysle dalsi
foton spat. Odrazka, akii mavame napriklad na bicykli, totiz v idealnom pripade kazdy fotén posle presne tam,
odkial prisiel. Radialne zlozky sil sice budu stale pritomné, ale opit sa vyrusia, takze odrazené fotdny takisto
vytvaraju vyslednu silu v smere od hviezdy. Vsetko si to zhrnieme v obrazku:

12NaZ)'fva sa to Jarkovského efekt, https://en.wikipedia.org/wiki/Yarkovsky effect.

https://fks.sk/ 12 otazky@fks.sk


https://en.wikipedia.org/wiki/Yarkovsky_effect
https://fks.sk/
mailto:\seminarEmail 

‘ (éé)(sb Riesenia 2. kola letnej casti

Obrazok 8: Interakcia fotonov s Kvikovymi vesmirnymi gulami

Takze na tretiu gulu posobi kazdy foton dvakrat silnejsie, ako na ¢iernu a teda aj celkova sila bude dvojnasobna.
Povodna sila za absorbované fotony nam znizila efektivne G o polovicu, nova sila ho znovu znizi este o dal-
$iu polovicu povodnej hodnoty. Vysledné efektivne G je teda nulové a gula sa bude pohybovat rovhomerne
priamociaro v rovnakom smere, v akom ju Kvik hodil.

Vietko spolu

Nakoniec si to vSetko zhrnieme a zodpovieme na otazku. Po jednom obehu sa priehladna gula samozrejme
vrati na svoje povodné miesto, takze jej vysledny posun bude nulovy. Gula s odrazkami zatial leti konstant-
nou rychlostou po priamke, takze za rovnaky ¢as preleti drahu 277q. Hned vidime, Ze hladand vzdialenost je
jednoducho 27g.

Bonus

Bonusova otazka uz takto ahko vyriesit nejde, budeme musiet pouzit nejaké mocnejsie nastroje. Vhodnou
kombinaciou je druhy Keplerov zakon (teda zakon zachovania momentu hybnosti) a urcity integral, alebo pre
pokrocilejsich nebeskych mechanikov Barkerova rovnica. Ukazeme si prvy postup.

KedZe na zaciatku pohybu je rychlost aj poloha vsetkych troch gul rovnaka, musi byt rovnaky aj ich $pecificky
moment hybnosti C = 2¢. Cize plo$na rychlost, ktorou rovinu drahy zameta sprievodi¢ kazdej gule, je takisto

konstantna a pre vSetky gule rovnaka... a z toho vyplyva, Ze aj po jednom obehu priehladnej gule budu musiet
byt zametené plochy, zodpovedajice jednotlivym guliam, rovnaké:

y

¢ierna

R
: .
N > . \ X
priehladna 4 ’ odrazkova

Obrazok 9: Plochy zametené sprievodicmi gul pocas prvého obehu priehladnej gule
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Uz vieme, Ze plocha opisana sprievodicom priehladnej gule je plochou kruznice s polomerom g, ¢ize mg?.
Plocha opisana sprievodi¢om gule s odrazkami je rovna ploche pravouhlého trojuholnika STR s odvesnami g
a 27q, ¢ize opat ng>.

Co viak s ¢iernou gulou? Zorientujme si nasu stistavu tak, aby jej draha bola popisatelna rovnicou paraboly
y = kx? pre nejakd konstantu k. V takejto ststave gula doleti do bodu so suradnicami xp a yg. Plocha opisana

sprievodi¢om bude je rozdielom plochy obdlZnika BXTY so stranami xg a yg, plochy trojuholnika BYS a plochy
pod parabolou medzi bodmi 0 a xg.

» . Ve . . ‘ P s . . _ p sy
Podme najprv urcit rozmery paraboly. Jej rovnica v poldrnych siradniciach je r = 175, pri¢om uhol budeme

merat od smeru proti osi y. Odtial by sme mali vidiet, Ze pre ¢ = 90°, teda v smere rovnobeznom s osou x, musi
byt r = p = 2q, takze parabola prechddza bodom [2g, q]. S touto znalostou uz vieme urcit konstantu k = ﬁ,
a teda rovnica nasej paraboly bude

x2
-
a pre suradnice xg, y bude platit
2
JB = z—z-
Teraz uz vieme spoitat plochu obdlznika ako
x3
Sp=Xp-yp = ﬁ

a plochu trojuholnika ako

S :xB'()’B—CZ):ﬁ_@
! 2 8g 2

Plochu pod parabolou ndjdeme ako urcity integral
XB 2 3
Sz = x— dx = x—B

/ 4q 12q

No a ked to vSetko zlozime dokopy, dostaneme vyjadrenie plochy zametenej sprievodi¢om, o ktorej uz vieme,
ze musi byt rovna ploche kruznice prisluchajucej priehladnej guli:

Spo S-Sy B % L,
49 8q 2 12q

Jednoduchymi tipravami mozeme tuto rovnicu prepisat do tvaru

3
(x—B) + 12(@) — 247 =0,
q q

s ktorym si uz Wolfram|Alpha vie poradit. Ked vypocitame aj y, zistime, ze vysledna poloha liernej gule
v nasich suradniciach je x5 = 3,297 q a yp = 2,717 q. Z Pytagorovej vety lahko dopocitame vzdialenosti
k priehladnej guli d; = 4,272 q a k odrazkovej d, = 4,038 q.
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Komentar k rieSeniam

Poradili ste si s tym celkom pekne, najmd sa mi pacilo, ako ste si uvedomovali, ¢o treba zanedbat (hlavne
Dvojka by solidne zapadol do lubovolnej kr¢movej diskusie). Viaceri ste pisali o hyperbolickych drahach gule
s odrazkami. Istym sposobom to je pravda, ale ta priamka je len riadne zdegenerovana hyperbola (s nekonec-
nou excentricitou).

Bonus si zjavne zasluzil iba dve kompletné rieSenia: numericku simuldciu od Legolasa, ktory pekne upravil
rieSenie minuloro¢nej tlohy; a ve¢nu Cest a sldavu za uplné a spravne analytické rieSenie pomocou Barkerovej
rovnice ziskava Mysel :-)
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