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Riesenia 3. kola zimnej Casti

3.1 Energicka prechadzka vzorék Denda, opravovala Denda

Ano, prvy Newtonov zdkon ndm hovori o tom, Ze teleso sa pohybuje rovnomernym priamoéiarym pohybom,
pokial nie je vonkaj$imi silami natené tento pohybovy stav zmenit.! Spomenme si vSak na situacie, v ktorych
sme ho pouzivali. I§lo bud o hmotny bod alebo o kvadrik kizajici sa po podlozke, ¢i kottlajucu sa lopticku...
jednoducho o ¢okolvek s jednotnym pohybom, ¢o sme pri zadani tlohy vedeli aproximovat hmotnym bo-
dom. Predstavte si vSak kracajiceho ¢loveka. Je mozné vnimat tento pohyb jednoducho iba ako rovnomerny
priamociary pohyb taziska? Dufam, ze po kratkom zamysleni si kazdy z vas povedal ,,nie®

Ludské kracanie je samo o sebe velmi komplexny problém. Mozete si v§imat, ktoré svaly pri nom pouzivate,
ako sa napinaji a uvolnuju. Kazdy z tychto pohybov je navyse vyvolany rychlymi nervovymi signdlmi, pricom
sa v tele deju vielijaké biochemické a fyzikalne procesy. Zahladme sa vSak na tento problém o¢ami vonkajsieho
pozorovatela. Ten vidi ako preslapujeme z jednej nohy na druhd, pricom v momente ako jednu nohu pokla-
dame, druht uz zdvihame. Cez polozent nohu sa ako inverzné kyvadlo prehupujeme opit na druhu, ktora
z momentu pokoja, kedy sme sa nou prehupovali, musela pocas prehupovania sa cez druht nohu predbehnut
nase telo, kde sa opit zastavila a zacala ju predbiehat druha.

Kazda z noh teda polovicu nasho pohybu stoji. Ak sa pohybujeme rychlostou v dopredu, kazda z n6h musi
mat pocas svojho pohybu priemernd rychlost 2v. Jej pohyb v8ak nie je rovnomerny, mozete si vSimnut, ze
vadsinu casu zrychluje a potom sa velmi rychlo a hladko zastavi. Vidime tu, Ze pohybovy stav n6h sa neustale
meni a teda na ne musime posobit nejakou silou.”. Tu prichadza na svet otdzka: ,,Stuvisi sila s energiou?*.

Klu¢ovym slovom v tomto momente je praca W. Ak pdsobime na teleso silou F na nejakej drahe s, povieme,
7e kondme pracu W = F-s. A préca uz tizko svisi s energiou. Pri konani préce totizto energiu stracame. Casto
teda v roznych materidloch najdete vztah AW = AE. Ako sme si uz napisali, pocas celého nasho pohybu nohy
bud zrychluju, alebo spomaluja.

Pdsobime na ne silou a strdcame pri tom energiu. Zavisi to vSak od rychlosti chddze? Spravna odpoved je
»ano" a dovodom nie je ni¢ iné ako to, Ze ¢im rychlejsia chddza, tym vacsie zrychlenie/spomalenie je potreb-
né docielit, ¢o znamena, Ze musime posobit vi¢sou silou. Ubytok energie je priamo timerny sile a teda ¢im
rychlejsia chddza, tym viac stracame energie.

Nohy v8ak nie su jediné, ¢o urychlujeme. Pri chodzi taktiez hybeme rukami, ramenami, prsnymi svalmi, bok-
mi, ... VSetky tieto pohyby velmi hrubo pripominaji pohyb kyvadla. Na jednej strane zastavis, aby si mohol
zmenit smer na opaény. Kazdy z tychto pohybov si teda tiez vyZaduje nejakt pracu. Co je viak najdolezitejsie,
ani samotné nase tazisko sa nepohybuje rovhomernym priamociarym pohybom, ale skor po akejsi sinusoide.
Tento fakt som chcela naznacit uz aj samotnym prirovnanim ku kyvadlu. Pri krd¢ani teda neustale kmitame
ako pruzinka medzi stavom s najvyssou potencialnou energiou a najnizsou potencialnou energiou, pricom sa
zaroven pohybujeme dopredu rychlostou v.

!Zotrvavanie v pokoji je $pecidlnym pripadom, kedy v = 0.
2Td musi samozrejme vyvolat samotné nase telo
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3.2 Zahadna baterka vzorak Samo T., opravovala Katka

Prva vec, ¢o si musime uvedomit, je to, ako funguje batéria. Batériu tvoria dve elektrédy, katdéda a andda,
ktoré su obklopené elektrolytmi, ¢ize roztokmi, ktoré vedu elektricky prud. Medzi elektrodami a elektrolytom
dochadza k chemickej reakcii, ktora vytvara rozdiel elektrickych potencialov.

Co je to vlastne ten elektricky potencial? Je to fyzikdlna veli¢ina, ktord udéva, kolko energie spotrebujeme
na prenos Castice s nabojom jeden Coulomb pri presune z miesta s niz§im potencialom do miesta s vy$$im
potencidlom (v gravitatnom poli by analdgiu bola c¢astica s hmotnostou jeden kilogram). Ide teda v principe
len o potencialnu energiu predelent velkostou néboja.

Rozdiel potencidlov nazyvame elektrické napdtie. Pozrime sa teraz na dve batérie, ked prilozime k sebe ich
elektrody.

Pokial su zhodné (obe su katody alebo st obe anddy), ¢astice ziskavaji energiu pri prechode prvou batéri-
ou, a potom stracaju energiu pri pohybe cez druht batériu. KedZze mame batérie s rovnakym potenciadlovym
rozdielom (napitim), castice prechodom cez takito sustavu neziskavaju ziadnu energiu. Navyse na spojeni
dvoch elektréd musia prekonat potencialovu bariéru, a na to potrebuji mat dostato¢nu energiu.

KedZe batérie v izbe maju konstantnu a nenulovu teplotu, vnutri batérie sa nachadzaju castice, ktoré maju
dostato¢nu energiu na to, aby tento potencialovy rozdiel prekonali. Podobne aj sa aj v plyne nachadzaju velmi
pomalé, ale aj velmi rychle molekuly. Je ich vSak strasne malo a v stave tepelnej rovnovéahy plati, ze rovnako
vela castic, ako prechddza z prvej batérie do druhej, prechadza aj z druhej do prvej. Celkovo tak netecie medzi
batériami ziadny makroskopicky prud (namerali by sme maximadlne nejaky §um) dany prave spominanym
mikroskopickym pohybom castic.

Co sa stane, ked prilozime k sebe opa¢né elektrédy, teda ako je zadané? Castice budu naberat energiu pri
prechode prvou batériou a pri prechode druhou batériou nabert este raz tolko energie.

Presunu sa vsak castice v elektrolyte z jedného konca samovolne na druhy? Nie, pretoze, ak by boli koncen-
trované iba na jednom mieste potom, by na ne pdsobili velké odpudivé sily v dosledku ¢oho by prirodzene
presli do miest s niz§ou koncentraciou, teda tam, kde je naboja menej. Takze v batériach sa prirodzene vytvori
nejaké rozlozenie castic v elektrolyte, ale samotné castice sa (az na tepelny pohyb) od jednej elektrody k dru-
hej nepremiestnujui. Vysledné napitie, ktoré takato batéria vie produkovat, je vSak vacsie, pretoze Castica ziska
energiu dani dvomi potenciadlovymi rozdielmi.

A ¢o sa stane, ked batérie spojime aj kiiskom vodica? Nastane skrat, t. j. vodivé prepojenie katody a anody -
ale pozor, katéda a andda musia mat potencialovy rozdiel. Teraz vSak castice prechadzaju cez kasok vodica,
ktory ma velmi maly odpor. Vdaka tomu tecie cez drotik naozaj velmi velky prid. Rovnako ale prud tecie aj
cez batériu, takze teraz sa uz naozaj velké mnozstvo castic v batérii prestiva od jednej elektrody k druhej. Na
to je vSak potrebné velké mnozstvo energie (“velky prud = vela castic®), ktora sa nema ¢im nahradzat, takze
dodjde k rychlemu opotrebovaniu batérie.

3.3 Party na Mlynoch vzorék Jaro, opravoval Arthur

Predpokladajme, Ze pri pohybe mlynu nan neposobia ziadne trecie sily (trenie na osi otacania, odpor vzdu-
chu). V takom pripade musi nevyhnutne platit zakon zachovania energie. Aby sme vedeli efektivne pocitat
s potencialnou energiou, potrebujeme ndjst polohu taziska mlynu. Uvazujme, Ze ramend mlynu st nehmotné.
V takom pripade je jeho tazisko urcené len $tvoricou zavazi na koncoch ramien.
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Zavedme suradnicovu sustavu s po¢iatkom na osi ota¢ania mlynu a so standardne orientovanymi osami. Mud-
re knihy hovoria, Ze x-ovu stradnicu taziska najdeme podla vztahu’

Zmi-xi
1

Xg= —.
2m;
1

. v . o > v . ozn v . . oY s 7 v 7 >
Pre zjednodusenie zapisov zavedme oznacenie ) m; = M, o nie je ni¢ iné nez celkovd hmotnost mlynu

M = 10kg. Ale spit k tazisku! Po dosadeni &iselnych hodn6t dostdvame x, = —6 cm. Uplne analogicky pre
y-ovu stradnicu taziska plati
Zmiyi

y0=T=6cm.

Tazisko mlynu je teda od osi ota¢ania vzdialené o r = \/x2 + y2 = 63/2 cm.

Zadanie hovori, Ze ak mlyn uvolnime, roztoci sa. Ale preco sa tak vlastne stane? Odpoved na to je jednoducha.
Tiazova sila posobi v tazisku,* a to je v x-ovom smere vzdialené od osi otd¢ania o x, teda tiazova sila ma
nenulovy moment 7 = Mgx,, ktory spdsobuje roztacanie mlynu proti smeru pohybu hodinovych ruciciek.

Ako sa mlyn zacne roztacat, jeho tazisko klesa, ¢im klesa aj potencidlna energia mlynu. Zaroven vsak rastie
jeho kinetickd energia. Na zdklade zakona zachovania energie musi platit, o kolko klesne potencialna energia,
presne o tolko musi kineticka energia vzrast, kedze sme predpokladali nulové straty energie. Je zrejmé, Ze mlyn
dosiahne najnizs$iu potencidlnu energiu v momente, ked sa jeho tazisko nachadza presne pod osou otacania.
V takom pripade je pokles potencialnej energie oproti poc¢iato¢nému stavu

AEpoy = MgAh = Mg (yo + 7).

Uz sme uviedli, Ze potencidlna energie sa postupne premiena na kineticku a naopak. Lenze aka kineticka
energiu ma mlyn, ked sa otaca? Mad len rota¢nt energiu? Alebo ma aj nejakd transla¢nt energiu? Alebo Zeby
len transla¢nu energiu? To zavisi od toho, ako sa na to pozrieme.

Uplne najprirodzenejsi pohlad je, Ze mlyn sa otaca okolo osi otd¢ania. V takom pripade mé rota¢nu energiu

Eiot = 3Jw?, kde ] je moment zotrva¢nosti mlynu okolo osi otd¢ania a w je uhlova rychlost. Moment zotrvac-

nosti je definovany ako J = Y m;r?, kde m; je hmotnost i-tého hmotného bodu a r; je jeho vzdialenost od osi
i

otacania. V nasom pripade r; = a pre vietky mozné hodnoty i, ¢o je dlzka ramena mlynu. V takom pripade
J = Y m;a* = Ma? a potom
i

1
E.o = EMazwz.

Rovnako dobre v§ak mozeme uvazovat, Ze zavazia sa pohybuju po kruznici s polomerom a obvodovou rych-
lostou v = aw. V takom pripade maju transla¢nu kineticku energiu

1 1 1
Etr n = _m'V-2 == WI'VZ = —MVZ.
a Z,:z ivi 2213 i 5

To vsak nie je vSetko. Predstavme si, Ze mlyn sa oto¢i o 180°. V takom pripade, ked sa pozrieme na jednotlivé
zavazia, ¢isla na nich budu otocené takpovediac upside-down. To vsak nejde dosiahnut len ¢isto translacnym

*Symbol ¥ znadi sucet vyrazu, ¢o stoji za nim, cez vietky mozné hodnoty i. V nagom pripade ¥ m;x; = myx; +myx; +max; +myx;.

1 1
*Presnejsie, pdsobi v kazdom hmotnom bode telesa, ale ak vietky elementdrne sily pdsobiace na jednotlivé hmotné body presu-
nieme do taziska, bude to mat na teleso rovnaky pohybovy u¢inok.
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pohybom, ale sti¢asne treba uvazovat aj nejaku rotaciu. Konkrétne kazdé zo zavazi este rotuje okolo svojho
taziska uhlovou rychlostou w, aby sa pretocilo prave raz, kym obehne jedno kolecko. To ale znamena, ze by
malo mat aj nejaku rota¢nu kineticku energiu. Ako sme uz uviedli, rota¢nt energiu pocitame podla vztahu
Erot = 3Jw?, kde ] = Zm 77. Lenze v pripade zdvazia tvoreného jedinym hmotnym bodom J = Zm rr=mr

a vzdialenost tohto hmotneho bodu od osi otacania (taziska zavazia) je r; = 0, tedaJ =0 a E, = 0.

Dvomi roznymi pohladmi na ten isty pohyb sme sa dostali k dvom vyjadreniam kinetickej energie. Jednak
je to rota¢na energia E, o = %Mazw2 a dvak transla¢na energia Ey,, = %Mvz. Ked si uvedomime, Ze v = aw,
vidime, Ze sa dopracujeme k rovnakej hodnote, takze oba pristupy su si naozaj ekvivalentné.

Vratme sa teraz k zakonu zachovania energie. V momente uvolnenia ma mlyn nulovu kineticka energiu. Nech
v najniz§om bode dosiahne maximadlnu rychlost v. Potom narast jeho kinetickej energie je

1
AFEyin = =My
2

a zo zdkona zachovania energie AEy, = AE,y. Po dosadeni najdenych zmien energii dostavame IMv? =

Mg (yo + r), odkial
v=+/2¢g(yo+7)=1,69ms .

Komentar opravovatela

Pocas opravovania som narazil na viaceré chyby, ale jedna sa diala az prilis ¢asto. Spravila ju priblizne az tretina
z vas a spocivala v tom, Ze ste vypocitali kineticku energiu taziska, vyratali ste z toho rychlost taziska a potom
ste ju premenili na rychlost zavazi.

Tu sa ale objavuje také otdzka: kinetickd energia taZiska je 3 Mv? (kde M je hmotnost vietkych zévazi dokopy),
ale ¢o ak by sme to ratali pomocou kinetickej energie zévazi? To je tiezZ 2 Mv2. Ako to teda vlastne je s energiou
taziska? Pozrime sa na to cez rotatné energie. Rota¢na energia mlynu je ;Jw?, kde ] = Ma?. Rota¢na energia
taziska je ale tieZ 1Jw? a vieme, Ze w je v oboch rovnakd. Takisto bude aj ], kedZe sa v oboch pripadoch otaca
ten isty mlyn.

Z toho ale dostavame, Ze kineticka energia taziska je rovnaka ako kinetickd energia zavazi. To znamena, Ze
v kinetickej energii taziska vlastne nevystupuje rychlost taziska, ale rychlost zavazi.

V rieSeniach som ale narazil aj na veci, ktoré sa mi pacili, a tym bolo riesenie od Elisky Macakovej, v ktorom
vobec nebolo treba zistit, kde sa nachadza tazisko. Vyjadrila si potencidlnu energiu ako funkciu v zavislosti od
uhla vychylenia, odsimulovala to v tabulkovom kalkulatore a lahko nasla minimum.

Pre tych, ktori napisali, Ze mlyn ma minimalnu potencialnu energiu, ked je najtazsie zavazie dole: na videu od
Terky Prokopovej si mozete pozriet, Ze to tak nebude:

https://drive.google.com/file/d/OB_H190dYZEpLSTBCRjIYZUhFZms/view

34 Cay o Siestej vzordk Kvik, opravoval Dusan

Vyhrazky z minulého roka sa ndm teda naplnili a tloha je tu zas, tentokrat v experimentdlnom formate. No,
lahka pomoc, ved predsa zoberiem ¢ajnik, dam varit vodu, zalejem caj, parkrat odmeriam pokles hladiny
a mam to vybavené. Devit bodov zadarmo. Alebo mozno ani nie.

Takze dame varit vodu a zatial si povieme nieco o tom, ¢o, ako a pre¢o budeme robit. Zadanie je natolko milo-
srdné, Ze nam hovori, ze ide najmai teplotnua roztaznost samotnej vody a jej ochotu vyparovat sa do okolitého
priestoru pocas toho, ako chladne. Dokladné teoretické zdovodnenie a aké-také vypocty okolo celého javu
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ste uZ svojmu utrdpenému svedomiu poskytli sami v minuloro¢nej tlohe Caj o piatej”, takze sa mu detailne
nebudeme venovat.

Postup merania

Docitané? Takze, ked uz sme dostatocne teoreticky nabuseni, mozeme pristipitk samotnému meraniu. Najprv
si rozmyslime, Ze miesto ¢ajnika je lepsie pouzit volaku pravidelnu a uzatvaratelni nadobu, napriklad rodin-
ny kristal nadobudnuty pocas vyletu do IKEA alebo valcovity zavaraninovy pohdr zdedeny po prababicke.
Zavaraninovy pohar ma navy$e vyhodu, Ze je bezne dodavany aj s vieckom, s pomocou ktorého sa da Tahko
vykonat prva ¢ast merania. Ak viecko nemame, pomozeme si napriklad priesvitnou féliou, ktoru pre istotu
eSte stiahneme okolo deravého konca pohara gumickou.

Snéadje kazdému jasné, ze ak pohar dobre uzavrieme, hmotnost - a teda skuto¢né mnozstvo, ¢ize pocet Castic —
¢aju v nom sa menit nemdze, takze za akukolvek zmenu objemu musia byt zodpovedné iné javy. Ak vylacime
vplyv smddnych mimozemstanov zo $tvrtého rozmeru, ktori svoje sosaky dostanti dovnutra pohara aj bez
porusenia skla, za zmenou objemu bude teraz musiet byt prave tepelna roztaznost samotného caju.

Okrem nadob vsak potrebujeme este dal$iu profesionalnu vybavu. Po prvé sa nam hodi nejaké sofistikované
zariadenie na ohrev vody, napriklad rychlovarna kanvica alebo plynovy sporak. Po druhé budeme nie¢im po-
trebovat odmerat pociato¢ni hmotnost vody, takze pouzijeme kuchynské, pripadne v kultirnejSom prostredi
laboratérne vahy, resp. digitalnu mikrovahu. No a po tretie by sa hodil teplomer, ¢i uz liehovy, alebo digitalny.
V kazdom pripade by mal vydrzat teplotu aspon 100 °C.

Samozrejme by sme niec¢im chceli merat objem. To sa da viacerymi spdsobmi, napriklad pomocou odmerné-
ho valca, striekaciek, poctivym premeranim nadoby a naslednym integrovanim prierezu cez celd jej vysku...
kedZe v§ak mame tak ¢i tak poruke vahu, mozeme vyuzit aj td, prosto odmeriame hmotnost vody pri znamej
izbovej teplote a podla tabulkovej hodnoty hustoty ju prepocitame na objem.

V neposlednom rade si uvedomime, Ze teplotu nemusime merat pre rozne pociato¢né teploty, ale mozeme
si povedat, ze kazdé meranie teploty bude pociatkom nového merania priebehu v zavislosti od pociato¢nej
teploty. Takto uSetrime velké mnozZstvo elektriny, ¢asu a predovsetkym vlastnych nervov.®

Uplne na zaciatku si odmeriame hmotnosti prazdnych suchych pohdrov, vratane vietkych vie¢ok, krytov a gu-
miciek. Tato hmotnost pre nas nie je zaujimava a na nase velké stastie sa s ¢casom nemeni, mdzeme ju teda bez
daldich skrupul rovno od¢itat od hodnot, ktoré nam ukazuje vaha. Pripadne, ak mame trochu chytrejsiu vahu,
mozeme ju s prazdnym poharom tarovat, teda nastavit ako referen¢nt hodnotu prave hmotnost prazdneho
pohara. Do tabulky si potom zaznacujeme uz redukované, tarované hodnoty. Ak vsak chytra vahu nema-
me, do poznamok urcite patria ,,surové“ hodnoty, vsetky opravy zasadne robime az v pokoji pri spisovani
protokolu, nie v horiacom a ¢mudiacom laboratériu a uz vobec nie z hlavy!

Teraz do pohara nalejeme do fixnej vysky (napriklad po znacku alebo horny okraj) vriacu vodu a opatrne ho
premiestnime na vahu. Rozstrapkanym koncom ruky uchopime teplomer a jeho akénu cast (teda nadrzku
s liehom alebo senzor) vlozime do vody a pockame, kym sa hodnota neustdli. Je mozné, ze teplota bude
tesne pod bodom varu rychlo klesat, pretoze si voda vymiena energiu nie len so vzduchom, ale aj s relativne
chladnym poharom. To ale nevadi, nikde nie je napisané, Ze musime zacat merat pri bode varu. Dokonca je
lepsie kratku chvilu pockat, aby sa uz teplota az tak rychlo nemenila.

>A ak aj nahodou nie, méte jedine¢nu prileZitost pohrabat sa v archive vzorakov, kedze za mna uZ véetku $pinavii robotu urobil
Jaro (za ¢o mu na tomto mieste ¢o najsrde¢nejsie dakujem).
6Speciélne, ak experimentalku robime vecer v den terminu. Neviem, ako Vy, ale ja som vysmiaty, lebo vzorak piSem nacas.
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Meranie

Celé meranie sme vykonali dvakrat s dvomi réznymi pohdrmi, zavaraninovym a obyc¢ajnym. Ako sme si slubili,
najprv sme odvazili prazdne pohare, otvorené (m,) aj zatvorené (m,). Ich hmotnosti budeme od¢itavat od
celkovych nameranych hmotnosti. Potom vahu zakazdym zatarujeme, neuzavreté pohare naplnime vodou
izbovej teploty a znovu odvazime. Takto ziskame hmotnost vody m, a ti premenime na objem pohdra. Ani
s hodnotou p = 1000 kgm™— sa nedopustime velkej chyby.

pohér m,/kg m,/kg m,/kg V/cm3

IKEA 416,2 418,8 418,2  418,2
zavdraninovy  227,1  236,5 476,3  476,3

Tabulka 1: namerané hmotnosti poharov a vypocitané objemy

V prvej ¢asti sme odmerali pokles objemu spdsobeny ¢isto tepelnou roztaznostou: oba pohéare sme naplnili
Cerstvo zovretou vodou az po hornt hranu, opatrne ich zavreli (resp. zaféliovali) a odvazili. Potom sme ich
nechali niekolko hodin (cez noc) stat. Do rana mali obidva izbovu teplotu 22 °C.

Obrazok 1: Experimentdlny pohdr, uzavrety plastovou féliou
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Nasledne sme pohare otvorili a doliali odstatou vodou rovnakej teploty po vrch. Znovu sme pohare odvazili
a zaznamenany rozdiel premenili na objem AV. Nakoniec sme vyjadrili objemovu teplotnu roztaznost pre AT,

_ AV
p=1-5.

pohér Vo/em®  AV/em® AT/K  f/1
IKEA 418,2 17,5 76 0,039
zavaraninovy 476,3 18,4 76 0,041

Tabulka 2: objem a teplotna roztaznost vody

Obe merania ndm ukazuju, Ze priblizne 4 % objemu vody v ¢ajniku sa strati v désledku ochladnutia.

V druhej casti sme nechali pohdre odkryté. Znovu sme ich naplnili hortcou vodou a odmerali sme teplotu
a hmotnost celého pohara a zaznacili si udaje do tabulky. Tato procediru sme nasledne opakovali v urcitych
¢asovych okamihoch, az kym voda neochladla na izbovu teplotu.

I |

Obrazok 2: Experimentdlna aparatiira: pohdr s vodou a digitdlna vaha. Teplota vody je prave merand
digitalnym teplomerom

Celu druhu ¢ast merania by sme idealne mali zopakovat viackrat. Nam sa to kvoli meniacim sa podmienkam,
najmad velkej zmene vlhkosti v miestnosti, nepodarilo. Presnost teplomera uvazujeme na trovni 1 °C. Veli¢iny
T,y @ Tikea VYjadruja relativnu hmotnost voci prvému meraniu — do grafov vynasame td, pretoZe na skutocnej
velkosti pohdra nam nezalezi.

otazky@fks.sk 7 https://fks.sk/


mailto:\seminarEmail 
https://fks.sk/

Riesenia 3. kola zimnej Casti

® ewd

t/min T,y /°C  Myu/g Ty Tikea/°C Mixea/g TIKEA
0 98 459,5 1,000000 98 401,2 1,000000

17 70 456,33 0,993036 60 397,3  0,990279

40 56  453,7 0,987378 48 393,4 0,980558

70 44  451,6 0,982807 36 390,4 0,973081

96 37 451,1 0,981719 33 389,3 0,970339
140 32 450,3 0,979978 28 388,4 0,968 096
200 26  449,6 0,978455 24 387,1 0,964 855
270 22 448,3 0,975626 22 384,9 0,959372

Tabulka 3: priebeh poklesu hmotnosti vody v oboch pohdroch

Nakoniec si data vizualizujeme v dvoch grafoch. V prvom vynesieme zavislost hmotnosti od uplynutého casu,
v druhom od aktualnej teploty. Pre uplnost este v ,,nultom” grafe ukazeme, ako sa teplota menila s casom.
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Obrazok 3: Zavislost teploty vody T od uplynulého casu

https://fks.sk/

otazky@fks.sk


https://fks.sk/
mailto:\seminarEmail 

‘ (é(%()(sb Riesenia 3. kola zimnej Casti

1.005 ‘
zavaraninovy — ®—
1% —
IKEA —*—
0.995 [~ Fit f(x) = a*exp(-b*x) + ¢*x +d — —
Fit g(x) = a*exp(-b*x) + c*x + d
0.99 - |
0.985 - |
@ 098 - |

0.975 [ \.\\ s

0.97 - .
0.965 |- \\\ =
0.96 [~ B s
| | | | |

0 50 100 150 200 250 300

0.955

t / min

Obrazok 4: Graf zdvislosti relativnej hmotnosti vody T od uplynulého casu
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Obrazok 5: Zavislost relativnej hmotnosti vody T od teploty
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Casovd zavislost poklesu hmotnosti je na prvy pohlad exponencialna, druhd vyzerd byt velmi priblizne line-
drna. Uplne to tak ale byt nemdze, pretoze aj po dosiahnuti izbovej teploty sa voda nadalej odparuje. Navyse
omnoho lepsi fit prvej zavislosti dosiahneme pomocou funkcie v tvare f{x) = ae"?*+ cx+d, teda exponencialny
plus linearny pokles (viz graf).

Takze modzeme nase vysledky zhrnut: pocas chladnutia na izbovu teplotu sme v dosledku odparenia stratili
priblizne 2,5 %, resp. 4 % vody. Porovnanim hodnét 1 — 7 a 3 pre oba pohare vidime, ze oba efekty prispievaju
k ubytku zhruba rovnakym dielom. Rozdielna rychlost poklesu je podla nas sposobena najma velkym roz-
dielom velkosti volnych hladin. Zavaraninovy pohar je navrchu zuZeny, naopak obycajny pohar sa rozsiruje,
takze plocha, z ktorej sa voda moze odparovat, je vacsia.

Chyby merania

Hoci sme samozrejme vsetci uplne GZasni, ani nam sa nevyhnu urcité fyzikalne neprijemnosti. Napriklad sme
sa mohli na horticom pohari popilit, pustit ho aj s vodou na stdl a ¢ast vody rozliat.” V takom pripade nam ale
nezostava nic¢ iné, nez celé meranie opakovat. Avsak ak sme aj ni¢ nerozliali ani inak neznehodnotili, urcitym
systematickym chybam sme sa vyhnut nevedeli.

V prvom rade nam napadla tepelnt roztaznost samotného pohdra, ktora pri nasej presnosti takisto nemusi
byt uplne zanedbatelna, najma preto, Ze objem rastie az s tretou mocninou dlzky. Sklo sa viak s meniacou sa
teplotou roztahuje omnoho menej, nez voda. Ak by sme v8ak mali posuvné meradlo, s opravou tejto chyby
by to nemuselo byt az také beznadejné. Tvar pohdra este takisto moze ovplyvnit velkost volnej hladiny ¢aju -
samozrejme, ¢im je volny povrch vacsi, tym rychlejsie bude odparovanie prebiehat.

Velmi dolezitym parametrom, ktory sa vSak velmi zle kontrolovane meni®, je vlhkost vzduchu v miestnosti. Ak
by bol vzduch tplne nasyteny vodnou parou, voda v pohdri by dosiahla tzv. dynamickii rovnovdhu — z kvapaliny
by sa uvoliiovalo rovnako vela molekul, ako by v nej ndhodnymi mikroskopickymi pohybmi vzduchu zase
pristavalo. Naopak v suchom vzduchu by sa uvolnené molekuly rozptylovali velmi ochotne, a keby sme ich
navyse nejakym sposobom z miestnosti odstranovali (napriklad vetranim), voda by z pohdra mizla pomerne
rychlo.

Pozor v$ak na to, Ze to plati iba po tom, ako sa teplota znizi k teplote miestnosti! Totiz, kym je pohar teply,
prehrieva aj okolity vzduch. Mnozstvo vodnej pary, ktoré je vzduch schopny ponat, vsak s teplotou prudko
rastie, takze teply vzduch blizko pohéra by bol schopny zjest viac vody, ako okolity studeny (aj v pripade, ze
by studeny vzduch v miestnosti bol uz nasyteny). Tento teply vzduch sa nasledne rychlo schladi a premiesa
s okolitym studenym vzduchom, takze vodna para sa uz naspit do pohdra nevrati.

V poslednom rade mdzeme spomentt veci, ktoré v domacich podmienkach velmi nemame ani ako odmerat,
ani velmi zmysluplne ovplyvnit - napriklad mnozstvo a druh rozpustenych mineralov vo vode (teda jej tvrdo-
st), rychlost prudenia vzduchu v miestnosti a tak podobne. Pri nasej presnosti vsak ich vplyvy budu tak ¢i
onak zanedbatelné.

Zaver

Vidime, ze nase teoretické oddelenie sa tentokrat mylilo a oba efekty s priblizne rovnaké. Z pohara stratime
priblizne 3-4 % vody (objemu aj hmotnosti) odparenim a rovnako priblizne 4 % objemu caj strati kvoli tomu,
ze ochladne. Tu ale moézeme byt pokojni, kedZe na na skuto¢né mnozstvo, teda hmotnost ¢aju to nema vplyv.

"Viem, o ¢om hovorim.
8Preto sme ho od vas ani nevyzadovali.
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3.5 Nabita volejbalistka vzordk Jarka, opravoval Mato G

Toto je priklad v ktorom nebolo potrebné nic vypocitat, ale bolo treba sa dobre zamysliet nad danymi vzorcami
a ndjst v nich chyby. Preto, ale toto ani zdaleka nie je jediné spravne rieSenie — moznosti bolo netrekom. Tak,
uz by sme mohli zacat.

Rozmerova analyza

Prva vec, ktora nam napadne pri kontrolovani vysledkov, je rozmerova analyza. Intenzita elektrického pola je
sila na naboj, ¢ize kazdy zo vzorcov by mal byt v tvare:

1
F-—4
4mey 12

alebo slovne:
1 coulomb

4me, meter?

Rychlym pohladom zistujeme, Ze toto splhajua vietky vtahy okrem prvého, ktory mé namiesto Coulomba v me-
novateli su¢in dvoch nébojov, ¢ize Coulomb”. Vysledok 1 teda mdZzeme vylucit.

Podozrivé vyrazy: kvalitativne zavislosti na parametroch

Pozrime sa na vysledok 6. Su tam zlomky so spolo¢nym menovatelom! To znamena, Ze ich méZme s¢itat a ¢o
dostateneme je:
1 Q

E= —=,
4mey 12

¢o je vysledok ktory nezavisi na naboji Q,. Toto je evidentne zle, takze vysledok 6 mozme tiez $krtnut.

Dal3{ podozrivy vysledok vyzerd byt 7., koli logaritmu na konci. Logaritmus je funkcia, ktord vracia nulu, ked
je jej argument 1. Cize pre r = 2R dostavame nulové elektrické pole. Avsak v tejto vzdialenosti je stale cely
elektricky naboj na jedej strane, a teda nie je ni¢cim kompenzovany a elektricka intenzita by mala byt nenulova.
Toto je spor, a preto je 7. vysledok nespravny.

Posledny na prvy pohlad podozrivy vzorec je 9., lebo v menovateli sa nenachadza vzdialenost od stredu, ale
polomer lopty. Avsak ak sme od lopty dostato¢ne daleko, mala by sa nam javit len ako naboj, ¢ize elektrické
pole by malo so vzdialenostou klesat. Vysledok 9 je teda taktiez zle.

Hodnoty nedavajice zmysel

Dalej sa podme pozriet, ¢&i neméme nejaké vzorce, ktoré davaju nelogické hodnoty. Intenzita elektrického pola
je sice vektorova veli¢ina, no Terku zaujima len velkost elektrického pola, ktora by nemala byt zdpornd.”’

Pozrime sa teda na to, ktoré vysledky mozu vracat zaporné alebo nulové hodnoty intenzity. V prvom rade je to
vysledok 2, v ktorom v pripade, Ze naboje maju opa¢né znamienka vo vnutri odmocniny ziskavame zaporné
¢islo. Ti ktori viete, odmocnina zo zaporného ¢isla je komplexné ¢islo (to su ¢isla, ktoré tvoria nadmnozinu
mnoziny realnych ¢isel). A to rozhodnie nie je to, ¢o o¢akavame pre intenzitu. Ak komplexné ¢isla nepoznate,
viete, Ze odmocnina zo zaporného ¢isla nie je definovana. V kazdom pripade vysledok 2 tiez nedava zmysel
pre konkrétne pripady, a preto je nespravny.

? Ak by ste chceli namietat, Ze toto nebolo jasné zo zadania tak to, ¢o bolo jasné zo zadania bolo, Ze Terka hladala skalarnu veli¢inu
pre E. Preco tato nemdze mat zaporna hodnotu? PoloZte si otazku, ako by ste definovali znamienko v pripade, Ze by elektricka
intenzita smerovala kolmo ku spojnici so stredom gule.
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Podobna situacia ako v predchddzajuicom odseku sa naskyta v 4. vysledku - ak oba naboje budu zéporné,
vyslednd intenzita je zdporna. Preto aj 4. je nespravny.

A v neposlednom rade, vysledok 10 obsahujuci kladny vyraz vynasobeny sinusom nemoze byt spravny, lebo
sinus naberd kladné aj zaporné hodnoty.
Dosadzovanie konkrétnych hodnot

Zostavaju nam vysledky 3, 5 a 8. Skisme do kazdého z nich dosadit pripad Q = Q; = Q,. Pre vysledky
dostavame intenzity

1 Q
E3 = _2;
4meg r
E5 = 0,
1 Q
Eg = —2
4mey 1

Okamzite vidime, Ze vysledok E5 nie je spravny. Mozeme vsak nieco povedat aj o zvysnych dvoch vysledokoch?
Predstavme si, ze polomer lopty budeme zmen3ovat, az bude blizky 0 - toto si mdézme dovolit, lebo vysledok
nezavisi od R. Vtedy efektivne dostavame bodovy naboj, ktorého elektrické pole pozname! Jedinu vec, na
ktort nesmieme zabudnut je fakt, Ze naboje na oboch polsférach sa scitaju, a teda budeme mat bodovy néboj
s velkostou 2Q. Ten ma elektrické pole
1 2Q
E= —,
4mey 12

¢o nam ale nesedi ani s jednym s nasich vysledkov a teda aj 3. a 8. vysledok st nespravne.

Ind moznost bola dosadit pripad Q; = —Q, = 0. Pre tento pripad, by sme mali dostat pole elektrického dipdlu,
ktoré klesd ako 1/73.

Ziaden z vysledkov teda bohuzial nie je spravny. My vsak Terke aj tak stale verime.

3.6 Dokonaly darcek vzoridk Adam, opravoval Adam

Tato tloha obsahuje pomerne velké mnozstvo ciest k vysledku. Opisovat ich vietky by zabralo vela mentalnej
kapacity mna i Citatela, ktory by sa pokdsil ich preluskat. A tak vzorak obsahuje dve, podla mna fyzikalne
i matematicky najvyzivnejsie a najjednoznacnejsie riesenia.

Obrazok 6: Ndcrt situdcie s vyznacenymi velicinami
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Zo symetrie systému vieme vycitat niekolko obmedzeni, ktoré nam dalsi postup nielen ulahcia, ale aj umoz-
nia. Ak vznikne virtualny zdroj, musi lezat na jednej priamke so skuto¢nym zdrojom a stredom gule (ak je
celé zadanie simerné okolo tejto osi, niet dovodu na nesimernost riesenia). Podobne sa dd argumentovat za
dostato¢nost dvojrozmerného rieSenia (len osova simernost sa zameni za rotacnu).

Predtym nez sa pustime do samotného riesenia, tak si len velmi kratko ozrejmime, ¢o je to ten virtualny zdroj.
Nase o¢i st zvyknuté na to, Ze svetlo ide priamo, a preto, ak na guli nastane lom svetelného laca zo zdroja, nas
mozog to nebude interpretovat tak, ze svetlo prichadza z vnutra gule, ale ako keby z nejakého miesta za gulou

(vid obrazok).

Zo Snellovho zakona a s pomocou par znalosti geometrie (sinusova a kosinusova veta) sme schopni vyprodu-
kovat nasledujuce rovnice:

sinf = nsina

d 1
sina sin ¢
d’ r

sin 8 ) sin ¢
P=d*+r —2drcos¢
I =d?+r*-2d'rcosg

Pouzitim prvej sa dal$ie dve rovnice daja upravit a spojit do jednej, ¢im odstranime z vypoctu nie az tak zau-
jimavé uhly a a 8.

d _ l
sinoc—sin(p
d B I
nsinoc_sin(p
c_i_sinoc
I sing
i_ sin o
nl’_sin(p
d _d
nl' 1
d'l = ndl

Tymto vysledkom sme zahnani do kuata a nezostdva nam ziadna ina cesta z neho nezZ umocnit tuto rovnicu na
druhtia dosaditzalal'.
drz lz — 1’12 d2 l/2

d?*(d* +r* - 2drcos @) = n*d*(d”* + r* — 2d'rcos ¢)

Tu je ten pravy Cas zamysiet sa, o od tejto rovnice chceme. Mohli by sme sa pokusit vyjarit d’(d), ale pri-
tomnost volného parametru ¢ nam chut do takéhoto zbrklého pocinu rozhodne nedodava. A tak sa z na par
riadkov nevypovedaného nutkania rozhodneme pozerat sa na rovnicu ako na rovnicu pre ¢.

aA*d* + d*r* - 2d"”drcos ¢ = n*d*d” + n*d*r* - 2n*d*d'rcos ¢
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2d'dr(n*d - d') cos ¢ = n*d*d? + n*d*r* - d*d* - d"*r*

Skonkrétnime si teraz nas ciel. Chceme najst také d, ze pre vsetky (v skutocnosti to znaci ,,pre vetky uhly, pre
ktoré nami napisané rovnice platia®, tam robi neplechu hlavne Snellov zakon) uhly ¢ (¢o je v kontexte nasho
vypoctu ekvivalentné ,vsetky cos @) bude existovat univerzalne d’ v ktorom sa bude nachadzat zdanlivy zdroj
svetla. Teda chceme aby nasa posledna rovnica platila pre véetky (cos ¢) € (~1, 1). KedZe rovnica je linedrna,
pre interval plati prave vtedy ked plati pre vietky redlne ¢isla. Snad je oc¢ividné, Ze jedind takato rovnica je:

O-cosp=0

Dostavame teda dve podmienky:
2d'dr(n*d-d') =0

wd*d? + w*d** - d*d* - d*r* =0
Ak sa v tomto momente neuspokojime s trivialnym rieSenim d’ = d = 0, prva podmienka nadobudne podobu:
n*d-d =0
d =n*d
Pouzitim tohoto vysledku v druhej rovnici ziskavame:
n®d* + n*d*r* - n*d* - n*d’r* = 0
n*d® +r* —n*d* - n’r* = 0
n*(n* - 1)d* = (n* - 1)r

d="
n
A teda:
d =nr
3.7 Mare Nubium vzordk Mato G, opravoval Mato G

Caute, na za&iatok sa uvolnite a vychutnajte si rozpravku od Jergusa o zaciatkoch vzorékov: ,,Kde bolo, tam
bolo, bola raz jedna krajina, kde bolo jednoduché napisat ivod do vzordku. Nanestastie sa v3ak zistilo, Ze tato
krajina to nie je, a preto sem pisem takato blbost, tak podme riesit!

Prvy pokus

Predpokladajme, ze Zem, idedlna gula, je cela pokryta dostato¢ne hlbokym oceanom. Budeme sa pozerat na
maly kusok vody, ktory sa nachadza na povrchu oceanu. Na neho posobia dve sily: tiazova od Zeme a gra-
vita¢na od Mesiaca.!’ KedZe hladdme v podstate statické rieSenia'’, je potrebné, aby tato sila bola kolma na
povrch (a taktiez, aby smerovala do Zeme, lebo ak by smerovala smerom do vesmiru voda by zacala levitovat).

0Pouzivame to dva rozne pojmy na popisanie velmi podobnych sil - tiaz a gravitaciu. Rozdiel je len v tom, Ze tiaZ je gravita¢na
sila odpo¢itana o odstrediv silu ktoru ziskavame koli tomu, Ze Zem rotuje.

""'Pod statickym myslime, Ze aj ked sa Mesiac pohybuje okolo Zeme, a teda prilivové viny sa postivaju, tak v kazdom momente
berieme, ze voda je v rovnovaznej polohe.
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V tomto momente, ked si nakreslite obrazok uz mozno niektory mozte zacat tusit, ako bude vyzerat tvar hla-
diny. Tento challenge vSak nechavame nateraz tak (ale naozaj to nie je ni¢ netrivialne) a pozrieme sa na to, ako
to vieme naozaj spocitat. Celé to vak nevyzera velmi privetivo a smrdi to trochu difkami, tak skisme zvolit
jemne prefikanejsi sposob: predstavme si, ze by sme zobrali ten kusok vody a postr¢ili by sme ho nejakym
smerom, tak aby sa klzal po povrchu (je to velmi maly kuasok). Sila, ktord nan pdsobi je vzdy kolma na jeho
pohyb (to sme uz povedali v predchodzom paragrafe), takze ta sila na nom nekona ziadnu pracu a kasok vody
sa pohybuje konstatnou rychlostou. To ale zo zakona zachovania energie '* znamend, Ze potencialna energia
toho kusku je konstantna vSade po povrchu! Kedze plati

konst. = potencialna energia = hmotnost kusku vody - potencial

a hmotnost kusku vody je rozhodne konstantnd, musi teda platit, Ze potencidl je konstantny. Zhriime si to:
povrch hladiny tvori spojitu plochu v priestore, ktora ma rovnaky potencial (t.j. je to ekvipotencialna hladina)!
Nemusime teda riesit diferencidlne rovnice, ale staci ndm nast potencidl v blizkom okoli Zeme a zistit ako sa
meni od poludnika, kde sa nachadzame.

Podme ho teda napisat! Ozna¢me My, M), ako hmotnosti Zeme a Mesiaca, r ako vzdialenost stredu Zeme od
stredu Mesiaca, R ako polomer Zeme, h ako vysku hladiny vody, ktora je na ¢-tom poludniku. Inak povedané,
hladina vody je vzdialend R + h(¢) od stredu Zeme.

Keby sme v8ak napisali vysledné vztahy plny formy pre vysku hladiny, ziskame tym ohavnu rovnicu, ktora ani
nejde vyriesit. Preto sa treba na vec pozriet fyzikdlne a spravit primerané zanedbania, ktoré nam zjednodusia
rovnicu na jej riesitelny tvar. V prvom rade nam sta¢i uvazovat priliv na rovniku - inde sa sice bude trochu
lisit, no to ako presne, nechdavam na vas (skuste sa na to pozriet zboku). V druhom rade, vidime, ze h << R,
a teda gravita¢nu silu moézeme povazovat za konstantni. Potom jej potencial bude len gh.

A v posledom rade, kedZze vzdialenost Mesiaca je ovela vic¢sia ako polomer Zeme, tak moézeme zanedbat ,ver-
tikalnu“ vzdialenost bodu na rovniku od Mesiaca spolu s vyskou hladiny (lebo je ovela mensia). Celkovu
vzdialenost potom spocitame len ako

vzdialenost = 7 — R cos ¢.

Celé to napiseme do rovnice a ziskavame

GM )y,

— ———— = konétanta.
r—Rcosg

gh

Vidime Ze celé je to linearne od h, ¢ize ked ako konstantu zvolime hocico, vzdy nam to cely vysledok len
posunie o konstantnt hodnotu. T4 nds ale nezaujima, lebo nas zaujima len zmena tvaru hladiny oceanu o Ah,
a teda ako konstantu si mézme zvolit hoci¢o. My si tam rafinovane zvolime vyraz — %, ¢im bude najnizsia

hodnota vysky 0. Je jednoduché si nakreslit graf zavislosti Ah od uhlu ¢, hla tu je vysledok.

2alebo integrélu sily po drahe
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=T S hol(rad)
-3 -2 -1 1 2 3

Obrazok 7: Graf vysky hladiny ako funkcia pozicie na zemeguli.

Co viak vidime nas velmi nenadchytia; vyzera to tak, Ze priliv je naozaj len jeden za 24 hodin :(. Zeby sa predsa
len vsetci mylili?

Nie, zabudli sme totiZ na podstatnu vec: celé to robime v rotujtcej ststave, ktora rotuje okolo taziska Zeme
a Mesiaca. Preto na vSetko este posobi odstrediva sila, ktora avsak md potencidl nieco zmenit.

Druhy pokus

AKky je ten potencial kvantitativne? Za¢neme tym, Ze si odstredivu silu v rotujucej sustave vyjadrime ako

F, = mQ?l,

kde [ je vzdialenost od stredu otac¢ania. Tu si staci v§imnut analdgiu s harmonickym oscilatorom (F = —kx),
pozor znamnieko je ddlezité! Pripadne si spomenut, Ze zmena energie je rovna praci, ¢o je plocha pod grafom
trouholnika. Pre potencialnu energiu ziskavame tvar

1
V=-—-QP
2

Super, Q) ziskame ako % = 2% uz ndm sta¢{ ziskat I. Najprv viak potrebujeme vediet, okolo ¢oho sa to vlastne
otaCame - Cize potrebujeme vediet vzdialenost taziska od stredu Zeme. Tt spocitame z rovnovdahy momentov
ako:
My
d=———r.
My + M,

a uz nam staci kosinusovou vetou spocitat vzdialenost bodu vzdialeného od stredu Zeme o R + h, ktory je pod
uhlom ¢ k spojnici Zem-Mesiac od taziska leziaceho na spojnici vo vzdialenosti d.

Avsak takto zostavena rovnica by nebola fahko riesitelna, takze musime porozmyslat, ako to vyriesit. Pozrime
sanahodnotud. V pripade, Ze os otacania je dostatocne daleko od povrchu na rovniku, / << h, a teda h mozeme
zanedbat. Poctivy vypocet ukazuje, ze d/R =~ 0.73, &ize pre rovnik je toto zanedbanie opodstatnené.
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Celkova rovnica pre potencial teda vyzera:

GM, 1
M __Q*(R? +d® - 2dR cos ) = konstanta.

ho——M
8 r—Rcosg 2

Znova zvolime konstantu tak rafinovane, aby nam to vyslo pekne na nulu a ziskavame graf:

vySka(m)

uhol(rad)

-1
Obrazok 8: Graf vysky hladiny ako funkcia pozicie na zemeguli.

Omnoho lepsie! Ako vidiet, prilivy su naozaj dva a dokonca ich amplitidy nam vysli rovnaké. Z hodnot
takisto vidime, Ze rozdiel prilivu od odlivu je asi pol metra, ¢o na silné zanedbania a velmi zjednoduseny model
dava celkom dobry vysledok. Iny sposob ako sa dopracovat k rieseniu bolo presunut sa do ststavy, spojenej
s padajicou Zemou na Mesiac, a v tejto sustave urobit Taylorov rozvoj zotrva¢nej a Newtonovej gravitacnej
sily.
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