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Riesenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Mrkvickovy kompas vzordk Zuzka, opravovala Zuzka

Kvik si pri vareni na intraku vsimol zaujimavii vec. Ked'ide s hrncom plnym polievky po chodbe a zatdca, mrkvicky v polievke
vobec nemenia svoj smer a stile ukazujii na sever. Ked vsak hrncom hybe do strdan, ochotne sa hybu s nim, zdanlivo bez
akejkolvek zotrvacnosti. Ako je to mozné?

Kla¢om k vyrieseniu tejto zahady je pozriet sa na obsah hrnca, teda v naSom pripade vodu, makroskopickym
pohladom. Castice kvapalin st medzi sebou putané slabsimi silami ako ¢astice tuhych telies. Prejavom toho je,
ze nemaju usporiadané polohy a modzu sa relativne volne pohybovat v celom objeme kvapalného telesa, ktoré
tym padom nema staly tvar, ale prisposobuje sa tvaru nadoby. Interakcie ¢astic kvapalin predstavuju vzajomné
zrazky a trenie, s &im zase suvisi to, ako velmi st kvapaliny schopné tiect. Cim vicsie trenie, tym kvapaliny
pomalsie tect (hovorime, Ze st viskdznejsie).

Zjavne sa musime pozriet na to, ako sa prejavuje interakcia hrnca s kvapalinou a nasledne kvapaliny s mrk-
vickami pri ota¢avom, resp. priamociarom pohybe hrnca.

Majme hrniec na jednom mieste a pooto¢me nim. Castice kvapaliny, ako sme uz spominali, nie sti pevne via-
zané medzi sebou a zjavne ani o stenu hrnca. Teda jedina vec, ¢o sa udeje, je to, Ze vrstva Castic pri stene hrnca
sa pootoci v smere pohybu - uc¢inkom vzajomného trenia steny hrnca a okrajovych castic kvapaliny. Steny
hrnca so sebou nejaku cast kvapaliny ,,strhnd® Tento pohyb je vSak z druhej strany brzdeny vnutornej$imi
vrstvami kvapaliny, ktoré sa tiez tra o tie vonkajsie. Voda, na rozdiel od napriklad medu, ma malu viskozitu,
takze tato interakcia bude smerom do stredu hrnca relativne rychlo slabnut. Na castice kvapaliny v strede
hrnca potom uz prakticky nema ¢o pdsobit a ani tie nemajuii ako posobit na mrkvicky. Mrkvicky sa nehybu.

Teraz majme hrniec na jednom mieste a posufime ho priamociaro jednym smerom. Co sa udeje s kvapalinou?
Mozeme si najprv uviest taky zmenseny priklad, ze ked $tuchneme do kvapky vody, ta sa nam rozplasne, ale
ak $tuchneme do kovovej gulocky, cela sa posunie. V kvapke sa teda pohla ta skupina castic, na ktort sme
posobili, plus tie, na ktoré mali tieto ¢astice v ramci kvapalného telesa priamy dosah, ¢i uz im stali v ceste
a stali sa tak obetou vzdjomnych zrazok, alebo stali prili$ blizko a boli strhnuté vnitornym trenim v kvapaline.
Kovova guldcka sa pohla cela kvoli charakteru vazieb medzi jej ¢asticami, ktoré st pevné a Castice su pravidelne
usporiadané v mriezkach, takze sa silova interakcia prenasa do celého telesa.

Ked posunieme hrniec, na rozdiel od nasej vyssie spominanej kvapky, zapdsobime na celt vrstvu ¢astic, ktora
sa nachddza pri prednej Casti hrnca. Tato vrstva potom nardza do dalsej, td zas do dalSej a tak dalej. Pri
tomto pohybe si moZeme vS§imnut aj zotrvacnost, najprv sa nam kvapalina nahromadi v prednej ¢asti hrnca
a ked pohyb zastavime, vlna sa presunie dozadu. Takymto spdsobom teda rozhybeme celt kvapalinu a teda aj
mrkvicky, na ktoré v tomto pripade ma ¢o pdsobit.

Celé toto vysvetlenie ale plati len vdaka tomu, Ze mrkvicky majai velmi podobnu hustotu ako voda. Keby sme
miesto mrkvi¢iek mali v polievke napriklad kovové gulocky, pri prudSom pohybe by ich zotrva¢nost nutila stat
na mieste, takze by sa nahrnuli k zadnej strane hrnca. Opa¢nym pripadom je to, kebyze mame v zrychlujicom
aute (vagdéne, comkolvek, ¢o sa vam paci) héliovy balonik. Hélium ma nizsiu hustotu ako okolity vzduch,
takze ked auto zrychluje, skor sa dozadu natlaci ,,tazsi“ vzduch a balonik bude naopak cestovat dopredu. Nase
mrkvicky maju teda o dovod viac zostavat na mieste.
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2.2 Hlada sa nadir vzordk Vladko, opravoval Vladko

Jergus sa pozerd z helikoptéry, ktord je v pokoji vzhladom na Zem a premysla, ktory bod Zeme je ,,priamo pod nim*. Prisiel
na tri definicie:

1. Keby spustil olovnicu, bude to bod na Zemi, ktorého by sa dotkla.
2. Keby pustil lopticku z helikoptéry, bod, na ktory by dopadla.
3. Spojnica helikoptéry a stredu Zeme.

V ¢om su rozdielne? Na akych miestach by boli navzdjom ekvivalentné?

Urcite ste rychlo prisli na to, ¢o je pri¢inou neekvivalencie definicii. Rotdcia Zeme okolo svojej osi sposobuje,
ze ked skumame sily a pohyby v sustavach pevne spojenych so Zemou, Newtonove zakony neplatia tak, ako
sme zvyknuti. Na objekty okrem beznych realnych sil posobia aj zotrvacné, tzv. fiktivne sily. Fiktivne sily su:
postupna zotrvacna, odstrediva (Huygensova), Coriolisova a Eulerova sila. V ¢isto rotujicej stistave neposobi
postupna zotrvacna sila a v sustave, ktora rotuje konstatnym uhlovym zrychlenim, nepdsobi ani Eulerova sila,
teda sa budeme venovat len zvy$nym dvom.

Zac¢neme odstredivou silou, ktora zvykne byt znamejsia. Objekty na Zemi neustale obiehaju po kruznici, ktorej
stred prechadza osou rotacie. D4 sa povedat, Ze sme neustale ,,v zakrute® a zotrva¢na sila nas z nej ,,vyhadzuje®,
ako ked ideme autom. Velkost tejto sily je #, kde r je polomer kruznice a v je obvodova rychlost, ktorou sa
pohybujeme po kruznici. Smer sily je von z kruznice, teda ked ju zlozime s gravita¢nou silou, ktora pdsobi
smerom do stredu Zeme, vznikne vyslednica, tiazova sila, ktord smeruje trochu inym smerom, nez samotna
gravita¢na sila.

Smer tiazovej sily je totozny so smerom, ktorym ukazuje olovnica. Miesta, kde bude tiazova sila pdsobit v rov-
nakom smere ako je smer z vrtulnika do stredu Zeme, st véetky body na rovniku a zemské pdly. Na rovniku je
odstrediva sila opa¢ného smeru ako gravitacna, teda iba zoslabi jej velkost, no smer nezmeni. S vyuzitim vzta-
hu medzi obvodovou a uhlovou rychlostou v = wr vieme prepisat vztah pre odstredivu rychlost ako m - ? - r.
Na pdloch je vzdialenost r od osi ota¢ania nulovd, a preto tam odstrediva sila nepdsobi.

Obrazok 1: Skladanie odstredivej a gravitacnej sily

Coriolisova sila vznikd, ked sa objekt pohybuje vzhladom na rotujicu vztazna sustavu v smere kolmom na
os rotacie. Teda aj ked sa napriklad priblizuje/vzdaluje k/od osi rotacie, ako odpoved na meniacu sa obehovu
rychlost.’

!Presnejsie, ,,vznika“ kvoli tomu, aby stdle platil zdkon zachovania momentu hybnosti.

https://fks.sk/ 2 otazky@fks.sk


https://fks.sk/
mailto:\seminarEmail 

‘ (éé)é) Riesenia 2. kola zimnej Casti

Ilustrujme si ju na mravéekovi Matkovi idicom po gramofénovej platni. Ked je Matko dalej od stredu platne,
jeho obehova rychlost je viacsia, lebo pri jednej otacke platni prejde vacsiu vzdialenost. Ked sa vSak blizi ku
stredu, jeho obehova rychlost sa znizuje, a teda nanho posobi zotrva¢na sila v smere rovnakom ako Matko
obieha okolo stredu.

Dalsim prikladom je napriklad Sibirska rieka Lena, ktoré te¢ie v Rusku na sever. Vo vic3ej zemepisnej irke
je blizsie k osi rotacie, a teda na nu posobi sila smerom na vychod, kde viac vymyva breh. No, vratme sa
z Ruska k nasemu protagonistovi - Jergusovi. Ked pusti lopticku, ta sa priblizuje k osi rotacie, teda na nu
poOsobi Coriolisova sila a postiva ju na vychod.” Jediné miesta, kde pri pade sa nezmensuje vzdialenost od osi
rotécie, st severny a juzny pol. Takze poly st miesta, kde su vSetky tri definicie nadiru su ekvivalentné.

Obrazok 2: Pésobenie Coriolisovej sily na mravéeka Matka na rotujiicej platni

2.3 Napinavy pribeh vzorék Enka, opravoval Jimi

Enka si na dve nitky zavesila palicku’. Potom jednu z nitiek prestrihla. Akou silou je v okamihu tesne po prestrihnuti
napinand druhd nitka? Hmotnost palicky je m a to vam hddam aj staci...

Loy

Pred tym, ako sa pustite do pocitania a pisania rovnic, skuste si tipnut, akou silou by podla vés nitka mala byt
napinand. OK, tipy sa uzatvaraju, podme sa pustit do rieSenia.

Najprv si ujasnime, aké sily tesne po odstrihnuti jednej z nitiek na palicku pdsobia. V prvom rade je to tiazova
sila. Ak by to bolalen ona, tak palicka by volne padala smerom nadol. Avsak nenatiahnutelnost neodstrihnutej
nitky jej to nedovoli. Palicka teda tahd nitku smerom nadol (v doledku jej tiaze), ¢o spdsobuje napinanie nitky
silou, ktoru si oznac¢ime T. Reakciou je tahanie palicky nitkou smerom nahor taktiez silou T.

2V skutoénosti ju posunie aj kiisok smerom na juh, ak nie sme na péle alebo rovniku.
*Pozor, nie Andreja! Vid posledny priklad z 2. kola letnej ¢asti z 28. ro¢nika FKS. Je naozaj poucny :-)
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Na palicku budu teda pdsobit dve sily, ktorych posobiska su zakreslené na obrazku.

M~y

>

Obrazok 3: Dve sily, ktoré posobia na palicku.

Enka nepouziva hocijaké $mejdy, takze jej palicka je dokonalé tuhé teleso, ktoré moze vykonavat len translacny
(posuvny) a otacavy pohyb.

Pohybova rovnica pre transla¢ny pohyb taziska palicky je
Fo — T = ma,
pricom a je zrychlenie taziska palicky.
Pohybova rovnica pre otacavy pohyb pali¢ky okolo bodu tchytu (ozna¢me ho A)* je
F, - l =1Te,
2

kde [ je jej dlzka, I je jej moment zotrvaénosti vzhladom na bod A° a ¢ je jej uhlové zrychlenie, ktoré fahko
uré¢ime zo zrychlenia taziska vzhladom na bod A:

Po dosadeni I a ¢ do druhej pohybovej rovnice dostaneme dve rovnice o dvoch neznamych:
F, — T = ma,

I 1 , a
ng—gn’ll 'l/—z,

z ktorych jednoduchymi tpravami ziskame vysledok

T _mg
4 4

To by ste si netipli, vSak?

“Tento bod tesne po prestrihnuti stoji na mieste. Neverite? Ak by sa bod A hybal smerom nahor, tak by na pali¢ku nitka ne-
posobila ziadnou silou. To sme si v8ak uz na zaciatku vyjasnili, Ze to tak nie je. Nemozny pohyb v ostatnych smeroch sa pokuste
odargumentovat aj sami :)

>Ujo Google vam vyhodi vzoréek I = %ml2 , ti $ikovnejsi si to mozZu aj vypocitat skdlovanim.
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2.4 Naladeny cajnik vzorak Jimi, Fero a Samo T., opravovala Bu

Filip si predneddvnom uvedomil, Ze miesanie teplého a studeného kakaa vyddava rozne zvuky pri dopade lyZicky na dno
pohdra. Cim teplejsie, tym hlbsi tén. Funguje to aj s teplou vodou. Podobne si Kvik vsimol, Ze ked leje vodu z kanvice do
Cajnika, studend voda znie tiplne inak ako vriaca.

Najdite zavislost frekvencie, ktorii vyda dopadajiica lyZicka, od teploty. Preco si myslite, Ze nastdva tento jav? A ako to suvisi
s javom, ktory objavil Kvik?

Nasou ulohou je zmerat zavislost frekvencie zvuku v pohari s vodou od teploty. V prvom rade si musime vy-
jasnit, ¢o rozumieme pod pojmom frekvencia pohdra s vodou. Zvuk $iriaci sa prostredim je v podstate tlakova
vlna. Frekvencia zvuku nam popisuje, ako sa tento tlak meni v zavislosti od ¢asu. Avsak bezné zvuky v prirode
sa neskladaju iba z jednej viny s konkrétnou frekvenciou, ale z nekone¢ného mnozstva vin s roznymi frekven-
ciami a intenzitami (amplitidami), ¢ize nema jedind presne definovanu frekvenciu. Ked natiahneme strunu
a pustime ju, tato struna zacne vibrovat, pricom interakciou so vzduchom rozvibruje aj ten, a vzduchom sa
za¢ne §irit zvukova vlna so spektrom® zodpovedajicim spektru struny.

Vysvetlit, pre¢o bude spektrum struny prave také, aké bude, nie je uplne jednoduché. V uplne primitivhom
modeli si povedzme, Ze ked struna kmitd, sprava sa ako sinus, ktory je na koncoch nulovy, kedZe na tomto
mieste je struna pripevnend. Tomuto zodpovedaju funkcie z rodiny sin %* sin ¥, kde x je poloha na strune
a v rychlost zvuku v nej. Kedze sinus musi byt nulovy na koncoch struny, pre A musi platit A = 2, kde L je
dlzka struny a n Iubovolné prirodzené &islo. Odtial vieme frekvenciu vyjadrit ako f = 7. Nad celym tymto
postupom si nemusite velmi lamat hlavu, pretoze bol velmi nepresny, ale posluzil ndm na ilustraciu pre nas
dolezitého faktu, ze zvuk struny sa sklada iba z nasobkov urcitych frekvencii. Zastupenie tychto frekvencii
vieme ovplyvnovat napriklad tym, ako silno vybudime strunu.

Ak nasu tvahu zovseobecnime pre hrnéek s vodou, jeho zvukové spektrum bude zlozené taktiez iba z urcitych
frekvencii, ale toto spektrum bude tplne divoké, vzhladom za zlozity tvar hrnc¢eka. Vdaka vlastnostiam mate-
ridlu a vody budu uréité frekvencie $iriace sa na$im systémom takmer ihned po vybudeni utlmené,” zatial ¢o
iné frekvencie sa zachovaju. Tieto zvy$né frekvencie, ktoré sa neutlmia, nazyvame prirodzenymi frekvenciami
systému, a budu vyrazne intenzivnejsie ako iné. Prave tieto frekvencie budu charakteristické pre nas systém
a ich zavislost od teploty sa budeme snazit namerat. Ked sme si objasnili aspon zédkladny koncept nasho sys-
tému, mozeme sa pustit do merania.

Spektrum sa bude divoko menit v zavislosti na viacerych parametroch. Preto sa budeme snazit vietky fixovat,
samozrejme okrem teploty. Aby sa ndm meralo ¢o najlepsie, je vyhodné si zvolit ¢o najjednoduchsi hrncek.
Budit ho budeme tderom lyZzi¢kou na to isté miesto.” My sme si zvolili hrnéek takmer valcovitého tvaru.
V rychlovarnej kanvici sme zohriali vodu a naliali do hrn¢eka. Od tohoto okamihu sme vodu nepridavali ani
neodoberali, iba ju nechali chladnut, aby sme spolu s objemom vody zbyto¢ne nemenili parameter navyse.

Teplomerom sme zmerali teplotu vody. Pouzili sme klasicky ortutovy teplomer so stupnicou od 0 °C do 100 °C.
Pre jednu teplotu sme udreli na hrnéek viackrat, a pomocou softvéru Audacity sme zaznamenali zvuk, ktory
hrnc¢ek vydal. Samozrejme, teplota sa pocas procesu menila, ale kedZe celé meranie netrvalo viac ako par
sekind, predpokladali sme, Ze teplota bola konstantnd. Potom sme pockali, kym sa voda neochladi o par
stupnov a cely folklor zopakovali.

Analyzou zvukovych nahravok v Audacity sme ziskali frekven¢né spektra. Z frekvencnych spektier sme urcili
polohu prvého najvyraznejsieho vrcholu. Vhodné by bolo od¢itat najvyraznejsi vrchol celkovo, avsak tento sa
odcitava ovela komplikovanejsie, vzhladom na vysoké nepresnosti nasho merania. Podla $irky vrcholu vieme
priblizne urcit, ako presne meriame. Je vhodné urobit ¢o najviac merani.

SFrekvenéné spektrum vlny ndm hovori, ,,ako velmi“ je tvorena z jednotlivych frekvencii.
’Carovnym slovickom je destruktivna interferencia odrazenych vin.
8Toto miesto si méZeme oznatit napriklad fixkou.

otazky@fks.sk 5 https://fks.sk/


mailto:\seminarEmail 
https://fks.sk/

Riesenia 2. kola zimnej Casti ® é)é)é)

Chyby pri merani vznikaju v dosledku nekonstantnej budiacej sily, problematického uréenia maxima, odpa-
rovania vody, Sumu okolia, teplotnej roztiaznosti hrnceku a vody... taktiez zloZenie vody moze byt problém,
pretoze frekvencia moze zavisiet od koncentracie rozpustenych latok.

-15dB
-18dB
-21dB|

-24dB ]

-27dB

-48dB-|
-52dB | ‘

B6Hz 2000Hz 4000Hz 6000HzZ B8000HZ 10000Hz 12000Hz 14000Hz 16000Hz 18000Hz 20000Hz 22032Hz

Obrazok 4: Spektrum ndsho hrnceka pre 90 stupriov Celzia. MozZeme si vSimnuit vyrazné maximum
pre prirodzené frekvencie systému. Dévodom, preco je namerané spektrum spojité, je Sum
okolia.

Obrazok 5: Aparatiira
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TEplota[C]
Obrazok 6: Graf zavislosti frekvencie od teploty pohdra

Skusme sa teraz zamysliet, preco zavislost, ktort sme namerali, vyzera prave takm ako vyzera. Pre frekvenciu
plati

f=7

Otazkou ostdva, ako sa menia vinové dizky a rychlost zvuku vo vode s teplotou. Vo vieobecnosti toto méze
zavisiet od troch faktorov: hustoty vody, stlacitelnosti vody a jej teplotnej roztaznosti. Napriklad v oceli, ktora
je malo stlacitelna a hustejsia, sa pohybuje zvuk omnoho rychlejsie ako vo vzduchu, ktory je Iahko stlacitelny
a redsi. Najprv hrubo odhadnime vplyv hustoty a roztiaznosti. Vieme alebo si najdeme, ze rychlost zvuku vo

vode je tmerna v = \/% , kde K je ¢len zahrnajuci stlacitelnost vody, a p je hustota vody. Predpokladajme, ze

hustota sa meni iba vplyvom teplotnej roztiaznosti. Potom

KV
vV=1/—,
m

kde V je objem.
Objem vody sa meni ako V = V; (1 + BAT). Predpokladajme, Ze aj vinova dizka sa meni imerne objemu,

Ao Ao (1 + BAT).

Kombindciou tychto vztahov dostavame
1

AN GEY TV

Toto suhlasi s naSou nameranou zavislostou.

Co sa tyka stlacitelnosti, nastéva jav nazyvany Hot Chocolate Effect, aj ked pre vodu namiesto ¢okolddy by
sa dal nazvat obrateny Hot Chocolate Effect.” Pointou je, Ze rychlost zvuku vo vode z4visi najma na dvoch

0 tom, ako tento efekt funguje pri horucej vode, sa mozete docitat v E S. Crawford, The Hot Chocolate Effect. Am. ]. Phys. 50,
398 (1982).
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veciach, hustote a stlacitelnosti.

Hustota s teplotou klesd, a vdaka tomu by mala rychlost narastat. Avsak v hortcej vode sa nachadza vela
vzduchovych bubliniek. Vdaka tymto bublinkam bude voda ovela stlacitelnejsia, a zvukové vlny, ktoré sa $iria
stlacanim a rozpinanim vody, sa budu pohybovat pomalsie. Tento jav, teda taktiez podporuje pokles frekvencie.

Na zaver prikladdme velmi pekne nameranu zavislost aj s teoretickou predpovedou od Misky Leinwatherove;j.

zavislost frekvencie od teploty vody

experiment

frekvencia

tedria

25 35 45 55 65 75 85

teplota vody [°C]

Obrazok 7: Miskin graf zavislosti frekvencie na teplote.

2.5 Plastelinova terapia vzordk Mato V, opravoval Mato V

Cajka je oblas velmi nervézna. Nastastie modernd terapeutickd psycholdgia poznd vielijaké relaxacné cviky. Jednym z nich
je vyhadzovanie plasteliny. Staci zobrat poriadny kus plasteliny, vymodelovat z neho vela rovnakych gulocok s hmotnostou m
a vyhadzovat ich kolmo hore rychlostou v. Cajka vyhodi do vzduchu kiisok plasteliny kazdych t sekiind. Kvika by zaujimalo,
kedy sa celd gundza plasteliny, ktorii Cajka povyhadzovala do vzduchu, dotkne naraz zeme a kolko bude vtedy vazit?

Pri riesent tejto tilohy nevdhajte vyuZit pocitac ;-)

Na rieSenie tohoto problému mdzeme zvolit dva spdsoby, analyticky (rovnice) alebo simulaciu. Na zaciatok
sa pozrime na to, ako by sa dal tento spletity problém rozmotat na peknu sadu rovnic. Ked Cajka vyhodi do
vzduchu niektoru z neskorsich guli¢iek, dana gulicka sa dokonale nepruzne zrazi s gucou, ktora uz bola vo
vzduchu a prida sa ku nej. Vieme, ze pocas Ziadnej zrazky sa nezmeni poloha ani rychlost taziska tejto sustavy.
Pod danou ststavou myslime N-tu gulicku (prva gulicka bola oznacena ako nultd) a gu¢u zlozenu z prvych N
gulic¢iek. Tym padom sa tato novovzniknuta guca bude hybat po trajektorii ich taziska, az kym neddjde k dalsej
zrazke.

Ak si teda napiSeme polohu N-tej gulicky v zavislosti od ¢asu a polohu taziska guce, s ktorou sa zrazi, vieme
urcit cas, kedy k tejto zrazke dojde, teda kedy sa tieto dve polohy budu rovnat. Trajektoriu ktorejkolvek gulicky
si vieme napisat ako

1
Xi — V(t — Tl) — Eg(t — Ti)za
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kde T; je ¢as vyhodenia danej gulicky a mozeme ho vyjadrit aj ako T; = i, pricom 7 je doba medzi dvoma
vyhodeniami. Teda si to vieme rozpisat ako

1 1
Xi = —vri — Egrziz + (v + gri)t — Egtz,

Co sa tyka taziska, to si vieme napisat ako'’

L x 1 < A N
= _ it = Lop.
y ;iﬂ Z.H; vij — g + (v +gTj)t — g

Na vyriesenie tejto dlhej sumy ale vieme pouzit zname vysledky. Napriklad vieme, Ze

2 i(i+1)(2i+1)
Z] o 6

Ked si dosadime tieto vyrazy do rovnice pre polohu taziska, dostaneme

vti  grhi(2i+ 1) gri 1
== ) - g’
) 2 12 R 2 thz

Pri vypocte polohy taziska sme ale pouzili trik, ktory treba spomenut. Pre zjednodusenie matematiky uvazu-
jeme, akoby uz vsetky gulicky, ktoré potrebujeme poznat, boli vo vzduchu od zaciatku, avsak zac¢inali niekde
v negativnej vyske s velkou rychlostou. A tato rychlost a vyska su presne také, aby sa v ¢ase it nachadzali vo
vyske 0 a mali rychlost prave v. Ako sme povedali, v okamihu ked sa polohy guce a gulicky rovnaji, dochadza
ku zrazke, a teda si moZeme vyjadrit ¢as zrazky (i + 1)-tej gulicky:

Xi = Yi»

vri  grti(2i+ 1) gri 1
i S | t— —gt’,
5 B + (v + g

2 2
% ( 2i+1)
t=-+ 11— T.
g 6

Tak sme teda zistili, kedy sa kazda z guli¢iek zrazi s predchadzajicimi. To sice nie je jedna z otazok, ale pomdze
nam zistit, kolko guli¢iek Cajka stihne vyhodit predtym, nez to celé dopadne na zem. Ked sa pozrieme na
nas vypocet taziska a fakt, ze sme uvazovali, Ze vSetky gulicky st od zaciatku letiace, zistime, Ze nam vznika
podmienka, aby sa gulicka stretla s guc¢ou, ked uz je nad zemou. Ina¢ povedané, zrazka sa nemohla stat, ak
gulicka este nebola vyhodend. Tymto si vieme zadefinovat podmienku:

% ( 2i+1) )
t=—-+4+\1 — <17,
g 6

1 1
e — Egrziz + (v +gri)t — Egt2 =—

10Znak >~ tu zna?{ s¢itanie cez vietky vyrazy rovnakého typu, ktoré sa vyskytuju za tymto znakom. Teda napriklad Y, i =
O+1+2+..+n
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Tak, a prave sme zistili kolko guli¢iek sa Cajke podari vyhodit. Aby sme nasli ¢as, kedy tito gu¢a dopadne,
nam uz len ostava dosadit tento najdeny pocet spat do rovnice pre polohu taziska a zistit kedy tato poloha bude
rovna 0:

yi=0

. 2. . .

vri  gr¥i(2i+ 1) gri 1

—_—— S )t— g =0
2 12 AN 2 2g

2v + gri +\/(2v+gri)2—4g<‘w+vri>

t =
28
1+i + \/(1+i)2— 22D
t=
2
1+ +\/1+2i+i2—#—2i
=

2

Ako zaujimavost pre Citatela poznamenavame, ze ked 7 — 0, tak t — %. Toto je pekny vysledok, kedZe je to
presne o polovicu viac, ako by trvalo proste dopadnut prvému kasku. Druhy pekny $pecidlny pripad je v = £.

Vtedy prvé gulicka dopadne akurét vtedy, ked Cajka vyhodi druht.

Aby ste porozumeli numerickému spdsobu riesenia, pozrite si kod tu.

20 8

Vyska /m

10} .

0 i: L
0 1 2 3 4 5 6

Cas/s

Obrazok 8: Graficky vystup numerickej simuldcie. Jednotlivé ciary predstavujii drahy gulic¢iek. Hrubd
modrd Ciara je predizenim drahy guce po druhej zrdzke, tenkd modrd ukazuje vysku guce
v zavislosti od Casu.

2.6 Severni vitr je kruty... vzordk MatoB, opravoval MatoB

Adam'' nemd velmi dobré spomienky na to, ked fika a je zima... naposledy vtedy prendsal meter stvorcovy hlinikového
plechu a ten teda poriadne zvicsil povreh, cez ktory unikalo z Adama teplo... ale spdt k veci.

Ten, ¢o spieva nadherne britskd hymnu...

https://fks.sk/ 10 otazky@fks.sk
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Pocas pokojného chladného zimného diia s iiplnym bezvetrim'?, ked sa ortut na teplomeroch $plhd na prijemnych —5°C,
ludia, a medzi nimi aj Adam, subjektivne pocitujui 5 °C. Predpokladajme, Ze pocas toho istého dria sa ndhle zmeni pocasie,
ndsledkom coho zacne byt celkom veterno, no na ortutovom stlpci nebadat Ziadnu zmenu.

Odhadnite novi subjektivnu pocitovii teplotu, ktorii pociti Adam, ked zacne fiikat. Inak povedané, ndjdite takii hodnotu
teploty, ktorii by musel mat pokojny stojaci vzduch, aby sa Adam citil rovnako, ako pocas veterného dna, ked je vonku —5 °C.

Predpokladajte, Ze priemernd teplota Adamovej koze je 37 °C.

Pri riedeni tejto tlohy sa mohlo vyskytnut isté zmatenie. Tymto zmétenim si presli aj vSetci veduci, ktori sa
s touto ulohou stretli na istej sutazi. Nanestastie Vas musime sklamat, tato uloha je naozaj riesitelna a nie je
vobec tazkd. Vyzaduje si vSak poriadnu davku zamyslenia a dosledné ¢itanie zadania ;-)

Na zaciatok si musime uvedomit, ze do hry vstupuju dva subjektivne faktory. To, ako pocituje teplotu ¢clovek
vs. to, ako meria teplotu teplomer, a potom rozdiel medzi pocitovanim teploty v bezvetri a vo veternom pocasi.

Clovek pocituje chlad alebo teplo podla toho, aké velké s teplotné straty resp. prijmy cez pokozku. Nase bunky
nevnimaju absolutnu hodnotu teploty, ale st citlivé na vykon tepelnych strat. Preto je napriklad sedenie na
drevenej lavicke prijemnejsie ako sedenie na kovovej, hoci majui rovnaku teplotu. V tomto vzoraku sa teda
budeme rozprévat o tepelnych stratdch, a to stratich sposobenych hlavne vedenim a prudenim tepla.'”’

V pripade bezvetria sa v okoli pokozky vytvori nad vrstvou koze tenucka vrstva vzduchu, ktora kvoli viskozite
stoji na mieste, a tak tepelne izoluje nasu pokozku. Moze to zniet paradoxne, ale prave tato vzduchova vrstva
spOsobuje, ze nepocitujeme pocit chladu'*. Ked za¢ne fukat, o tato tenuckd izola¢ént vrstvu vzduchu prideme
a tepelné straty cez pokozku s potom vicsie, ¢o vSetci vinimame ako pocit chladu.

Musime si uvedomit, Ze k rovnakému efektu dochadza aj pri teplomeroch! Tam sa vSak vyrobcovia snazia
minimalizovat tento efekt tym, Ze pouzivaju materialy, ktoré maju velmi dobru tepelnt vodivost (v§imnite si, ze
$picka teplomerov je kovovd) a samotny teplomer sa snazia prisposobit tak, aby mal aj malu tepelnu kapacitu'”.
Zabezpecia tak, ze teplomer vie pomerne rychlo reagovat na zmeny teploty a teplota, ktoru ukazuje teplomer
ma velmi blizko skutocnej teplote.

Pre riesenie ulohy je kluc¢ova informacia zo zadania, Ze po tom, ¢o zacalo fukat sa teplota, ktoru ukazuje
teplomer, nezmenila! To ludskou recou znamena, Ze napriek tomu, Ze sa odstranila aj tenucka vrstva vzduchu
okolo teplomera, tak sa nezmenila tepelna rovnovaha medzi teplomerom a okolim, a teda nutne ani vykon
tepelnych strat, ktoré unikaju z teplomera do okolia (v ustdlenom stave su nulové). Tato skuto¢nost nie je
uplne trivialna, kedZe to, ako dobre odvadza vzduch teplo zavisi od rychlosti pohybu molekaul.

Rychlost pohybu molekl nie je uréena iba kinetickou energiou mikroskopického pohybu (teplota) ale aj kine-
tickou energiou makroskopického pohybu (vietor). Preto v principe mdze aj teplomer ukazat nizsiu hodnotu
po tom, ako zacne fukat, napriek tomu, Ze sa nezmenila kinetickd energia mikroskopického pohybu molekil
(def. teploty vzduchu). Tento efekt sa vola wind chill'®. Informécia zo zadania ndm vravi, ze k tomuto efektu
vSak nedochadza! A jediny efekt, ktory nastava, je iba strata tenkej izola¢nej vrstvy vzduchu nad pokozkou
(a aj $pickou teplomera).

Pre tcely zvysného rieSenia ulohy budeme teda za objektivnu povazovat teplotu, ktort nam ukaze teplomer.
Pustime sa teda konec¢ne do riesenia! Situacia vyzera nejako takto:

127atial, na Adamovo $tastie...

13Vedenie tepla je prenos tepla mikroskopickym pohybom molekil vzduchu. Pridenie tepla je zase prenos tepla makroskopickym
pradenim vzduchu - t. j. také, ktoré si moZeme v$imnut aj nasimi o¢ami.

4Vzduch, ak mu totiz zakdzeme pradit v makroskopickom zmysle, ma perfektné izolaéné vlastnosti. Preto sa napriklad polystyrén
pouziva na zateplovanie domov, kedZe obsahuje velké mnozstvo vzduchu, ktory vsak nemdze prudit.

5Pri ortutovych teplomeroch sa to da lahko postrehnut - kapiléra s ortutou je naozaj velmi mala.

16h‘ctps ://en.wikipedia.org/wiki/Wind_chill
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37°C 5°C -5°C

stojaci

h
vzduch AR

telo |'‘pokozka

Obrazok 9: Vrstvy vzduchu a pokozky réznych teplot.

V ustdlenom stave je vykon tepelnych strat, ktoré pripadaju na jednotku plochy umerny rozdielu teplot a kon-
Stante zavisiacej na materiali. Pozrime sa najprv na situdciu v bezvetri.

Ak budeme uvaZzovat vrstvu koze s teplotou Ti, = 37 °C, stojaci vzduch nad vrstvou koZe s teplotou Ty, =
5°C' a okolity vzduch s teplotou Tyee = —5 °C, tak v ustilenom stave, kedy sa uz nemeni teplota stojacej
vrstvy vzduchu musi platit rovnost tepelnych vykonov medzi vnatrom tela a najvrchnejsou ¢astou pokozky —
P; a tepelnymi stratami cez tenucku stojacu vrstvu vzduchu P,,

P, =a$ (Ttelo - Tpocit) >

P2 == ﬁs (Tpocit - Tokolie) 5
Pl = P2)

kde « je koeficient vyjadrujtce tepelné vlastnosti koze, 3 je koeficient vyjadrujuci tepelné vlastnosti vzduchu
a S je plocha rozhrania medzi kozou a vzduchom.

V pripade, ked za¢ne fukat, a teda prestane existovat tenucka vrstva stojaceho vzduchu, je celkovy vykon te-
pelnych strat jednoducho
P, =aS (Ttelo - Tokolie) .

Podla zadania chceme ndjst taku teplotu vzduchu, ktort by musela mat vonkajsia vrstva pokojného stojaceho
vzduchu, tak aby Adam pocitoval rovnaké tepelné straty, ako ked fuka. Celkovy vykon tepelnych strat sme
urc¢ili uz o kasok vyssie, a teda

Pll =aS (Ttelo - Tokolie) >

potom, pre rozhranie izola¢nej vrstvy a vonkajsieho vzduchu musi platit
P,Z - ﬁs (Tpocit - Tokolie) >

7Pocitovu teplotu berieme v nasom modeli ako tu teplotu, ktord by musel mat vzduchu, ak by tam nebola tenkd stojaca vrstva
vzduchu a subjektivne by sme vnimali rovnaky tepelny vykon.
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kde T’ poci je teplota, ktorti by musel mat vonkajsi vzduch, a teda teplota na ktord sa pyta zadanie. Pozor, vo
vzorci nezabudneme vymenit poradie teplot, kedze oc¢akavame, Ze T pocit < Tokolie-

Teraz sme ziskali dve rovnice (prvu, ked neftika a druh ,ked fiika)

aS (Ttelo - Tpocit) - [))S (Tpocit - Tokolie) P
as (Ttelo - Tokolie) = [))S (Tokolie - Tpocit) .

Koeficienty « a  sice nepozname, ale vieme sa ich jednoducho zbavit tak, Ze rovnice medzi sebou predelime
a nasledne z nich vyjadrime T pocit.

T

(Tieto — Tokotie) (Tpocit — Tokolie) = —18°C.

1 pocit — ’lokolie
1 telo 1 pocit
(

2.7 Hviezdne tango vzoradk MatoB, opravoval MatoB

Vladko sa docital, ze to bol prdave Kepler, kto objavil tri zdkony pohybu planét. Avsak tak, ako ich poznal on, sa daji pouzit
iba vtedy, ked je obeznica (planéta, mesiac, atd.) omnoho lahSia ako centrdlne teleso (hviezda, planéta, atd.).

Vladko viak dostal od Peta na tilohu z mechaniky vypocitat periédu obehu dvojhviezdy okolo spolocného tazZiska. Petova
dvojhviezda sa skladd z hviezd s podobnymi hmotnostami M (vlavo na obrdzku) a 2M (vpravo na obrdzku). Vyrieste tito
tilohu za pomoci Keplerovych zdkonov a elementdrnej fyziky. Dizka jedného dielika je I, rychlosti hviezd v jednom okamihu
sti také ako na obrdzku (jeden dielik zodpovedd rychlosti v). Peto Vladkovi prezradil, Ze navyse plati GM = 24lv?, kde G je

gravitacnd konstanta.

« | ¢

A

\T

Pozrime sa na najprv na tri Keplerove zakony, ktoré — ako vieme zo zadania - objavil uz aj Vladko:

1. Planéty obiehaju okolo Slnka po eliptickych trajektoriach s malou vystrednostou, pricom Slnko sa na-
chadza v jednom spolo¢nom ohnisku.

2. Sprievodi¢ (spojnica Slnka a planéty) opise za rovnaky ¢as vzdy rovnakad plochu (prakticky zakon za-
chovania momentu hybnosti).

3. Druhé mocniny obeznych dob planét priich obiehani okolo Slnka st imerné tretim mocninam hlavnych

poloosi ich eliptickych drah.

Kepler predpokladal, ze stred Slnka je totozny s hmotnym stredom slnec¢nej sustavy a ten sa nehybe. To nas
vedie k tomu, aby sme sa venovali najprv hmotnému stredu nasej dvojhviezdy. Oznacme rychlost hviezdy
nalavo v obrézku v zadani v; a hviezdy napravo v;. KedZe jednému dieliku prislicha podla zadania velkost
rychlosti v, po zavedeni vhodnej siradnicovej sustavy (x-ovd suradnica v smere zlava doprava, y-ova siradnica
v smere zdola hore) vieme uréit vektory v; = (2v, —3v) av, = (2v, 3v).
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Rychlost hmotného stredu v; ur¢ime zo zakona zachovania hybnosti,

MV, + 2Mvs = (M + 2M)¥,

— M — —

V= 374(1/1 +21;) = (2v,v).
Vidime, Ze hmotny stred sustavy sa pohybuje, ale tento problém vieme lahko vyriesit tak, Ze sa presunieme do
inercialnej stistavy, kde hmotny stred ststavy stoji. Potom pre rychlosti hviezd dostavame v;' = v; — v, =
(0, —4v) av;’ = v; — v; = (0,2v). Lahky vypocet prezradi, ze hmotny stred sa nachddza v dvoch tretindch
vzdialenosti medzi hviezdami od hviezdy nalavo.

Situacia teraz v sustave spojenej s hmotnym stredom vyzera nejako takto:

X

Obrazok 10: Situdcia v sustave spojenej s hmotnym stredom (HS).

Na obe hviezdy p6sobi gravitacna sila velkosti F, = G%, kde 3/ je vzdjomna vzdialenost medzi hviezdami

a G je gravitacna konstanta. KedzZe ulohu chceme vyriesit za pomoci Keplerovych zakonov, a tie mozno pouzit
iba v pripade, ak jeden z objektov je radovo tazsi ako druhy, a teda sa vplyvom gravitacnej sily prakticky ne-
hybe, musime situaciu znovu transformovat. Oba objekty teraz obiehaju okolo spolo¢ného hmotného stredu.
Hmotny stred sa nemdze hybat inak ako rovnomernym priamociarym pohybom, ale takyto pohyb sme uz

zakazali presunutim sa do vhodnej sustavy.

Dalej si viimnime, Ze gravitaéna sila, ktord pdsobi na hviezdu napravo, spdsobena silou nalavo, mé velkost

kde G je gravitacna konstanta a r je vzgjomna vzdialenost medzi hviezdami. Vzajomna vzdialenost medzi
hviezdami sa mdze menit, ale pozicia hmotného stredu je uz v nasej sustave fixovanda. To inak povedané zna-
mend, Ze nech je vzajomna vzdialenost hviezd r akakolvek, hmotny stred bude vzdy lezat na spojnici hviezd,
v tretine ich vzdialenosti od tazsej hviezdy.

Urobme preto teraz nasledujuci myslienkovy experiment. Odstraiime zo systému hviezdu nalavo a nahradme
ju virtualnou hviezdou leziacou na pozicii hmotného stredu pévodonej dvojhviezdy s takou hmotnostou m,
aby gravitacny ucinok virtualnej hviezdy na hviezdu napravo bol rovnaky, ako od pévodnej hviezdy nalavo.
Ak zvolime m = M/9, lahko sa presved¢ime, Ze dostaneme rovnaka silu, nech je r akékolvek.

2M(M/9)  2M>

F,=G——L7 — g—.
OO
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Ak teraz umelo zafixujeme virtualnu hviezdu na tomto mieste, gravita¢na sila od virtualnej hviezdy bude mat
vzdy spravny smer aj velkost, ako od pévodnej hviezdy nalavo. Ak sa obmedzime iba na $tidium pohybu
hviezdy napravo, mézeme smelo pouzivat Keplerove zakony a najst periédu obehu tazsej hviezdy okolo spo-
lo¢ného hmotného stredu oboch hviezd.

Pred tym, nez sa pustime do riesenia, si iba v kratkosti vysvetlime, preco je spominany krok legalny. Hviezda
napravo ,,netusi®, ¢o spdsobuje silu, ktora na nu pdsobi. Ak vsak zabezpecime, Ze je presne rovnaka (velkostou
aj smerom), ako keby tam boli obe hviezdy, hviezda napravo sa musi nutne hybat rovnako, ako keby tam
tie hviezdy boli obe. Newtonove zakony jednozna¢ne urcuji buducnost systému na zaklade pociato¢nych
podmienok a tie st rovnaké, takze aj ¢asovy vyvoj polohy hviezdy napravo musi byt rovnaky. Poznamenajme,
ze virtudlnej hviezde sme zakazali pohyb a naSou konstrukciou nenarusime zdkon zachovania energie (ten
musi byt splneny, lebo mame spravnu silu) a aj zdkon zachovania momentu hybnosti (v na§om pripade sa
zachovava aj moment hybnosti kazdej hviezdy samostatne. Rozmyslite si preco.)

Teraz mozeme smelo pouzivat vietky finty, ktoré uz davno pozname, sta¢i ak budeme studovat len pohyb tazsej
hviezdy v poli virtudlnej hviezdy s m = M/9, ktora vzdy stoji na mieste.

Periédu obehu lahko zistime z tretieho Keplerovho zakona, ak budeme poznat dlzku hlavnej polosi elipsy, po
ktorej obieha tazsia hviezda okolo spolo¢ného hmotného stredu hviezd. Z tvahy vyssie vieme, Ze v jednom
z ohnisk bude lezat nehybn4 virtualna hviezda. DIzku hlavnej polosi lahko ur¢ime zo zékona zachovania
mechanickej energie a zakona zachovania momentu hybnosti (¢o je druhy Keplerov zakon az na nejaku ta
polovicu). Celkova mechanicka energia sustavy E, je su¢tom potencialnej a kinetickej energie v hociktorom
¢ase (takze napriklad aj vo vychodzej situdcii). Nulovy potencial gravita¢ného pola virtualnej hviezdy mozeme
volit v nekonecne, a dostdvame

M = AMV* — GZ_]\/IZ = _iLMVZ

(r/3) 9l 3

1
E, = EZM(Vlz)z -

kde sme vyuzili vztah zo zadania GM = 2412

Z obrazka vidno, Ze aktualny smer rychlosti je kolmy na spojnicu hviezd. Takato situacia moze nastat iba
v pericentre alebo apocentre. Sucet vzdialenosti medzi taz$ou hviezdou a virtudlnou hviezdou v pericentre
a apocentre je rovny presne dvojnasobku hlavnej poloosi elipsy, po ktorej tazsia hviezda obieha.

-2
V pripade pericentra vieme, Ze r = la |, | = 2v, v apocentre si ozna¢ime vzdialenost ako p a rychlost ako v,.
Z druhého Keplerovho zakona

2M-2v-1=2M-p-v, = v, = 2vl/p.
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Dosadenim do zakona zachovania energie dostaneme rovnicu

1 , 2M?
—2Mv,” — G— =E,,
2 9p

do tejto rovnice mézeme vlozit nasledne vypocitand hodnotu E, za v, dosadime hodnotu z vypocitanu z 2.
Keplerovho zdkona a nakoniec vyuzitim GM = 24Iv* ziskame rovnicu

(p=D(p—3l)=0.

Riesenie p = [ je pericentrom a zodpoveda pociato¢nému stavu v nami skonstruovanej ststave. Riesenie
p = 3lje apocentrom. Odetialto uz vidime, Ze dlzka hlavnej polosi je (I + 31)/2 = 2L

Vyuzitim tretieho Keplerovho zdkona (ten mozeme pouzit, lebo predpokladame, ze virtualna hviezda pocas
celého pohybu stoji),
7 ara® _4m(2)* 4w - 72F o 271@.
Gm G(M/9) 241lv? %

Dostaneme periédu T obehu tazsej hviezdy okolo spolo¢ného hmotného stredu. Kedze hmotny stred sa ne-
moze hybat, peridda obehu [ahsej hviezdy okolo hmotného stredu musi byt rovnaka.
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