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Riesenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Odvazne sa odvazme vzorak Zuzka, opravovala Zuzka

Za&neme od poslednej otazky, ktora je klt¢ovou a zéroven najtaz$ou. Co sa stane s pruzinou, ked ju budeme vela
natahovat a stlé¢at? Tazko povedat. Pri stlé¢ani pruziny jej dodévame energiu, a Cast tejto energie sa spotrebuje
na vykonanie zmien v jej vnatornej trukture... Ur¢it na zaklade takychto a im podobnych tvah, ¢i bude pruzina
po tisicom stlaceni tazsia alebo lahsia, nie je vobec jednoducha zalezitost. Kedze malokto z nas natahoval a stlacal
pruzinu 1000-krat za sebou a skiimal jej pevnost, nevieme si dobre predstavit, ako to s tou nasou pruzinou bude.

Hmm... naozaj nevieme? Spomenme si na auta. V tlmicoch aut su pruziny, ktoré sa pri kazdej nerovnosti cesty
stlacaju a roztahuju. A ako sa sprava nase auto, ked mame staré pruziny? Predsa citime kazdu jednu jamu, ako
keby auto ziadne pruziny nemalo. M6Zeme si pogratulovat, tymto elementarnym pozorovanim sme zistili, Ze stara
pruzina bude tvrdsia, a to aj bez pustania sa do naro¢nych tvah. (Za predpokladu, ze pruzina vo vahe je podobna
tej v aute.) !

Po tisicom natiahnuti a stla¢eni ndm teda pruzina pri rovnakom vychyleni bude klast va¢si odpor ako na zaciatku.
Teda bude proti nam posobit vacsou silou F = kx, kde x je vzdialenost, o ktort sme pruzinu vychylili a k je tuhost
pruZziny.

Teraz si vysvetlime odpoved na zvysnu otazku. Ako iste viete, vdha funguje nasledovne: Ked polozime objekt na
vahu, pruzina v nej sa pésobenim tiaze objektu F; = mg stlaci, pretoze tato silu musi vykompenzovat vlastnou
silou pruznosti F = kx. Cifernik nasledne ukaze hmotnost m = f}x v zavislosti od skratenia celkovej dlzky pruziny

x. Prevod medzi cifernikom a pruzinou je z vyroby nakalibrovany na pociato¢nu tuhost pruziny k.

Ak sa vSak pouzivanim véhy tuhost nasej pruziny zvacsi, bude sa musiet pri tom istom objekte zmensit x, lebo
sila musi posobit stdle ta istd. Sice je jasné, Ze v dosledku opotrebovania pruziny dojde ku posunutiu nulového
bodu, avsak vaha, ktora reflektuje len predlzenie, ma dojem, ze na vahe stoji lahsi predmet a ukaze teda mensiu
hmotnost.

1.2 Wir schaffen das! vzorédk Denda, opravovala Denda

Hadam kazdy vie, ze najkratsia draha spdjajica dva body je usec¢ka’. Spravny stratég Baklazchanovho vojska by
to mal vediet tiez. Je si vSak vedomy aj vytrvalych a pracovitych dedin¢anov, ktori im pévodnu najkratsiu cestu —
spojnicu dediny a povodnej polohy vojska — znemoznili.

Na najkratsiu cestu ma v8ak v tomto pripade vplyv aj ¢as.” Vojakom teraz nezostdva ind moznost, nez samotny
mur obist. Pri planovani svojej cesty si musia k trase pridat medzibod, ktorym by mal byt okraj muru prave v

"Najznamejsi priklad tuhnutia materialov je tzv. tvirnenie za studena (work hardening). Princip spociva v tom, ze po prekroceni
medze pevnosti dojde k presuvaniu a vytvaraniu zlomov a nepravidelnosti v $truktire materialu, dosledkom ¢oho je stvrdnutie materialu.
V na$om pripade sice nedochddza ku prekroceniu medze pruznosti, ale nie je tazké si predstavit, ze podobné procesy mozu vzniknut v
materidli, ktory je tisickrat deformovany.

2 Ak tomu neverite, kfudne si nakreslite Gisecku a dréhu, o ktorej si myslite, Ze je krat$ia a odmerajte napriklad $pagétovou metédou.

*Najkratsia cesta je t4, ktord armada prejde za najkratsi &as.
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¢ase, ked st k nemu schopni prist. Ten sa pohybuje rychlostou % na vychod. Vojaci k nemu svojou rychlostou v
musia prist za ¢o najkratsi cas. Podme sa s tymto problémom popasovat.

povodné poloha vojska

S
najkratsia draha
] d pan
mur xmedzibod

d/

e T,

dedina

Obrazok 1: schéma rieseného problému

K bodu stretnutia vojakov s okrajom muru musia vojaci a dedin¢ania stavbari prist v tom istom case ¢;. Ked tento
fakt spojime s Pytagorovou vetou, dostaneme rovnicu

Ve =Pt + db

z ktorej jednoducho dostaneme cas, za ktory Baklazchanove vojsko dorazi k okraju maru

d

Teraz sa nachvilu pozastavime a v§imneme si, Ze z vysledku vyplyva o¢akavany fakt a to, ze aby bol vysledok v
obore realnych ¢isel, musi platit nerovnost v > u. Ved predsa na to, aby sa s murarmi stretli, musi byt uz vobec iba
zlozka v v smere na vychod rovnd . V zadani sa nis viak pytaju na najkratif celkovy ¢as (tzn. az do dediny).
Potrebujeme teda zistit aj Cas t,, za ktory prejde vojsko tisek medzibod — dedina. Tu si uvedomime, ze dlzku
spolo¢nej hrany trojuholnikov, ¢ize dlzku muru, uz pozname. Je to ut,. Opit si spomenieme na Pythagorovu vetu
a dostdvame

t1:

Ve = utth + d”

Po dosadeni t; a par drobnych upravach dostame hodnotu t,:

MZ d2 _ d/2 d/2

— + .
V2 V2 — u2 V2 _ u2

St
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Celkovy ¢as uz dostaneme jednoducho iba sactom t; a #,:

d u2 d2 _ dlZ dlZ
tcelk =—F 7 + .
V2 _ uz VZ VZ _ u2 V2 _ u2

Komentar opravovatelky

Mnohi ste mali nutkanie vyjadrit drahu aj pomocou uhla. Ozna¢me teda uhol, ktory zviera kolmica k muru so
smerom pohybu Baklazchanovho vojska a. Najjednoduchsi sposob, akym sa da zistit jeho hodnota, je pouzitie
goniometrickej funkcie sin x a k nej inverznej funkcie arcsin x.

. uty u
sinq@ = — = —,
vty v

.u

o = arcsin —.

v

Toto samozrejme plati pri zrejmom predpoklade, ktory je ulohou vyzadovany, a to v > u a dava to rozumné
vysledky:

o ak v >> u, potom uhol & je maly,

o ak sa u blizi k hodnote v, uhol je velky.*

Podobnym sposobom, aj ked trochu komplikovanejsie, sa dal vyjadrit uhol, pod ktorym mali smerovat od muru
k dedine.

Dal$im milym prekvapenim pre mna bola pozndmka, Ze muir na zdpad nemusi byt nekonec¢ne dlhy. Ozna¢me
jeho pévodnu dizku x. Ak plati nerovnost x < ut,, vojakom sa viac nez na juhovychod oplati ist na juhozépad, a
celkovy ¢as potom bude

VA& +x2+/d? +
. :

leelk =

1.3 Pomocné kolieska vzordk Jaro a Kvik, opravoval Jaro

Tato tloha sa ukazala ako skuto¢ne divotvorna, hoci otvorene vyhlasujeme, Ze nebola tazka. Primitivnym a pritom
dobrym rieSenim bolo proste zobrat bicykel a skusit to — aj menej bystry riesitel tak mohol prist na to, ze sa bicykel
pohne dozadu.” I tak by sa vsak patrilo k tomu dopisat niekolko teplych slov a fyzikdlne to zdovodnit. Teoretici
vsak bicykle z principu nemaju, takze si museli vystacit s tvahou. Ani ta v§ak nebola nijak tazka.

Takze sa pozrime najskor na to, aké vonkajsie sily na nas bicykel posobia. Vo vertikalnom smere st to tiazova sila
a normalové sily od podlozky pdsobiace na kolesa bicykla, ktoré kompenzuju prave tiaz bicykla. Je teda zjavné, ze
vo zvislom smere sa ni¢ zaujimavé diat nebude. Kolké to prekvapenie.

“Dakujem Jakubovi Hluskovi za velmi peknt formuldciu tohoto rozboru :).
A tym hned ziskat zo tri body. Prekvapivo nespravnych odpovedi bolo viac, nez sprévnych... a pritom tahat bicykel za $nurku
zvladne aj orangutan.
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Cize budeme skiimat len horizontalny smer. Tam je to sila F, ktorou tahédme za pedal smerom dozadu a trecie sily
medzi kolesami a podlozkou. Trecie sily posobia vzdy proti smeru pohybu. V pripade, ze kolesa nepresmykuju,
pre ich velkosti plati F, < u N, kde N je velkost normalovej sily medzi kolesom a podlozkou.

Teraz potiahnime pedal dozadu nejakou silou, dostato¢ne malou na to, aby koleso nezacalo presmykovat, a za-
myslime sa nad tym, ¢o sa stane. Keby sme zadné koleso nadvihli tak, aby sa nedotykalo podlozky, potom by sme
jasne videli, Ze sa rozto¢i tym istym smerom, ako pedal. Preto intuitivne o¢akdvame, Ze keby bol bicykel polozeny
na podlozke, mal by sa pohybovat smerom dopredu. No nerobme undhlené zavery.

Najprv si predstavme, ze posobisko sily F je nekonecne blizko k osi otacania pedalu. Moment tejto sily je v limite
rovny nule. To ale znamenad, Ze nesposobuje otacanie pedalom, a teda vysledny efekt je taky, ako ked tahame
priamo za bicykel, ¢ize bicykel pojde dozadu.®

Na druhej strane uvazujme velmi dlhy pedal.” V takom pripade aj mala sila dokaze vyvinut dostato¢ne velky
kruatiaci moment, takze dominantné bude prave roztacanie pedala a bicykel sa bude pohybovat smerom dopredu.

Uz by ste mali tusit, Ze pre nejakt dizku pedala bude bicykel staf na mieste. Otézne je, ¢i redlna dizka pedala je
kratsia alebo dlhsia ako hrani¢nd dlzka, a teda ¢i bicykel pojde dozadu alebo dopredu. Pre redlny hmotny bicykel
sa k odpovedi ziadnou jednoduchou tivahou nedopracujeme, budeme musiet pocitat. Ak siale povieme, ze kolesa,
retaz, $nurka a ostatné prislusenstvo st lahké, tloha sa redukuje na jednoduché péky. Dalej zatial uvazujme vysoké
trenie, teda Ze nam zadné koleso nebude presmykovat.

Takze si teda relevantné rozmery zakreslime. Zistime, 7e stali vziat do pomeru dizku pedalu r, polomer kolesa R a
pocty zubov na pastorkoch vpredu a vzadu, k; a k,. Vyjde nam, Ze sila, ktorou zadné koleso pohana bicykel vpred,
je F(rky)/(Rk;). Ozna¢me si tento koeficient y. Cize mame silu F, ktord tah4 bicykel dozadu, a silu yF, ktoré sa ho
snazi hnat vpred. Od¢itame ich a bude ndm hned jasné, ze bicykel tlaci dopredu celkova sila F(y — 1). Takze ak

« y < 1, bicykel bude chciet ist dozadu,

« y =1, bicykel sa nepohne,

« y > 1, bicykel p6jde dopredu.
Ako sme si povedali, pre neakademické bicykle je pomer /R < 1, redlna hodnota je okolo 0,5. Pomer poctu
zubov sa zas zvykne pohybovat radovo okolo jednej.* Dokonca uplne stacilo povazovat polty zubov za rovnaké,
u bicykla s pomocnymi kolieskami je to jedno. Potom ostane iba pomer dlzky pedéla a polomeru kolesa a na tom

vidno krasne. Skutoc¢né zrychlenie bicykla v§ak nijak jednoducho nendjdeme, zavisi totiz od mnohych dalsich
parametrov.’

Uvaha nad cykloidami

Inym sposobom riesenie je uvedomit si, aké st véetky mozné pohyby pedalu. Pekne spracovand nazornu ukazku
mozete najst tu: https://www.youtube.com/watch?v=aJhiY70KY5o.

6Komu sa toto méli, moze si predstavit, Ze tahd na $nurke vozik. Alebo kacicku. Alebo lokomotivu...

"Ide cisto len o akademickd tvahu, pretoze je jasné, Ze bicykel s lubovolne dlhym peddlom by bol nepouzitelny, nakolko by nim
zavadil o podlozku. Mozeme si vSak predstavit, Ze bicykel tahame po tizkej doske nad troviiou podlozky.

8Zhruba medzi 0,6 a 5. Kvikov horsky bicykel ma napriklad na najsilnejsom prevode 22 a 34 zubov.

°To tu robif nebudeme, nakolko to znaéne presahuje zamysland néro¢nost tejto ulohy. Na druhej strane je to ale velmi zaujimavé,
preto odportcam si ho vyskusat. V pripade zaujmu mi poslite mail na jaro@fks. sk a ja vam poskytnem rozsirent verziu vzoraku.
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Vidime, ze ak bicykel nepresmykuje, koniec peddla je v sustave Zeme viazany na krivku zvanu cykloida.'? Pohy-
bovat sa smie iba dopredu-dozadu po nej a nikdy inak. Pohybové rovnice stéle platia, ale silu pdsobiacu na pedal
musime najprv kolmo premietnut do smeru doty¢nice k tejto krivke — kolmé zlozky maju smolu, vdzba ich proste
zrusi.

No a teraz by uz malo byt jasné, Ze podla toho, aky je pomer y, rozozname tri pripady:

o skrdtend cykloida: y < 1, bicykel pojde dozadu,
o prostd cykloida: y = 1, bicykel sa nepohne, lebo zo zadania sa pedal nachadza prave naspodku krivky,

« prediZzend cykloida: y > 1, bicykel sa pohne vpred (ale iba do momentu, kym nedosiahne najlavejsiu ¢ast

slucky).

Zvidea taktiez vidno, Ze ak by sme lankom netahali rovno dozadu, ale $ikmo, kolmy priemet sily do tejto cykloidy
moze niekedy smerovat smerom dopredu, dokonca aj v pripade redlneho bicykla s y < 1. A naozaj, ak daime
pedal $ikmo dozadu dolu a tahdme $ikmo dozadu hore, bicykel sa zrazu ochotne Sinie vpred v ustrety svetlym
zajtrajskom.

Presmykovanie

Nakoniec sa zamyslime nad tym, ¢o sa stane, ak budeme zvicsovat silu, ktorou za pedal tahame. Od istého mo-
mentu sa koleso nebude stihat roztacat, a zacne presmykovat. V tomto novom pripade presne pozname velkost
trecej sily F; = y,N. V hrubom pribliZzeni moZno povedat, Ze smer pohybu bude potom dozadu, aj ked v skutoc¢-
nosti vypocet nas dovedie ku komplexnejsiemu vztahu, kde sa ukaze zavislost na parametroch bicykla.

Komentar k rieSeniam

Bol som dost prekvapeny, aké tazkosti dokdzala tato tloha vyrobit, ¢i uz medzi vami alebo vedicimi - naozaj
sme sa dlho nevedeli zhodnut, ako to vlastne v skuto¢nosti je. Nastastie skutocny bicykel spory rychlo rozhodol
a pekné hibkové vysvetlenie s cykloidami sa dalo najst vo videu na YouTube. Jaro vytvoril detailnt analyzu pre
hmotny bicykel, ktora vsak silne prekrac¢ovala o¢akavanu uroven obtiaznosti.

Za spravnu odpoved ,,dozadu” boli spravidla obratom udelené tri body, za dobré vysvetlenie zvy$nych Sest, pri-
padne nejakd pomerna ¢ast za vacsie nezrovnalosti. Za drobné nepresnosti neslo dolu zvacsa ni¢, maximalne som
si trochu sukromne zagrulil a nasledne napisal deviatku. Ale neznamena to, Ze si na tom do budiicna neméte dat
zalezat.

Specidlne pekné riesenia prisli od Elisky Macdkovej (premiestnenie pedélu na os zadného kolesa, kde odpoved
vidno okamzite), Katky Danéejovej, Davida Misiaka a Martina Stevka.

1.4 Hodina plavania vzorak Adam, opravoval Adam

Pred samotnym vyhotovenim experimentu a ziskavanim dat je vhodné zamysliet sa, ¢i by sme vedeli a boli ochotni
vyslovit nejaky teoreticky predpoklad alebo odhad. Okrem iného je to vhodné i takym sposobom, Ze ak tusime,
ako by mal vysledok experimentu vyzerat, vieme si samotny experiment lepsie navrhnut, napriklad vyvarovat
sa meraniu z4vislosti na malo zaujimavych intervaloch parametrov (na Strbskom plese, Zlatych pieskoch a pri

1Ohttps ://sk.wikipedia.org/wiki/Cykloida
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Kaspickom mori), zvolit vhodny tvar nddob i oscildtora samého (hruska v karafe). Takisto moZeme porovnat nase
vysledky s predpokladom, a tym zistit, ¢i sme nie¢o zmrvili, cosi opomenuli, alebo zistime, Ze na§ model je zly.

Majme objekt zatial pokojne pravajuci vo vode. Z jeho krotkosti vieme vy¢itat, Ze je v rovnovéhe nielen dusevne;j,
ale i dynamickej (t. j. silovej). Pretoze ¢ast predmetu tréi nad vodou, na situdciu sa vieme pozriet dvomi spdsobmi
(vzasade rovnakymi, len s mierne odlisnou terminoldgiou a roviou véeobecnosti). Tiazova sila je pre dané teleso
v rovnovahe so silou vztlakovou, resp. tlakovou silou na spodok spominaného marazmu (tu sa patri podotknut ze
zavhodné teleso a nadobu pre teoreticku tivahu aj experiment je rozumné povazovat také s vodorovnou podstavou,
zvislymi bo¢nymi stenami a pre teleso aj taziskom nachadzajucim sa na rovnakej zvislici ako jeho geometricky
stred).

Ak vyvediem teleso z rovnovahy ¢imsi fyzickejsim ako neprijemnou otazkou (napr. ako sa pri¢inuje k znizeniu
statneho schodku), pre nase potreby idealne potlacenim do vody, v prvom pohlade sa mi zvacsi objem telesa pod
hladinou a teda aj vztlakova sila, v druhom sposobe pohladu sa mi podstava posunie hlbsie, kde je vyssi tlak, a
teda aj tlakova sila na nu. Podotykam, tieto veci st ekvivalentné ak je vrsok telesa vzdy nad hladinou.

Zaujimavejsia Cast teoretického zakladu tejto tlohy je ale o tom, ¢o sa stane s vodou vykdzanou novoprichodzim
objemom telesa. Je odtlacena z cesty telesa, tak na oplatku potlaci iny kus vody, ten zas iny, a takto by to $lo, az
kym by sa nejaky do kuta zahnany kisok vody nepoddal spoloc¢enskému tlaku a nestlacil sa. U¢ili nas ale, Ze voda
je tazko stlacitelna, a nie je to len taky blud. Skor ako by sa voda stlacila, vystipa radsej vyssie, len nech ma pokoj.
Ak je novopribudnuvsi kus telesa objemu AV, rovnaky objem vody sa podeje na vrch. Nas zaujima hlavne taka
vec, o kolko sa zvysi hladina vody oproti pdvodnej (v terminoldgii Archimedovho zdkona: aky kus telesa sa mi
este navyse ponori do vody, v teminoldgii tlakov: o kolko sa este navyse zvysi tlak na podstavu).

Pretoze sme si tak vhodne zvolili tvar telesa i nadoby, smerodajné parametre s pre nas velosti ich podstav (S,
resp. S), a vysku o ktort zme zatlacili teleso hlbsie v porovnani s jeho pévodnou polohou si ozna¢me x. Presunuty
objem vody je teda AV = Spx. Vdaka zvolenej geometrii nam voda na vrchu stipa v akomsi medzivalci, a z rovnosti
objemov dostavame Syx = y(S — Sp). Na tomto mieste si intenzivnejsie za¢iname pisat rovnice:

F=—pSog(x+y),

So )
F=-pSyel1+ ,
Pog( S—S,

F=-pS.g X.

S-S

Dostali sme vyslednu silu v podobe F = —kx (kde k = pSOgﬁ),a jasame, kedze pre takuto silu (silu od pruziny) je
nam uz znamy vysledok riesenia rovnice kmitov, a to T = 271\/% . Dosadzujeme:

P [P
PSogss,

a upravujeme:
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Takze sme sa dopracovali k jednoduchej predpovedi zavislosti periddy na velkosti nadoby. Je namieste sa zamysliet,
ako velmi je ale tato predpoved funkcna. I ked ndm dava dobry predpoklad pre nekonecnu nadobu (skuste si
vypocitat periodu kmitov na nekonecnej hladine, sta¢i len vhodne vynechavat kroky ukazaného riesenia), voda sa
nepreskupuje nekonecne rychlo, a teda nam vznikajua vlny (¢o ste mnohi spravne uviedli, ale az na vynimky nikto
nevybudoval kauzalny retazec medzi vlnami a zmenou periédy. Vo vSeobecnosti je prudentné uvazovat korelacia
# kauzalita, t. j. to Ze sa veci deju naraz, e$te nutne neznameng, ze jedna je (priamo) pri¢inou/nasledkom druhej).

Samozrejme Ze vlny vznikaju i v malych nadobach, ale tam st malické, a teda nespdsobuju takd lokalnu zmenu
hydrostatického tlaku, aby pozorovatelne zmenili periédu pohybu. O tlmeni v zavislosti od velkosti nadoby zatial
nevieme povedat vela, a tak sa uZ presunnme na samotny experiment.

Tvar pouzivanych nddob a telesa na experiment sme priblizili v teoretickom tivode. Teleso aj vieme rozkmitat vo
vertikdlnom smere, ostava nam nejak to merat. Poloha oscilatora je ¢asovo silno zavisla vec, a teda je nerozumné
zmurit jednym okom na stopky (periéda) a druhym na pravitko (tlmenie prejavujice sa klesajicou amplitidou).
Za najvhodnejsie sa da povazovat analyza videozaznamu experimentu. Pohodlnym nastrojom na videoanalyzu je
program Tracker.

Obrazok 2: Experimentdlna aparatiira
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Obrazok 3: Screenshot z Trackera

Spracovanie ziskanych dat je uz podla lubovole, pre nazornost pouzijeme nejaky tabulovy procesor.

Zavislost periody pri konsStantnom telese

@ teoreticka predpoved

@ namerané hodnoty

04

0,35
4 :

0,25 °

perioda kmitov [s]
o
[\
®

0,05
0 100 200 300 400

priemer nadoby [mm]

Obrazok 4: Hla, Excel

Ako zistime periédu kmitov? Peridda je definovana ako ¢asovy rozdiel medzi dvoma po sebe iducimi miestami
rovnakej fazy. Takisto ju budeme zistovat, t. j. ndjdeme si (kvoli vacsej presnosti) niekolko po sebe idicich minim
a odcitame cas, ktory ich oddeluje. Ako zistime tlmiaci koeficient? Népoveda v zadani vyjavila exponencialny
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pokles amplitudy kmitov. Ak sik tomu pohladame cosi viac, ndjdeme, ze amplitida by mala presnejsie vyzerat ako
A(t) = Age™ 7', kde Ay je pociatocna amplitida a y je na$ hladany timiaci koeficient. V skutoénosti ho mozeme zistit
napriklad tak, ze po odstraneni minim a maxim z nasich dat ich skisime (napriklad pomocou nejakej fitovacej
funkcie v tabulkovom procesore) prelozit exponencidlou, a nasledne z predpisu fitovacej rovnice vycitat tlmiaci
koeficient.

Tabulka 1: Predpokladana a namerana zavislost periody od priemeru nadoby

predpokladana perioda /
priemer nddoby / mm s namerand perioéda /s tlmiaci koeficient / 1/s
95 0,28 0,27 0,47
120 0,30 0,31 0,39
140 0,31 0,32 0,25
180 0,33 0,32 0,26

Ako mozeme vidiet, timenie je menej vyrazné pri viac¢sich nadobach. Zdovodnit sa to da tak, Ze v mensich na-
dobach mi kmita vacsiu ¢ast vody pomerne k celku, a teda oscilator rychlejsie straca energiu. Taktiez si mozeme
v$imnut, Ze presnost experimentu bola vyrazne znizena nizkou frekvenciou snimania (len 30 fps).

1.5 Sankovacka vzorak MatoB a Jimi, opravoval Jimi

Najprv si skiisme uvedomit, aké sily na kvadder posobia. Budu to tiaZova sila F,, normalova sila od podlozky F, a
trecia sila F,. Tiazovu silu moZeme rozdelit na dve zlozky — kolmu na naklonent rovinu (jej i¢inok je vyrovnany s
uc¢inkom normalovej sily F,,) a rovnobeznt s rovinou (v smere najvic¢sieho poklesu), oznacime ju F,. RozloZenim
sil zistime, Ze kolma zlozka ma velkost F,, = mg cos a a rovnobezna ma velkost F, = mgsin a.

Pre treciu silu plati, ze jej velkost je F; = fF,,'' ¢o v naSom pripade znamend, ze F; = mgcosatana = mgsina.
Jej smer je proti pohybu kvadra - t. j. proti smeru vektora aktudlnej rychlosti. Tento vysledok je zaujimavy, lebo
zistujeme, Ze velkost sily F; = F,.

Teraz uz vieme, Ze na kvader posobia dve sily sposobujtce dvojicu zrychleni — jedného smerom nadol'” a jedného
proti smeru jeho pohybu. Ako teda spolu pdsobia na sustavu? Pozrime, ¢o sa udeje za kratky ¢as At. Zan stihne
trecia sila zmensit celkovi rychlost v, kvadra o Av, = £ A, zatial ¢o pozdizna zlozka tiazovej sily zva&si pozdiznu
¢ast rychlosti vy 0 Av), = %At. Tu si spomenime, Ze |F,| = |F;|. To ludskou re¢ou znamena, Ze o kolko sa zmensi
celkova rychlost kvédra, o tolko sa zvysi pozdlZna zloZka tejto rychlosti. Matematicky zapisané v, + v, = C, kde C
je konstanta.

V pohode? No nie tak rychlo! Je tu totiz ista zrada, ktora si zasluzi nasledujtce uvahy. Na chybu vo vzordku nas
upozornil Filip Cermak, za ¢o mu na tomto mieste velmi pekne a tiprimne dakujeme.

Chyba v tejto tvahe je totiz v tom, Ze plati sice, Ze |F,| = |F,|, ale uz nie je pravda, ze Av, = £ At (Sprévne to mé byt

Av, = i=E= At kde F,, je istd zlozka sily F;). Do zmeny celkovej rychlosti totiz okrem samotnej trecej sily prispieva

"'Pozor, vo vieobecnosti plati F; < fF,, kde je fje koeficient statického (!) $mykového trenia. V naom pripade je viak f nutne (vieme,
ze kvadrik sa uz na zaciatku pohybuje) koeficient dynamického trenia, a preto F; = fF,. Na tento fakt pre istotu upozornujeme, aby ste
sa v buducnosti nedopustali podobnych chyb.

12y smere najstrmsieho poklesu vy3ky na naklonenej rovine
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aj sila F,, ktord vidy posobi tym istym smerom, ktory nie je zhodny s F,. Mo6zZete si rozmysliet, Ze tvrdenie v.+v, = C
plati v prvych fazach pohybu, ked je sila F; kolma na v, no nie je vobec jasné, Ze bude platit vzdy. Nerobme preto
ziadne undhlené zavery a skisme naozaj poctivo dokazat, ze v. + v, = C.

Pozrieme sa teraz, ¢o sa udeje s kvaidrom za maly ¢as At. NapiSme si teda pohybové rovnice pre pohyb kvadra.
Celkovti rychlost kvidra mozeme rozlozit do spominanych smerov na zlozky v, a v,. KedZe trecia sila F; posobi
proti smeru aktualnej rychlosti v., ma zlozku v obidvoch smeroch. Velkost zlozky trecej sily v danom smere je
umerna velkosti zlozky rychlosti ku celkovej rychlosti kvadra v danom smere (vyplyva to z jednoduchej geometrie
- vid obrazok).

Obrazok 5: Pohyb Jimiho kvddrika (ktory md zhodou okolnosti kruhovii podstavu :P) s prislusnym roz-
kladom do zlozZiek rychlosti a sil v nasej stistave.

Preto zlozky trecej sily v jednotlivych smeroch su

Fy = F;sinf = F-2,
Ve

Yy
Fiy = F,cos 3 = FV—.

NapiSme si teraz pohybové rovnice pre pohyb kvadra v smere najstrmsieho poklesu vysky (y) a v kolmom smere

nan (x).
()

a_ﬂ_ﬂ_ﬁ_f(l_ﬁ)
At m om m ve)’

Av, F, F
aX = = - = —
At m m

Skdsme si teraz este vypocitat, ako sivisi zmena celkovej rychlosti Av, so zmenou jej zloZiek v y-ovom (Av,) a
x-ovom smere (Av,). Vieme, Ze plati v} = v; + v;. Ide teda o Pytagorovu vetu. Pre lep$iu predstavivovost sa ndm
zide nasledujtica geometricka interpretacia. Predstavme si pravouhly trojuholnik s preponou dizky ¢ a odvesnami
s dlzkamia a b.
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a Aa

Obrazok 6: Dve sikmé ciarky naozaj chcii znacit rovnobeznost. MozZeme si to dovolit, lebo pri malej zmene
Ac sa o zmeni iba madlo.

YY s .Y

Pre pravouhly trojuholnik plati Pytagorova veta ¢? = a* + b*. Ak zva¢s$ime jednu odvesnu o Aag, odvesna sa zvacsi
(podobnost trojuholnikov) o (priblizne)

Ac = Aacos(a) = 2 Aa,
c
Pre tych z Vas, ktory maju radsej vypocty: k rovnakému vysledku sa dopracujeme, ak od (¢ + Ac)* odpoéitame c2
y y maj ] vypocty vy pracuj p
a zanedbdme (Ac)’ a (Aa)’"3,
(c+Ac)’ - =((a+Aa) +1?) - (a® +b?),
¢ +2cAc+ AP - & = (a® + 2aha + Ad®) - (a* + b?),
2cAc ~ 2ala,

a
Ac~ —Aa.
c

Obe tivahy mozeme rozsirit aj na druht odvesnu, a preto

Vy v
Av, = = Ave+ 2 Av,.
VC VC

BAk Ax/x ~ 1073, tak (Ax/x)2 ~ 1078, ¢ize o niekolko rddov mensie.
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Skdsme teraz vypocitat, comu je rovné Av, + Av,. Ak ndm vide, Ze je to nula, tak sme vyhrali, lebo potom musi
platit, Ze sucet v, + v, je konstantny.

. % \°F v v,\ F v,\ F
Av, + Av, = (V—Avx+ —yAvy) + Ay, = (—(V—) —+ 1(1 - l)—) + (1 - l)—,
V. Ve v.] m v, v.) m

(vﬁ)F ( vy)( vy)F
=2 )= (-2 )1+ 2) =,
v2|m V. v.] m

v +12\ F
:(1_ xz}’)_:()’
V2 m

kedZe v, a v, st iba zlozky v,, a teda v = v; + v}. Naozaj teda plati Av, + Av, = 0, a to vo vSetkych fazach pohybu!
Preto sa sucet v, + v, zachovava. Teda matematicky zapisané (C je konstanta):

ve+v,=Cl

Na zaciatku pohybu je v, = 0 a v, = \/v; + V) = v, = v, preto C = v. Teraz potom, ¢o sme si uz naozaj poctivo
dokdzali tvrdenie v, + v, = C, sa pozrime sa na ustdleny stav pohybu kvédra. Ten nastane vtedy, ked sa sily nan
posobiace vyrovnaji. No, a to sa stane iba v pripade, ked sa kvader bude hybat v smere najvacsieho poklesu (ano,
bude to trvat nekonecne dlho). Vztah pre rychlost v. +v, = v bude platit aj vtedy. Teda plati v. = v, lebo v. md iba
zlozku v smere najstrmsieho poklesu vysky na naklonenej rovine. Preto moézeme dosadit v, + v, = 2v, = C = v, a
teda v, v ustdlenom stave je rovnd v/2.

Takto sme zistili, Ze po dlhom ¢ase bude mat rychlost rovnaky smer, ako je smer najvacsieho poklesu a jej velkost
bude 3. Este by ste sa mohli spytat, ¢i by kvdder nemohol pocas svojho pohybu zastat. Sila F, viak posobi neustale,
a az ked nastane ustéleny stav, jej smer sa vyrovna so silou F;, a preto v kazdom okamihu urychluje kvadrik v smere
najstrmsieho poklesu vysky, ¢im mu brani v tom, aby sa zastavil.

Poznamka pre simulantov v Exceli a podobné tvory

Mnoho z Vas sa numerickou simuldciou dopracovalo k spravnemu vysledku. A zistili ste, ze v takom pripade,
nech je a akékolvek, vysledok to neovplyvni. V tomto okamihu by ste mali spozorniet, pretoze sa tu deje nieco
podozrivé. Navyse podozriva je aj jedna polovica. Odteraz by Vam mala v hlave svietit kontrolka, Ze ak je vysledok
jednoduchy, je mozné, Ze sa k vysledku da dopracovat aj s pouzitim papiera a pera.

Poznamka pre drticov, dostatocne skazenych derivaciami, integralmi ¢i diferencialnymi rovnicami

Niekedy je riesenie fyzikalneho problému naozaj jednoduché, no vyzaduje si to dostato¢ni pozornost na vsetky
detaily problému a dosledné uvedomenie si toho, ¢o tieto fakty naozaj znamenaju.

1.6 Neskoro plakat... vzordk MatoB, opravoval MatoB

Riesenie tejto tlohy si rozdelime na dve casti. Najprv sa pokisime ngjst silu, ktorou musime dosky od seba odde-
lovat, ako funkciu vzdialenosti h medzi nimi. Ak sa ndm to podari, skisime nasledne odhadnut aj pracu, ktora
musime vykonat na to, aby sme dosky od seba tplne oddelili. Ti z Vas, ktori vSetky tieto veci uz zvladli, mézu
rovno preskocit vacsinu vzoraku a precitat si nieco z okienka pre drti¢ov. Pustime sa do rieSenia!
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Akou silou musime posobit?

Ukazeme si dva spdsoby vypoctu. Oba st nie¢im poucné. Na zaciatok vSak spomenieme, Ze rovno zanedbame
tiazovu silu posobiacu na mlieko, kedze oc¢akavame, ze bude radovo mensia ako sily povrchového napitia. Kto
neveri, nech si odhadne tuto silu, a potom ju porovna s vysledkom ;)

Sposob prvy: Vypocet cez sily a tlaky
Nakreslime si kruhovy flak z profilu. Asi tusime, Ze to bude vyzerat nejako takto:

S C

Obrazok 7: Profil kruhového flaku

Ako vsak presne vyzera tvar rozhrania medzi mliekom a vzduchom pri pohlade zboku? Je to ¢ast kruznice? No,
nie tak uplne. Pre h << R si vS§ak pohodlne vystacime s tym, Ze to cast kruznice je. KedZze vo fyzike ¢astokrat hlada-
me iba priblizny vysledok, avsak stale zachytavajtci podstatné javy, s takymto priblizenim si bohato vystacime'*.
Zvedavost zaujemcov, ktori by chceli vediet viac, bude uspokojend na konci tohoto vzoraku.

O’S v Jms

< R
B
i 2r

< g

>

Obrazok 8: Pdsobiace sily

Na rozhrani mlieka, sklenenej podlozky, a vzduchu posobia sily povrchového napitia v smere pozdlznom s pri-
slu$nym rozhranim. Ak oznac¢ime povrchové napitie medzi mliekom a vzduchom y_ , mliekom a sklom ako y_
a medzi sklom a vzduchom y_, tak na rozhrani musi platit rovnovaha sil, z ktorej dostaneme vztah y__cos(6) +
Vs — Vs = 0'%, kde 0 je kontaktny uhol vyznaceny na obrazku.

Kedze si chceme veci ¢o najviac zjednodusit, urobime horny odhad - povieme, Ze mliecko dokonale zmaca sklo,
t. j. ze 6 = 0. Dalej predpokladajme, Ze povrchové napitie medzi sklom a vzduchom je vicsie ako medzi sklom a
mliekom'®. Odteraz teda budeme pracovat iba s jednou hodnotou povrchového napitiay = y,__.

14 Ak sa takymto postupom aj k nie¢omu dopoéitame a nebude to tplne odveci, mdézeme povedat, Ze nase priblizenie nebolo od veci.
15Této rovnovaha sil v principe definuje kontaktny uhol.

16 Ak by sme ho aj uvazovali, len by to zmenilo efektivnu hodnotu y, s ktorou pocitame dalej, no nie princip vypoétu.
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Obrazok 9: Sily povrchového napitia na rozhrani mlieka a skla

Pri pohlade zhora vytvara mlieko kruhovy flak s polomerom R. Na rozhrani medzi mliekom a vzduchom na
povrchu skla tak pdsobi celkova sila

F=vy-2nR.

Kedze mame dve podlozky, su dve aj rozhrania, a preto je celkova sila rovna 2 - y - 27R. Povedali sme, Ze mlieko
dokonale zmaca povrch skla, takze tato sila sa snazi mlieko rozliat po povrchu, t. j. pri pohlade zhora sa snazi
zvacsitkruhovy flak. Tlak v kvapaline je teda mensi ako atmosféricky, ¢o zase vytvara silu, ktortt musime prekonat,
ak chceme podlozky od seba oddelit.

Spomenme si na zakladnu Skolu, kde nas uc¢ili o Pascalovom zakone. Ten hovori, Ze ak na volny povrch kvapaliny
posobime silou, vo vSetkych miestach kvapaliny vznika rovnaky tlak. Ak chceme zistit hodnotu tohoto tlaku,
musime vypocitat plochu rozhrania medzi mliekom a vzduchom. Tato plocha je v principe cast plasta torusu.
Fuj! Drti¢i to maju povinne za domécu ulohu'’, my ostatni si vysta¢ime s tym, Ze si povieme, Ze tato plocha
nebude (rddovo) vacsia ako plocha plasta valca s prislusnymi rozmermi.

Qdtial ziskame hodnotu rozdielu tlakov medzi vnutrom mlieka a okolim!'8,

_y47TR __2_y
2nRh~ h’

Tento tlak je rovnaky vo vSetkych miestach kvapaliny, a teda sklenena podlozka je pritlacand k druhej podlozke
silou

2
F=nR-Ap= nRZ%.
Predtym, nez si ukdazeme druhy sposob, si rovno skisme vypocitat, aka velka tato sila je. Hodnota povrchového

napdtia pre mlieko je y ~ 50 mN/m."” Po dosadeni hodnot zo zadania sa dopracujeme k hodnote

F ~ 2400 N.

Co je teda poriadna sila! Vidime, 7e tiaz dosky a aj samotného mlieka je zanedbatelnd. No je to dar za to, Ze pani
kucharky zjavne sklenené podlozky dobre vylestili :)

Uft. Bolo toho celkom dost, no podme dalej a ukdzme si druhy spdsob vypoctu.

VD4 sa to aj bez integralov. Navod: https://en.wikipedia.org/wiki/Pappus%27s_centroid_theorem

187 4porné znamienko je za to, ze tlak v mlie¢ku je mensi ako atmosféricky tlak okolo.

1% Ak pouzijeme hodnotu pre vodu (72 mN/m), nedopustime sa velkej chyby. Spominana hodnota pochédza z A. J. Bertsch, Surface
tension of whole and skim-milk between 18 and 135 °C; Journal of Dairy Research (1983), 50, 259-26
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Sposob druhy: Metoda virtualnych prac

Metoda virtualnych prac nie je prave vec, ktora by sa ucila na strednej $kole, no napriek tomu to nie je nic¢ tazké,
¢o by ste nezvladli uz aj Vy. Je zaloZena na tom, Ze sa pozrieme na situaciu v stave statickej rovnovahy. Potom
si predstavime, Ze sa sucasti systému posunu o nejaké malické Ax a spocitame vSetky mozné prace, ktoré boli na
systéme vykonané roznymi (aktivnymi) silami. Princip virtualnych prac potom hovori, Ze ak bol systém predtym
v rovnovahe, vietky tieto prace roznych sil musia dat v sti¢te nulu. Preco nieco takéto funguje, sa dozviete bud na
vysokej $kole, alebo na ststredku. O tejto metode mdzete najst nieco viac tu*’. Najlepsie tento princip pochopite
na priklade, a preto si pomocou neho tuto tlohu rovno vyriesime.

Pre jednoduchost budeme mlieko medzi podlozkami modelovat ako valec. Predstavme si, ze pdsobime silou F
na hornt podlozku, ¢im ju posunieme o Ah. Potom vykoname pracu FAh. Zaroven narastie aj vyska valca o Ah.
KedZe je valec vyssi, tak plocha plasta narastie o 2rRAh. Plocha plasta valca definuje plochu rozhrania medzi
mliekom a vzduchom, a teda ovplyviuje aj energiu povrchového napitia. Takze vieme, Ze zmena povrchovej
energie je y - 2nRAh.

Polozenim tychto dvoch energii do rovnosti dospejeme k sile F = y27R. Vidime, Ze vysledok je iny ako v predcha-
dzajucom pripade. Kde nastala chyba? Zabudli sme totiZ na to, Ze objem mlieka medzi podlozkami musi zostat
konstantny, ¢o sa prejavi tak, Ze sa polomer podstavy valca musi zmensit o nejaké AR. Tento polomer prichadza
do hry na rozhrani mlieko-sklo, ktoré ma plochu 2 - 7R2.

Objem mlieka sa musi zachovat, preto 27(R + Ar)(h + Ah) = 2nRh. Odtial zanedbanim ¢lenu s ArAh ziskame
Ar ~ —RATh. Rozdiel ploch rozhrania je medzikruzie, teda zmena povrchovej energie na tomto rozhrani bude
y- (R + Ar)® - nR? ~ y27nRAR = —y2nR>EE,

Polozenim vsetkych prispevkov do rovnosti,
Ah
FAh +y - 2nRAh - yszZ7 =0,

ziskame hodnotu
22 22y
F= V4 27mR + R i; ~ TR 'i;y

kde sme zanedbali prvy ¢len, lebo R/h > 1.

Aku pracu vykoname?
Uz vieme, ze sila zavisi nepriamo umerne od vzdialenosti 4 medzi doskami. Podme odhadnut pracu.

Jeden spdsob je urobit horny odhad, a to nasledovne. Vieme, Ze sila zavisi nepriamo tmerne od h, zoberme
teda velkost tejto sily na zaciatku a vynasobme ju nejakou rozumnou vzdialenostou Ah, o ktora musime posunut
sklenent podlozku. Za rozumnu vzdialenost mozno napriklad povazovat vysku vrstvy mlieka v pripade, Ze by
bolo rozliate iba na jednej podlozke. Tato vrstva bude mat najviac niekolko milimetrov, preto Ah ~ 1 mm (horny

odhad)**.

20https://en.wikipedia.org/wiki/virtual_work

*Tento &en by vystupoval aj vo vysledku ziskanom prvym spdsobom, ale tam sme ho na jednom mieste potichu zanedbali. Skuste
zistit kde ;)

22Postupujeme metddou fyzikilnej intuicie. Autor vzoraku si nevie predstavit, ze by mu rozliate mlieko na stole vytvorilo centimetrovi
vrstvu, pripadne vacsiu :)
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Prvy odhad teda mame,
W~ F(h)Ah =2,4].

Ak chceme nieco presnejsie, mdzeme postupovat nasledovne. Uvedomime si, Ze sila sa meni podla vzdialenosti,
r¢C

a teda s¢itame vela malych prispevkov typu F(x)Ax. Ked je Ax ,nekone¢ne malé®, dostdvame integral. Dalej
vysku vrstvy, ked je mlieko rozliate iba na jednej podlozke, vieme zistit z minimalizacie energie (potencidlna +

povrchova)”’. Z minimalizacie energie vieme odhadnut vysku vrstvy ako 2\/% ~ 1,4 mm. Intuicia nebola mimo.

O nieco lepsi odhad teda ziskame ako

h+Ah Ah
W= f F(x)dsznRzyln(l+7) ~ 0,07 J.
h

Co je o dost menej! V skuto¢nosti to méze byt aj o kisok viac, pretoze ak budeme podlozku dvihat pomaly, je dost
mozné, Ze sa nam podari mliecko vytiahnut aj do vacsej vysky ako tej, pri ktorej bude existovat po tom, ako sa
sklenena podlozka od neho oddeli. Centimetre to vSak asi nebudd, a kedZe tato vyska vystupuje pod logaritmom,
vysledok sa zmeni len o malicko.

Napokon si este spomenmnme na to, Ze aj podlozka nieco vazi. Pri posune sklenenej podlozky vaziacej m = 1 kg o
1 mm vykondme eSte navySe pracu

W, = mgh ~ 0,01],
&o je priblizne sedemkrat menej ako préca, ktorti vykondme kvoli povrchovému napitiu. Dal$im pouéenim je, Ze
praca je sice relativne mald, ale sklenené podlozky sa nam ani tak tak lahko nepodari oddelit.

Okienko pre drticov a zopar poznamok

Ti z Vas, ktorych zaujalo povrchové napitie, si mozu pozriet prednasku o tejto téme z Akadémie Trojstenu’*. Ti
z Vas, ktori maju cely tento priklad uz v mali¢ku, si mézu pozriet nie¢o o Youngovi a Laplacovi*®. Tvar mliecka
medzi doskami, bude pri zanedbani jeho tiaze katenoida’® s dodato¢nou podmienkou na fixovany objem (polomer
flaku a vzdialenost medzi doskami spolu stvisia). S fiou ste sa mohli stretnut aj v FX - pohladajte v archive. Takéto
veci, ako sme riesili v tomto priklade, sa volaju capillary bridge.

1.7 Pole neorané vzorak Dusan, opravoval Dusan

Na vyrie$enie tejto ulohy bolo potrebné vyuzit dve veci. Princip superpozicie a skdlovanie. Vysvetlime si postupne
obe, a to na konkrétnych ulohach.?”

Zac¢nime tou druhou zo zadania, kde nas zaujima aka je velkost intenzity elektrického pola nad stredom homo-
génne nabitej Stvorcovej dosky s hranou 2a vo vyske a. Tu vyuzijeme princip superpozicie’®. Ten hovori asi

2Ti z Vas, ktori nevedia ako na to, pozrite si v archive priklad 6 - Mla¢ka z 1. kola zimnej &asti 27. ro¢nika FKS.

24https ://youtu.be/vWdCRW1ZrQk

25https ://en.wikipedia.org/wiki/Young%E2%80%93Laplace_equation

25V angli¢tine catenoid

*’Mohli ste si to aj poriadne porétat, no neboli by to najkrajsie integraly... ;-)

2 Princip superpozicie je zaloZeny na linearite. V tomto pripade na linearite intenzity elektrického pola v takom zmysle, Ze intenzita
elektrického pola v ur¢itom mieste je dana suc¢tom intenzit elektrickych poli generovanymi jednotlivymi malymi nabojmi. Pozor! Princip
superpozicie nemozno pouzit ak opisovana veli¢ina nie je v takomto zmysle linearna.
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nasledovné: ,,Ak mame systémy, ktorych fyzikdlne vlastnosti pozndme, a mame aj nejaky iny neznamy systém,
ktory vieme vyskadat pomocou tych znamych, tak aj jeho fyzikalne vlastnosti vyskladame rovnako.“ Na prvé po-
Cutie to je tazko pochopitelné, no ukazeme si to na nasej tlohe. To, ¢o nas zaujima, je vlastne vysledna intenzita
elektrického pola nad rohmi nie jednej, ale styroch dosiek. Intenzitu nad jednym rohom pozname, ta ma velkost E
a od kolmice na platnu je odchylena o uhol «. No a kedZe su teraz platne styri, tak vysledna intenzita nad stredom
dvojnasobne velkej dosky bude iba vektorovym stctom $tyroch rovnako velkych intenzit. Zlozky rovnobezné s
rovinou dosky sa pobiju a tie kolmé budi mat v sucte hodnotu E;, = 4Ecos a.

Obrazok 10: skumand doska

A teraz ta prva uloha. V nej nds zaujima elektricka intenzita v polovi¢nej vyske, ¢ize a/2, no aj rozmery platne
st polovi¢né, ¢ize je to ten isty problém ako pred chvilou, len je zmenseny.” Teraz pride na rad $kalovanie®. To
hovori o tom, Ze ak vezmeme dva podobné systémy, tak aj ich fyzikalne vlastnosti budu podobné s takym koefi-
cientom, aky dostaneme zo zakona, ktory popisuje dany systém. Opit to najlepsie ukdzeme na nasom konkrétnom
priklade. Snad uz vsetci vieme, Ze velkost elektrického pola popisuje Coulombov zakon. Bezne ho poznate v tvare
pre bodovy naboj:

1 Q

E-= .
4meq 12

My v$ak mame platiu, ktora predstavuje vela takychto nabojov umiestnenych vedla seba, takze intenzita elektric-
kého pola bude dand suctom vela prispevkov typu %, kde r je vzdialenost naboja na platni od miesta, kde meriame
intenzitu elektrického pola. KedZe naboj na platni je rovhomerne rozmiestneny, znamena to, ze jeho plo$na hus-
tota o je konstantna. Ak si predstavime platiiu rozsekant na vela mali¢kych $tvoréekov dlzky Ax, tak kazdy takyto
$tvorcek nesie naboj Q; = 0(Ax)? a celkova intenzita elektrického pola je dand vyrazom typu

E- L y%. 7 ¢

dmey 5 vy 4Amey 5 :

*Kedze predpokladame, Ze platiia je velmi tenka, je to prakticky dvojrozmerné teleso, a teda platiia polovi¢nych rozmerov je naozaj
ta, na ktord sa pytame v prvej otazke.

39Pozor, $kdlovanie mozno pouzit, iba vtedy ak sa parametre systému vyskytuju v podobe nejakych mocnin. Ak by vystupovali na-
priklad ako argument kosinusu, tak ho pouzit nevieme. Matematicky zapisané je $kdlovanie zaloZené na myslienke, zZe pre isté vhodné
funkcie plati fax) = a"f(x).
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Teraz sa uz iba zamyslime. Vieme, Ze rozmer platne je a, ¢ize polovi¢ny oproti tomu predchadzajucemu. Teda
celkovy naboj na platni klesne na $tvrtinu a strana kazdého Stvorceka Ax sa zmensi o polovicu. Rovnako aj vzdia-
lenost kazdého $tvorceka od bodu kde meriame intenzitu klesne na polovicu, takze pomer (A:;)z sapod ) nezmeni.
KedZe sa nezmeni ani jeden takyto prispevok, tak sa nezmeni ani ich siucet. Z toho by uz malo byt vsetkym jasné,

ze tu musi vyjst rovnaky vysledok ako predtym, ¢ize E, = E; = 4Ecos a.
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