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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Radova uloha vzordk Martin, opravoval Martin

Uloha obsahuje sedem konkrétnych objektov resp. javov s hodnotami A a B, ku ktorym treba néjst objekt,
resp. jav s hodnotou C tak, aby platilo, Ze pomer A : B je priblizne rovny pomeru B : C. MozZeme si teda
napisat rovnost

A B
—=—. 1.1.1
B-C (1.1.1)
Neznamou je len veli¢ina C. Vyjadrime ju teda z rovnice 1.1.1 ako
B2
C=—. 1.1.2
" (1.1.2)

V (casti zadania a) mame ako pomer A k B uvedeny pomer hmotnosti mravca k hmotnosti lietadlovej lode.
Hmotnost mravca ma hodnotu priblizne 1 az 5 miligramov. Hmotnost lietadlovej lode ma hodnotu 100 000 t.
Hodnota C teda bude
(10%)°
C= kg =10%* kg. 1.1.3
0o <8 8 (1.1.3)

Hmotnost mravca je v niektorych zdrojoch udavana od 1 do 150 mg. V pripade,ze by sme pouzili td najvacsiu
moznui hmotnost, C by ndm vyslo rovné 6,67-107 kg, takze pre C st pripustné hodnoty od 10* kg do 10*2 kg.
Hmotnost v tomto rozpiti maju napriklad Mesiac, Pluto alebo viaceré dalsie mesiace ¢i trpaslicie planéty.

V casti zadania b) mame ako pomer A k B uvedeny pomer 1 mm k vzajomnej vzdialenosti Zeme a Mesiaca.
Strednd vzdialenost od stredu Zeme do stredu Mesiaca je 384399 km. Obdobnym spdsobom, ako v casti
a) vypocitame hodnotu C. Samozrejme, nesmieme zabudnut najskér hodnoty A a B premenit na rovnaké
jednotky. Preto sa C rovna 1,47-10%° m. Radovo rovnako velka vzdialenost je napriklad priemer nasej Galaxie,
zhruba 8,14 - 102° m).

V Casti zadania ¢) mame ako pomer A k B uvedeny pomer rychlosti svetla k rychlosti auta na dialnici. Rych-
lost svetla je 299792458 m/s. Rychlost auta na dialnici nech je 110 km/h. Opit rovnakym spdsobom vypo-
¢itame hodnotu C. Té sa bude rovnat 3,11 - 107° m/s. Napriklad sasanky sa pohybujua rychlostou asi 1 cm/h,
¢oje2,78-107% m/s.

V casti zadania d) mame ako pomer A k B uvedeny pomer povrchu zemskej stse k povrchu futbalového
ihriska. Zemska su$ ma rozlohu 1,489 - 108 km®. Futbalové ihrisko ma rozmery 105 m x 68 m. Zabera teda
7140 m?. Opit rovnakym sposobom vypocitame hodnotu C. TaktieZ opit nesmieme zabudnut hodnoty
A a B premenit na rovnaké jednotky. Hodnota C bude 3,42 - 107 m2. Po vydeleni danej hodnoty ¢islom
7 a ndslednom odmocneni dostaneme 3,3-10~* m, teda zhruba 0,3 mm. Priemer kruhu zaberajuceho plochu
C by teda bol 0,6 mm. Takyto priemer ma napriklad zvaraci drot.
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V Casti zadania e) mame ako pomer A k B uvedeny pomer dlzky trvania ultrakratkeho laserového zables-
ku k jednej sekunde. Ultrakratky laserovy zéblesk trva radovo 1-107'2 s alebo menej. Najkratsi vytvoreny
laserovy zablesk trval 1-1078 s. V zavislosti od zvoleného A méze mat C hodnoty od 10'? s (zhruba 30 000
rokov, napriklad vek najstars$ich figurativnych jaskynnych malieb v Eurépe) do 10" s (3,17 -10" rokov, zhruba
trojndsobok sticasného veku vesmiru).

V Casti zadania f) mame ako pomer A k B uvedeny pomer hmotnosti zrnka piesku k hmotnosti Zeme. Zrnko
piesku vazi zhruba 4-10-¢ kg. Zem md hmotnost 5,97-10%* kg. Hodnota C bude radovo 8,91-10°* kg. Najblizsie
k tomu md hmotnost vietkej obyc¢ajnej hmoty v pozorovatelnom vesmire, t. j. 1,6 - 10> kg.

V Casti zadania g) mdme ako pomer A k B uvedeny pomer jasnosti Slnka a Mesiaca. Hustota toku Ziarenia,
znacend ako F je veli¢ina, ktord uddva mnozstvo energie, ktora prejde jednotkovou plochou za jednotku
¢asu (W/m?). V tejto Casti zadania méme vlastne ako pomer A k B uvazovat pomer hustét toku Ziarenia
prichadzajicich na Zem zo Slnka a Mesiaca. Zdanliva magnitida je miera jasnosti hviezdy alebo iného
astronomického objektu. Zdanlivé magnitudy astronomickych telies, ako je napriklad Slnko a Mesiac, vieme
lahko vyhladat. Pomer intenzit vyZarovania dvoch objektov mozeme zistit s pomocou vztahu

FA ma-mp

—= =105 , 1.1.4
Fl 25 ( )

kde F4 a Fp su hustoty toku Ziarenia telies A a B a m4 a mp st ich zdanlivé magnitudy.

Ak by sme napriklad za m, dosadili ¢islo 10 a za mp ¢islo 5, pomer Fg k F4 by nam vysiel rovny 100. Z toho je
mozné vidiet, Ze ak mame dva objekty A a B a ak objekt B ma magnitidu o 5 vacsiu nez objekt A, z objektu B
k nam prichadza stokrat menej energie nez z objektu A. Zaroven ak by objekt C mal magnitadu o 5 vac¢siu nez
objekt B, objekt C by bol stokrat menej jasny nez objekt B. Z toho je vidiet, Ze ak pre intenzity vyZarovania
objektov A, B, C plati, ze F, : Fy = Fg : Fc, pre ich magnitady plati: m4 — mpg = mp — m¢c. Z rovnice
si vyjadrime m

me =2mpg — my. (1.1.5)

Zdanlivé magnitudy Slnka a Mesiaca vieme [ahko vyhladat. Zdanliva magnituda Slnka je rovna -26,74
a zdanlivd magnitida Mesiaca v splne je rovnd —12,74. Hodnota C teda bude

me = 2(-12,74) — (-26,74) = 1,26. (1.1.6)

Prikladom objektu C moze byt napriklad hviezda Deneb, ktord ma zdanlivi magnitadu rovna 1,25.

1.2 Ranné uvedomenie vzordk Matko, opravovala KatkaN

Zbeznej praxe si mozeme v$imnut, Ze okno sa naozaj zarosi z vnutornej strany a va¢sinou na spodku. Vzduch
dokaze ponat pri nejakej teplote a tlaku iba urcité mnozstvo vodnej pary. Na to sa pouziva pojem relativna
vlhkost vzduchu - pomer aktualne ,,rozpustenej“ vodnej pary a maximalneho ,,rozpustitelného“ mnozstva
vodnej pary vo vzduchu pri danej teplote a tlaku. Ked vzduch dosiahne 100% relativnu vlhkost, uz nedokaze
prijat dal$iu vodu a voda za¢ne kondenzovat.

Mnozstvo vlhkosti, ktort vzduch dokaze pohltit ale nie je konstantné. Zavisi od teploty nasledovne:
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Obrazok 1.2.1: Graf zavislosti tlaku nasytenych vodnych par od teploty. OranZova ciara znaci sa-
turdciu vzduchu vodnou parou, teda stopercentnii vihkost.
Autor obrdzka Joni Partanen, vaisala.com.

Preto ked teply vzduch chladime, jeho relativna vlhkost stipa, az kym voda neza¢ne kondenzovat. Tato
teplotu nazyvame rosny bod.

Preto rosa vznikne vnutri. Mame teply vzduch s rozumnou relativnou vlhkostou, ktory ked narazi na okno,
ochladi sa a kondenzuje tam voda. Preto musi byt vonku dostato¢ne chladno, aby aj okno bolo dostato¢ne
studené a vzduch sa pri nom ochladil pod rosny bod.

Ale ani okno nie je vSade rovnako teplé. Teply vzduch ma totizto mensiu hustotu, a preto stipa nahor.
Analogicky, studeny vzduch klesa k zemi. Mdzeme si napriklad v§imnut, ze ked otvorime v zime okno, je
ndm zima najprv na nohy. Preto aj okno samotné je chladnejsie na spodku, a teda tam skor dosiahneme
rosny bod.

1.3 I am speed vzorék Matko, opravoval PEDER

V zadani sa uvadza, ze jedina odporova sila, ktort berieme do uvahy, je odpor vzduchu. Odpor vzduchu je
umerny druhej mocnine rychlosti okolitého vzduchu

1
F,==CpSv?,
2 p vr

kde p je hustota vzduchu, S je plocha prierezu, C je konstanta, ktora zavisi od tvaru telesa a v, je rychlost
vzduchu vzhladom na teleso.

Oznacme si teraz vykon formuly P. Vieme, Ze M6z6g dosiahol maximalnu rychlost, teda uz dalej nezrych-
Iuje. Jeho kinetickd energia sa teda nemeni. Preto energia dodand z motora je rovna energetickym stratdm
sposobenych odporom vzduchu. Energia, ktortt doda motor za ¢as At, je E = P - At. Naopak energia, ktoru
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formula strati kvoli odporu vzduchu (teda praca, ktora vykona pri rozrazani vzduchu) za rovnaky ¢as na
dréhe dlhej Asje E = F- As = F - vy - At, kde vy je rychlost formuly voci zemi.

Z tohto si vieme vyjadrit maximalnu rychlost v zavislosti od vykonu motora ako

P-At=F-vs-At,

1 2
P:F-VfZECpSVT'Vf) (131)
2P
r V- CPS

Ked Mo6z6g Soféruje za bezvetria rychlostou v;, rychlost vetra relativne k nemu je tiez v, teda

i 2P
b CpS’

Ak na drahe za¢ne fukat vietor rychlostou w, ozna¢ime maximalnu rychlost formuly u. Potom v, bude u +w,
a preto plati
2P

(u+w)* u= oS =v,. (1.3.2)

Toto je kubicka rovnica, ktora jasne urc¢uje maximalnu rychlost pri danej rychlosti vetra. Jej rieSenie nie je
nijak pohladné, mozete si ho pozriet tu. Este rychla kontrola, ¢i rie$enie nie je na prvy pohlad nespravne -
skiisime dosadit za w = 0. Vtedy u* = v}, teda u = v,, ¢o sme ¢akali.

Vidime, Ze nam sta¢i poznat maximadlnu rychlost za bezvetria a rychlost vetra, aby sme vedeli vyjadrit maxi-
malnu rychlost. Nepotrebujeme teda poznat prierez formuly, jej aerodynamiku, ¢i hustotu vzduchu, délezité
nakoniec je iba to, Ze vykon je konstantny a odpor je imerny druhej mocnine rychlosti.

1.4 Staticky pokrok vzordk MatusH, opravoval MatusH

Kedze sa cely zeriav nehybe, musi platit rovnost sil a momentov sil. Ak by sme si v celej ststave odmysleli
lano, je jasné, Ze pri pite zeriavu bude pdsobit moment

M, = mgd +2I°)g. (1.4.1)

To, ze sa Zeriav nezruti, ale ostane stét je preto, ze zem p6sobi silou T nalano a tato sila md moment vzhladom
na patu Zeriavu. Preto pre rovnost momentov dostavame

mgd +21°\g
scosgp

T cos(180° — ¢)s = —Tscosp = mgd +21*°Ag = T =- (1.4.2)
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Nulovym momentom musi pdsobit zo zadania aj rameno v klbe Zeriavu. Inymi slovami, moment sil na
ramene musi byt nulovy vzhladom na klb. Teda musi platit

$COS ¢
l b

mgd +21°Ag = Tlsin(a) = sin(a)=- (1.4.3)

kde « je uhol medzi ramenom a lanom.

Ostéva ndm vyjadrit sin(a) pomocou s a ¢ aj z geometrie Zeriavu. KedZe sin je protilahld deleno prepona,
bude najsikovnejsie si ho vyjadrit ako pomer dvoch stran trojuholnika. To vieme urobit z trojuholnika,
ktorého prepona je tvorena lanom medzi hlavnym a vedlaj$im ramenom. DIZku protilahlej strany ziskame
ako ssin ¢ a preponu z kosinusovej vety. Dostavame teda

ssing

sin(a) = , (1.4.4)
V2 +s2=2lscos¢
¢o po dosadeni do rovnice 1.4.3, osamostatneni odmocniny a umocneni dava
I*tan’ ¢ = [* + s* — 215 cos ¢. (1.4.5)
Riesenim kvadratickej rovnice pre s dostavame
2l cos @ = /412 cos? ¢ + 412(tan? ¢ — 1) ] cos* ¢ + sin® ¢ — cos? ¢
s = =] cos¢
2 v cos? ¢
cos? ¢(cos? ¢ — 1) + sin” cos? ¢(—sin® @) + sin’
_ l(cosqoi V/cos? p(cos? ¢ - 1) 90) _ l(cos(pi V/cos? p(sin’ ) + sin’ g (1.4.6)
cos @ cos @
) 2 4 .2
_ l(cosgoi sin (p) _ l(cos ¢ +sin q))
cos ¢ cos ¢
Z toho dostavame dve mozné rieSenia pre s a to
! 2
s= resp. s= lCOS (p. (1.4.7)
cos ¢ cos ¢

Vieme, Ze mame ocakavat uhly z intervalu 90° az 180°, lebo lano musi byt na opa¢nej strane nohy ako hlavné
rameno. V tomto intervale je prvy vyraz vzdy zaporny, a teda ho mézeme vylucit ako nefyzikalne riesenie.

Zaujimavé pozorovanie je, Ze ma zmysel uvazovat len uhly z intervalu 90° az 135°. Pre vidsie uhly klesne s
pod 0. Pre kratkost vzoraku d6vody tohto faktu nechame na vase premyslenie.

1.5 Fakanie speedrun vzordk Adam, opravoval Adam

Jaro pripojil bombicku na ventil a v okamihu naftikal koleso. KedZe tento dej trval len velmi kratko, mozeme
predpokladat, Ze medzi plynom a okolim za ten okamih nestihlo dojst k tepelnej vymene - a teda mozZeme
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»nafuknutie kolesa“ povazovat za adiabaticky dej. Adiabaticky dej popisuje rovnica
pV* = konit, (1.5.1)

kde « je Poissonova konstanta. Hodnotu konstanty na pravej strane vieme urcit z podmienok na zaciatku,
kedy bol tlak plynu p, a objem plynu Vj, preto

poVy = konst.

Z rovnice 1.5.1 tym pddom mame
pV* =poVy. (1.5.2)

Je sice pekné, ze pozname rovnicu, podla ktorej sa bude spravat plyn, rovnica nam vsak ni¢ nehovori o teplote,
ktort by mal mat plyn na konci! V plyne vsak medzi objemom, tlakom a teplotou existuje vztah, ktory im
nedovoluje nadobudat fubovoIné hodnoty. Ten vztah nazyvame stavova rovnica idealneho plynu (a my nas
plyn samozrejme budeme povazovat za idedlny, Jaro by si do bombicky len tak hocijaky plyn nevzal) a hovori
nam, ze

pV = NkT, (1.5.3)
kde N je pocet Castic plynu a k je Boltzmannova konstanta. Teraz si v rovnici adiabaty umelo vyrobime sucin
pV a dosadime zan z rovnice 1.5.3, ¢ize

pV* = pVV* = NKTV

a teda
NETV* = pyViE.

Cize pre vysledni teplotu plynu plati
_ Py
Nk«

kde

Ppo je tlak plynu na zaciatku deja (¢ize este ked bol cely v bombicke),

Vo je objem plynu na zaciatku deja (ked bol cely v bombicke),

V je objem plynu na konci deja (¢ize ked vyplhal objem kolesa a bombicky),

N je pocet castica

k je Boltzmannova konstanta (ktorej hodnota je 1,38 - 10%).

Ak pozndme molarnu hmotnost oxidu uhli¢itétho M,, = 44,01 g/mol, potom pocet moélov oxidu uhli¢itého
jen = %&G—;m(ﬂ = 0,364 mol a jeden mol obsahuje N4 = 6,022 - 10? Castic, ¢ize pocet Castic oxidu uhlic¢itého
v bombicke je N = 0,364 mol - 6,022 - 10>} /mol = 2,192 - 10%* ¢astic.

Predpokladame, Ze Jaro $liape uz tak dlho, ze stihlo dojst ku vSetkym tepelnym vymenam s okolim, a teda
teplota bombicky a jej obsahu je rovnaka, ako teplota okolia. Vonku mohlo byt vtedy 15 °C = 288,15 K.
Ak pozname teplotu plynu na zaciatku deja, spolu s jeho tlakom na zac¢iatku deja, potom velkost jeho objemu
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na zaciatku vyratame zo stavovej rovnice

i NkT,
Po

Vo =0,000109 m’.

Na konci deja bude plyn rovnomerne vypliiat objem kolesa spolu s objemom bombicky, ¢ize objem na konci
dejaje V = V; + Vyue. Jaro ma kolesa s priemerom 26 palcov a $irku rafika mézeme odhadnut na 5 cm.
Objem duse je potom priblizne objem valca, ktory sme zohli do kruhu tak, aby sa jeho konce vzéjomne dotkli,
ktorého polomer podstavy je 2,5 cm a vys$ka 27 - 13 palcov, pri¢om 13 palcov je priblizne 33 cm. Poc¢itame

Viwse = (2,5 cm)? - 277 33 cm = 0,004 m°,

V =V + Viuge = 0,000109 m’ + 0,004 m”.

Hodnota Poissonovej konstanty pre oxid uhlicity pri teplote okolo 20 °C je priblizne 1,30. Po dosadeni vset-
kych hodnét nam teplota plynu na konci nafukovania vyjde

r- 2% gk

NkV*!
To je priblizne 186 °C, ¢o je naozaj malo. Z rovnice 1.5.3 vidime, Ze objem plynu zavisi od jeho teploty
a tlaku ako V' ~ %. Plyn z bombicky sa teda rozopol kvéli tomu, Ze sa znizil jeho tlak, ale pokles teploty mal
na objem opacny efekt. Vypocitajme preto, ¢i plyn zbombicky dokdze vobec vyplnit cely objem V = Vj+ Vyyee.
Z rovnice 1.5.2 vypocitame tlak v dusi

V K
p=m(§)é64ﬁh

Vidime, ze tlak v dusi je mensi ako atmosféricky p, = 100 kPa. Preto sa dusa nenafukne na objem V =
Vo + Vauge» ale na taky objem, aby tlak v nej bol rovny atmosférickému. Ak by v nej bol mensi tlak, tlakova sila
od atmosféry na povrch duse by bola vicsia ako tlakova sila od plynu v dusi, a teda dusa by sa stlacala. Preto,
aby sme odpovedali na otazku zo zadania, musime vypocitat teplotu plynu po adiabatickom rozpinani na tlak
pa- Ak oznacime V,, T,, objem, resp. teplotu plynu po tomto rozopnuti, pracujeme s rovnicou adiabatického
deja a stavovej rovnice v tvare

poVy = paVy a PaVa=NKT,.
Opiit si v rovnici adiabaty vyrobime sucin p,V,, aby sme zan dosadili zo stavovej rovnice, teda
PoVs = paVy
poVspi = (PaVa)”
poVepi = (NKT,)"

_ (poVepiT)"

T,
Nk

=105 K,

¢o je odpoved, ktoru sme hladali.
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Aj teraz nam vysla velmi nizka teplota. Ak by sme sa dotkli kolesa, ruka by nam ale urcite nezamrzla. Aj ked
je vyprazdnenie bombicky velmi rychle, predsa len pocas neho dochadza k tepelnej vymene a zohrievaniu
plynu. Navyse, ak sa dotkneme kolesa, dotykame sa gumy, ktort plyn sice zvnutra ochladi, ale preto ju aj
okolie za¢ne zohrievat. Okrem toho, Jaro zo svojich skusenosti vie, Ze jedna bombicka postacuje iba na
dofuknutie médkkého kolesa, nie nafuknutie iplne prazdnej duse, a teda plyn z bombicky sa zmiesa s plynom
v dusi. V praxi si teda nami vypocitanu teplotu rukami nedokazeme ohmatat.

1.6 Je to maly krok pre ludstvo, ale velky krok pre FKS vzordk Rony, opravoval Tomas

K problému pristipime postupne, a teda kvalitativne si rozoberieme, ¢o sa udeje. Ako je povedané v zadani,
ulomky raketky sa rozleteli do vSetkych smerov. Tie, ¢o leteli priamo od Zeme, tesne unikli a nikdy sa uz
nevratili, pricom slovo ,tesne“ chcelo naznacit, Ze mali prave tolko energie, aby sa im toto podarilo a ani
o kusok viac.

Samozrejme, kuasky, ktoré vyleteli smerom priamo na Zem, sa po priamke na Zem aj dostali. Otazne je,
¢o urobili kuasky, ktoré vyleteli pod nejakym netrividlnym uhlom « vo¢i spojnici raketky so Zemou. Pri-
pomenme si, Ze vietky kusky vyleteli rovnakou pociato¢nou rychlostou v,. KedZe kusok letiaci priamo prec¢
»tesne“ unikol, kazdy kasok letel po parabolickej trajektorii.! Tato znalost je sice prijemna a zrejme by sa dala
dotiahnut aj do kompletného riesenia, existuje vsak aj jednoduchsi pristup.

V momente vybuchu raketky je celkova energia kazdého ulomku

I Mm
E = 2mvo G R (1.6.1)
Podla zdkona zachovania energie sa energia kazdého tlomku v ¢ase nemeni. Pozrime sa teda na ulomky;,
ktoré ,,tesne“ unikli. To st tie, ktoré prisli do nekoneéna (1/r = 0) a na to museli vyuZit vietku svoju kineticku
energiu (v = 0). Preto mali tieto ulomky celkovu energiu E = 0. No kedZe vsetky ulomky maja rovnaku
celkovu energiu, tak pre kazdy plati, Ze
1 mM

Vyjadrenim v, rovno zistime, Ze v = +/ ZGTM.

Ako druhy pouzijeme zakon zachovania momentu hybnosti. Gravita¢na sila smeruje do stredu Zeme, takze
moment sily vzhladom na tento stred musi byt nulovy. Preto

IL| = |mv x r| = mvyd|sin ], (1.6.3)

kde ,,x* znadi vektorovy sucin. Vtedy plati v x r| = |v||r||sin 0], kde 6 € (0°,180°) je uhol medzi vektormi v
a r, pricom r smeruje zo stredu Zeme do ulomku.

' A7 na tie, ktoré sa pohybovali po spojnici. Takym parabolém naddvame zdegenerované.

https://www.fks.sk/ 8 otazky@fks.sk
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Vo #

Qg

Obrazok 1.6.1: Ulomky rakety na parabolickych drahach

Pocas svojho letu sa niekedy ulomok dostane k Zemi najblizsie, povedzme do vzdialenosti r,, od stredu.
Nas zaujima, ¢i r,, < R a ulomok narazi do Zeme; alebo ¢i r); > R a tlomok uleti.? V tomto bode bude
samozrejme vektor rychlosti v kolmy na r, inak by sa tilomok od stredu vzdaloval alebo k nemu priblizoval,
a teda by nemohol byt najblizsie. Z toho nam vyjde, ze v tomto bode

ViTm = Vod|sin a|. (1.6.4)
Dosadenim do zdkona zachovania energie
1 Mm
-mv2, = G— (1.6.5)
2 T

za v,, a vyjadrenim r,, dostaneme
vid?sin® «
fm=—— " =dsin’a. (1.6.6)
2GM

Inymi slovami, pre hrani¢ny pripad o = ay, kedy r,,, = R a tlomok sa tesne dotkne Zeme, plati

sin R (1.6.7)
h = -_. . .
d

Teraz uz nam staci vypocitat priestorovy uhol ) pripadajici tomuto planarnemu. Ak si to nepamétame, po
troche googlenia zistime, Ze tato zavislost je

Q=2n(1-cosay). (1.6.8)

Cely priestorovy uhol je 47, a tak na Zem dopadne podiel p ulomkov

Q 1-+/1-R/d

=—= 1.6.9
41 2 ( )

p

2Co sa presne stane ked r,,, = R, sme Zial eSte nezistili.

otazky@fks.sk 9 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 1. kola zimnej casti — termin 09. 10. 2023 ‘ é)é)é)

1.7 Dekorac¢né kmity vzorak Dvojka, opravoval Tomas

Velkym trikom v tomto zadani je volba hodnoty M, ktord ndm velmi ulah¢i Zivot. Musime sa prehrabat
htbou hnusnej algebry? Ano! Ale mohlo to byt horsie.

Za¢neme tym, Ze sa spytame, aké stupne volnosti ma tento systém. Ako sa telo vtaka hybe hore-dolu, kridla
sa naklanaju okolo dvoch bodov upevnenia spatym pohybom. Mame tu teda jeden volny parameter - ten
si prezieravo zvolime ako uhol naklonenia kridla. Konkrétne sme si uhlom 6 oznacili, ktory zviera spodna
¢ast kridla so zvislicou — pomyselnym prediZzenim upeviiovacieho lanka, ktoré je vzdy rovnobezné s gravi-
ta¢nym zrychlenim:

B/
%% 2

\
N
1/38(:0591 9

Obrazok 1.7.1: Jarov kmitajiici vtik

Potom uhol, ktory s hornou castou zvislice zviera dlhsia ¢ast kridla, je 6 + Z. Napokon vyska najspodnejsieho
bodu kridla, na ktor je priviazané spodné lanko, sa s na§im parametrom meni ako 3/ cos 6. Tu vstupuje prva
aproximacia: samozrejme, ako sa kridlo otaca, spodné lanko sa tiez trochu vychyluje zo zvislého smeru, ¢o
trochu ovplyviuje vysku vtacieho tela — avSak my, inZinieri, povieme len, Ze spodné lanko je dostato¢ne dlhé
na to, aby sme toto mohli zanedbat. A napokon uhlovu rychlost kridla ozna¢ime ako w.

AKky je teda na§ modus operandi? Nuz, vieme, Ze vtak ma nejaku stabilnt polohu zodpovedajucu uhlu 6,
okolo ktorého kmita ako harmonicky oscilator; ndgjdeme teda potencidlnu a kineticku energu ako funkcie
vychylky a uhlovej rychlosti - U(0), T(6, w) - a potom povieme, Ze v blizkosti stabilnej polohy je vtak
iba taky efektivny harmonicky oscildtor s efektivnou tuhostou k a efektivnou hmotnostou #: Jeho energie
si teda vieme zapisat ako

IK6m9@=L%+%kA9—%Y
1 (1.7.1)
T(6~ 6y, 0)= Emfwz.

Toto polozime rovné najdenym energiam v blizkosti stabilnej polohy a ndjdeme ks a m. Potom klasicky pre
harmonicky oscildtor vieme, Ze periéda kmitu je

T=2m, |2 (1.7.2)
kf

Zalneme s potencidlnou energiou. Jedna spodnd ¢ast kridla mé potencidlnu energiu U;(0), ktord sa rovna
zvislej zlozke polohy taZiska krat hmotnost Casti kridla krat g. Pre ty¢ dizky A otdcajucej sa okolo konca
je zvisld zlozka polohy taziska jednoducho —1 A cos 0 (kedze tazisko je v polovici) - u nés je dizka 1I. Teda
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Uy(6) = —1mgl cos 6. Podobne je potencidlna energia jednej hornej éasti kridla rovna U, (6) = 2mgl cos (6 + 2),

kedze ma dizku 2/ a hmotnost 2m. Pozor na znamienka: ked nasej parametrizacii 0 rastie, U; musi rasta U,
(pre kladné 0) musi klesat.

Teraz este pozrieme na potencidlnu energiu tela vtdka Us(8). Tu uzZ mame aproximaciu pre zvislu zlozku po-
lohy taziska, takZe ju vynasobime hmotnostou a gravita¢nym zrychlenim a dostaneme Us(0) = —3 Mgl cos 6.
Ked to dame dokopy, vidime, Ze celkova potencidlna energia je rovna

1

U(0) =2[U(0) + Uy(6)] + Us(6) = [%Lm cos(G + g) — (gM + %m) cos G]Zg. (1.7.3)

Teraz dosadime hodnotu M = (4\/§ - 1) m, pouzijeme suctovy vzorec pre kosinus, vy¢islime sinus a kosinus
konstanty a ziskame

u(o) :—gmgl(\/gcoseJrsinG). (1.7.4)

Teraz ndjdeme stabilnu polohu 8. Toto sa da najst polozenim celkového momentu sily rovnému nule, ale
pre pripravu na to, ¢o pride neskdr, na to pdjdeme inak (samozrejme, s rovnakym vysledkom). Vieme, ze
stabilna poloha je v minime potencidlnej energie — a ked je nejaka funkcia v danom bode v minime, do
prvého radu sa v okoli toho bodu nemeni. Teda v stabilnej polohe musi pre 6, platit, ze pre mala vychylku
df méme U(6, + dB) ~ U(0,), ak vyuzijeme aproximdcie do prvého radu (teda sindf ~ d6,cosdf ~ 1).

Pocitame:

—%mgl(\/gcos 0 +sin 6, ) = —%mgl(\/gcos(eo +d0O) +sin(0, + dG))

V/3cos 0, + sin 0, = /3 cos O, cos dO — /3 sin 8, sin d6 + sin 6, cos d6 + cos O, sin dO

0= (cos 0, — /3 sin 90) do (1.7.5)
sinfy 1
e =tanf, = 7
A
00 = g

Mame uz potencidlnu energiu aj stabilnt polohu, nuz je ¢as najst kinetickd energu. Tu musime zapojit ve-
domost 0 momente zotrva¢nosti tenkej tyce dlzky A a hmotnosti u: ked rotuje okolo konca, je to I = 1A,
Pri uhlovej rychlosti w je potom kinetickd energia ty¢e rovna JIw? = :uA2w?. Takymito ty¢ami st napri-
klad ¢asti kridel: spodné ¢ast mé kinetickd energiu T;(60, w) = &;ml?>w? a vrchné zasa T,(6, ) = Eml2w?.
Rychlost tela vtédka je rovnd zvislej zlozke rychlosti koncového bodu spodnej ¢asti kridla: to je jeho dlzka krat
uhlova rychlost krat sin 6 (aby to bola len zvisla zlozka). Kinetickd energia je potom $tvorec tejto rychlosti
krét 1 M; dokopy to d4

T3(6, w) = %Msin2 012 w?. (1.7.6)
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Dokopy je to v okoli stabilného bodu

1 4/3 -1 23 3
T(0~0p,0)=2(T,+T,) + Ts = ~ml*w* + \/_—mlz sin? Qyw? = | = + £ mlw?. (1.7.7)
3 18 72 18
Rovno vidime, Ze v okoli stabilného bodu je efektivna hmotnost rovna
23 3
mp=|—+ £ mi>. (1.7.8)
36 9

Aby sme nasli efektivnu tuhost, musime si vyjadrit potencialnu energiu ako funkciu vychylky d6 - ¢ize presne
to, ¢o uz sme raz robili, len tentokrat vyuzijeme aproximdcie druhého radu (teda sindf ~ df,cosdf ~
1-1d6?). Z toho dostaneme

U(6y+dO) = —gmgl(\/gcos 0, cosd6 — \/3sin 6, sin d6 + sin 6, cos dO + cos B, sin d@)

- —gmgl(\/gcos 0, — \/75 cos 0, d6* — \/3sin 0, dO + sin 6, — %sin 0, d6? + cos 6, d9)
=U(6,) + (\/gsin 0, — cos Go)gmgl de + (? cos 0y + %sin 90)§mgl de?

2 2
=U(6) + gmgl do’.

(1.7.9)

Linearny ¢len podla oc¢akavania v blizkosti stabilnej polohy zmizne a z kvadratického ¢lena usudime, Ze
ky=4mgl. Ateda

(1.7.10)

1.8 Rychlostny podpalac vzorak Anna Oledrova, opravovala KatkaM

Ako vzorové uvdadzame velmi pekné riesenie od Anny Oledrovej.

Aparatura

1. dlhé zapalky
2. zapalovac
3. uhlomer

4. zemiak

5. stabilne uchyteny telefén
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Obrazok 1.8.1: Aparatiira

Metodologia experimentov

1. Na stenu som prilepila uhlomer, pred ten som na stol polozila zemiak tak, aby bol v strede uhlomera.
Podla toho som nastavila aj telefén s kamerou. Hodnotu 0° som si ur¢ila v smere kolmo nahor. (Na
fotkach s kladnymi hodnotami bol sice uhlomer oto¢eny o 90°, pri spractivani udajov boli hodnoty ale
upravené a pocitané spravne, podla mnou uréenej vertikalnej osi.)

2. Do zemiaka som zapichla dlht zapalku vzdy do hibky okolo 5 mm. Ked nastali uhly vicsie ako 90°,
zemiak som napichla na palicu, ktora som uistila drevom, aby sa nehybala. Zemiak vytféal zo stola,
a preto bolo mozné zapichnut zapalku aj v tychto uhloch.

3. Vzdy som zapalku zapalila zapalovacom.

4. Pokusy som robila s rozostupmi po 10° a vzdy trikrat, ¢o robi dokopy 57 videi.

Obrazok 1.8.2: Aparatiira
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Metodologia spracuvania udajov

1. Videa som spracuvala v programe Tracker.

2. Ako referen¢nu $kélu som pouzila zapalku. Zapalka bola zapichnutd 5 mm v zemiaku, jej hlavicka ma
cca 10 mm na dizku, a celd zdpalka mé dizku 100 mm + 2 mm (hodnoty podla balenia).

3. Cashorenia som uréovala od momentu, kedy prestane horiet iba hlavi¢ka a chyti sa aj samotné drevend
cast zapalky, nakolko hlavicka hori pri vietkych uhloch rychlostou s minimalnym rozdielom, lebo celd
vzplanie naraz. Kebyze do ¢asu zapocitam aj horenie hlavicky, ¢as by bol mierne dlhsi, ale u vSetkych
uhlov rovnako. Prislo mi preto také objektivnejsie davat hodnoty uz ustdleného plamena.

4. Co sa tyka dlzky, nemerala som priamo zo$tverent spalent Cast, ale od 85 mm (= 100 mm celej dizky
- 5 mm zo zapichnutia — 10 mm z hlavi¢ky) som od¢itala dlzku nespalenej zdpalky v mm.

5. Potom som vypocitala rychlost nasledovnym vzorcom:

rychlost horenia[mm/s] =

dizka spalenej zdpalky[mm]

Cas horenias]

6. Rychlosti z troch merani som spriemerovala. Chybové usecky y-ovej osi (teda nepresnosti pri rych-
losti) su tvorené rozdielom medzi najvys$ou a najnizsou rychlostou z troch merani a spriemerovanej
rychlosti. Chybové usecky x-ovej osi (teda nepresnosti pri uhloch) som si sama ur¢ila na 2,5° alebo

712 rad = 0,0436 rad.

Sibor Upravit' Video Stopy suradnicovy systém Okno Pomocaik

S\ e e ek ¥ | @ Qi

S0 W e

meradio A vybrany (pre meranie

<3 ke, onat~ | 5 meraoe
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00
1=20099'5 161,90 mm
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sl
23
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@

2
F
i
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1=20,089s 830,00

B Taburka v | 7 mer

Obrazok 1.8.3: Aparatiira

Ked som skusila merania fitntut polynomialnym trendom druhého stupna, rovnica spolahlivosti bola 0,954.
Tato hodnota nie je uplne 1, ale to je odovodnitelné odchylkami v merani (popisané nizsie). Pekne sedel aj fit
exponencialny s rovnicou spolahlivosti o hodnote 0,912. Fitujeme len polovicu moznych uhlov, lebo druha

https://www.fks.sk/

14

otazky@fks.sk


https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

‘é)é)é) Riesenia 1. kola zimnej casti — termin 09. 10. 2023

polovica je symetricka. Je to v podstate to isté, akoby som kameru otocila vo¢i zemiaku so zapalkou opacne
a horela by stéle v rovnakych hodnotéach. Je to osovo sumerné.’

Rychlost horenia zdpaliek v zavislosti od uhlu Rychlost horenia zapaliek v zavislosti od uhlu
naklonenia naklonenia
(s exponencialnou trendovou spojnicou) (s polynomickou trendovou spojnicou druhého
10 stupna)
9 10
8 9
7 8
7
6
I3 '}‘ . v 6 f(x) = 2.92E-04 x? — 2.32E-02 x + 1.05E+00 .;
e 5 f(x) = 4.83E-01 exp( 1.35E-02 x ) ) fx) 29280 . ]
£ A R? = 9.12E-01 ,},,{‘ E 5 =99t
E E e L
s 2 @ @.}. S 2 I
S & § o aemackdg BTt
-20-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130140150160170180190200 -20-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120130140150160170180190200
uhol naklonenia [°] uhol naklonenia [°]

Obrazok 1.8.4: Namerané hodnoty vynesené do grafov.

Kvalitativne vysvetlenie

Tento trend ma celkom dobré kvalitativne vysvetlenie. KedZe plamen stupa nahor, je pochopitelné, ze ked
sa nachddzame v uhloch vicsich ako 90° (kedy je nad hlavickou smerom nahor zvysSok zapalky — drevena
¢ast), tak sa plamen chyti o drevo nad horiacou hlavickou. Z tohto dovodu aj véeobecne horeli zapalky
v tychto uhloch dlhsiu vzdialenost. Castokrat zhorela aj celd zapalka, ¢o sa pri uhloch mensich ako 90°
nestavalo skoro vobec.

Obrazok 1.8.5: Rozdiel horenia zdpalky pri réznych uhloch

*Je dolezité podotknut, Ze v tomto pripade ani jedna z fitovanych funkcii nie je podloZend Ziadnou teériou. Z toho dévodu
fitované funkcie nemoézeme povazovat za fyzikdlne relevantné zavislosti, ale iba prostriedok na odhadnutie hodn6t medzi mera-
nymi bodmi. Tato skuto¢nost je viditelna aj na zdsadnej odchylke funkcii a redlnych hodnét na koncoch grafov. Fitované funkcie
maju preto skor vyznam, aby sme si uvedomili, Ze pravdepodobne nepdjde o ziadnu jednoduchu zavislost.
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Analyza chyb merania
Dévodov, preco vysledky su nie tplne presné, moze byt viacero:

. zapalka zapichnutd pod nepresnym uhlom (+2,5°)
. zépalka zapichnut4 do nepresnej hibky (cca 5 mm)

. neidentické zapalky

. nepresne nalepeny uhlomer

1
2
3
4. nedostato¢né mnozstvo opakovani experimentov
5
6. efekty prudenia vzduchu v lokalite tocenia

7

. nepresné urcenie zaciatku horenia drevenej casti zapalky

Vsetkym tymto chybam som sa snazila vyhnut viacndsobnou kontrolou, ¢i sa nevyskytli. Samozrejme je ale
mozné a isté, Ze nejaké sa predsa len vyskytli a ovplyvnili vysledky.
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