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RieSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Trocha kultary vzordk Pa3k, opravoval Pa3k

Dévod, preco sa deju odlisné veci je, Ze mame dva rozmerovo velmi odli$né zdroje. V pripade babkového
divadla mame zdroj svetla mensi ako predmet, ktorého tien sledujeme. Z obrazka vidime, ze ¢im dalej bude
tienidlo, tym vacsi bude tienn. V druhom pripade mame ako zdroj svetla Slnko, ktoré je, hoc sa to takto
zo Zeme nezda, masivne vacsie ako hocijaky ¢lovek na Zemi. Aj napriek tomu, ze je velmi daleko, vak bude
svietit tak, Ze tient bude mensi, ked tienidlo ddme dalej. Obidva pripady st len podobnosti trojuholnikov,
takze lahko vidime, Ze velkost tiena rastie/klesa linearne so vzdialenostou od tienidla. Pre zaujimavost este
dodame, ze ak by sme pri babkovom divadle dali tienidlo velmi daleko, tien by postupne tiez zmizol kvoli
efektom ako difrakcia (ohyb) svetla na prekazke, ktord priamo vyplyva z Huygensovho principu.

Obrazok 2.1.1: Rozne zdroje svetla a tiene

2.2 Neuderné slony vzorak Luc, opravovala Luc

V prvom rade by som chcela povedat, Ze pri pisani tohoto vzoraku nebolo ublizené Ziadnemu chrobdkovi.!
KedZe chceme, aby z vas vyrastli vSeobecne vzdelani udia, ddme si na zaciatok biologicky uvod a pozrieme
sa na stavbu tela chrobakov. Chrobdky patria medzi exoskeletov, to znamena, Ze nemaju kosti, na ktoré
su nasledne pripnuté $lachy, tak ako my Iudia. V skuto¢nosti majui kostrou zvonka obalené celé svoje telo.
Zaujimavostou je, Ze napriklad taky roha¢ dokaze zdvihnut objekt, ktory ma 1141-nasobnu’ hmotnost jeho
tela.

Porovnajme to s ludmi - pri velmi vysokych vykonoch vedia vrcholovi $portovci zdvihnut v priemere 9-
-nasobnt hmotnost svojho tela v mftvom tahu a to ,,len” na niekolko sekund.’ Ako je teda mozné, Ze najlepsi
$portovci nedokazu len tak z ni¢oho ni¢ zdvihnut 5000 kilogramové zavazie a prejst sa s nim po ulici? Je to
preto, lebo na to nie sme fyzicky usposobeni. Jednou z veci, ktoré by sa nam museli v tele zmenit, je prierez
kosti, ktory by sa musel niekolkondsobne zvicsit. V tomto bode sa dostavame k fyzike a k na§mu prikladu
chrobaka a slona.

'Dufam, ze ste si tento priklad nepomylili s experimentalkou.
Zhttps://www.science.org/content/article/scienceshot-worlds-strongest-insect
3https://www.livestrong.com/article/423273- strength-to-weight-ratio-in-powerlifting/
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N43 idedlny chrobak ma hmotnost M (a to nemé kazdy chrobék!). Dalej m4 homogénnu hustotu, ¢ize lubo-
volny pomer hmotnosti nejakej jeho Casti a jej objemu je konstanta p = 21, z toho si mézeme vyjadrit hmot-
nost ako M = pV. Povedzme si, Ze teraz chceme chrobdka zvicsit, aviak nie hociako. Chceme, aby sa jeho
hustota nezmenila. To znamena, Ze chrobaka musime zvacsit vo vietkych smeroch n-nasobne. Ak uvazime,
7e chrobak m4 vysku, $irku a dlzku, tak jeho objem sa zvacsi n3-krat. Co sa stane s hmotnostou chrobaka? To
vieme hned povedat z rovnice pre hustotu M = pVn?, ¢o nie je ni¢ prekvapivé. Ak mam 27 rovnakych kociek
a postavim z nich jednu velku kocku, tak jej hmotnost bude dvadsatsedemkrat hmotnost jednej kocky.

Teraz pride ta zaujimava cast. Otazkou zostava, ¢i mozeme chrobdaka zviacsovat takymto spdsobom do ne-
konec¢na, alebo v istom momente to uz jeho nozi¢ky nezvladnu.* Otazka suvisi s tlakom, ktory je vyvijany
na nohy. Vieme, Ze tlak vyjadruje pomer sily F na plochu S, ¢ize p = £.

Oznacme p, ako kriticky tlak, pri ktorom to uz na§ homogénny chrobak nezvladne. Sila F je v nasom pripade
tiazova sila a S je prierez jeho nohy, ktorych ma pocet k. Tlak meriame tesne pri konci nohy, pretoze tam je
najvacsi. Takze dostdvame
F, Mg
p = —t = —,
kS kS

Ak teraz chrobdka zvié$ime n nasobne, plocha prierezu jeho nohy sa zvadsi n?-krat a dostavame, ze tlak
zavisi linearne od n, Cize
pVn®  pVn

P=sm ~ ks

k;";‘ to uz chudak chrobdk neprezije.

Takze je jasné, ze pre n >
Skusme sa zamysliet nad tym, ako by sa musel menit prierez, ¢ize hribka chrobdkovych noéh, aby sa mu nic¢
nestalo pri zvd¢sovani. Na to, aby sa nam n vykrétilo vo vzorci pre tlak, potrebujeme aby S celkovo rastlo
ako n3. Z toho vyplyva, Ze naSe nové n bude rovné n*?°. Napriklad ak chceme, aby telo chrobdka narastlo
3-krat v kazdom smere (n = 3), hrubka néh sa musi zvia&sit v kazdom smere 332 = 3./3-krét, ¢o je viac
ako povodnych 3-krat.

Okrem hrubky noh chrobdka by sa dala menit aj ich pevnost. Tak by sa zdalo, Ze by sme mohli posunut
hodnotu kritického tlaku. Avsak vo vicsine pripadov pevnejsi znamend tazsi a to moze robit problém. Pri
zvacseni pevnosti by sa zvicsila aj hmotnost a teda by sa mohlo stat, Ze hodnota p. by bola v skuto¢nosti
niz$ia. Z toho sa d4 vydedukovat, ze chrobaky maju velmi pevny exoskelet vzhladom na ich telesnd hmot-
nost a to je jeden z dovodov, preco sa im ni¢ nestane ked spadu z velkej vysky. Samozrejme je tu este vela

biologickych ale, no to uz nechame na vas.

2.3 Otaznik v otazke vzorék Kubo, opravoval Kubo

K tejto ulohe sa dalo pristupovat mnohymi spésobmi. Prvé, ¢o mozno uvidiet je, Ze niektorymi vetvami
nebude tiect vdbec ziaden prud. Tymto a prekreslovanim schémy som zacal i ja - rychlo som v$ak dosiel na
to, ze sa nikam nedostanem. Bolo preto treba vytiahnut silnu zbran, ktorej sme sa mozno chceli vyhnut.

“Viem, velmi kruté.
e . . 3/2
513 = n2, kde o je nase povodné n z toho dostavame n = n/
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Prv, nez budeme ¢okolvek rozoberat blizsie, pomenujme si uzly obvodu pismenkami - potom napriklad Ug,
je napdtie medzi bodmi G a L, a je jasné, Ze napriklad Ug; = U,. No a obdobne I;; bude prid medzi tymito
bodmi - ak je kladny, prud tecie v smere GL, ak je zaporny, prud tecie naopak.

Kirchhoffove zakony

Ide o dve jednoduché tvrdenia: Prvé hovori, ze z kazdého uzla musi vytekat tolko elektrického prudu, kolko
don vteka. Napriklad pre bod ] bude tento zakon vyzerat ako Ij; + Ir; + Ix; + I; = 0. Pripomenme, ak je
napriklad Ix; kladné, prad te¢ie smerom do J, ak zaporné, prud te¢ie smerom z J.

Druhé tvrdenie popisuje napdtia na spotrebicoch a zdrojoch v slucke: kolko napdtia je na zdrojoch, tolko
ubytku musi byt na spotrebi¢och. Napriklad pre slucku CGHEFC bude platit Ucg+Ugu+Upg+Ugp+Upc = 0
— ak je zdroj v smere nasej slucky, poc¢itame mu kladné napitie; ak je zdroj proti smeru slucky, jeho napatie
berieme ako zdporné.

No a tieto dva zakony st previazané este zakonom Ohmovym - napriklad bude platit Iy, = g—;’j.

Nepekné rieenie

Ak si vypiSeme vsetky Kirchhoffove rovnice pre vsetky slucky a uzly, dostaneme niec¢o ako n rovnic o n
neznamych, ktoré vieme riesit. Zamerne som vynechal povzbudivé slovicko ,,lahko® — zdrava miera sebalasky
mi zabranila to riesit takto, no odhadol by som hodnotu #n =~ 15 a to na rie$enie vobec nevyzera prijemne,
takyto postup by som sa nebal nazvat fyzikdlnym bruteforcovanim.

Prijemnejsie rieSenie

Hned vidno, Ze ak ndjdeme slucku ako napriklad IEF], teda taku, ktora ma len jeden rezistor s neznaimym
napitovym ubytkom, Kirchhoffov zakon pre slu¢cku bude vcelku prijemny. Napriklad pre slu¢cku IEF] hned
vidno, Ze napatovy ubytok na rezistore bude Ugp = U,.

Ak prv vypocitame napdtovy ubytok na rezistore CF pomocou slucky CGLJFC, zistime, Ze tento bude 3U..
Potom sa staci pozriet na slu¢cku CFJKDC - sucet zdrojovych napiti je tu nulovy a tak sucty spadov napdtia
na rezistoroch musia byt nulové a preto na otaznickovom rezistore toto bude —3U,. (Velkostou rovnako,
ako na CF, len prud te¢ie opa¢ne.) No a velkost pridu teda bude ||I]| = | ¥ = 2.

WOW riesenie

Vezmime si slucku CGLJKDC. Napitovy ubytok na vetkych spotrebic¢och spolu musi byt rovnaky ako stucet
napiti zdrojov v smere tejto slucky, teda spolu 3U,. Lenze vsetky spotrebice su len nas rezistor s otdznikom,
teda spad napitia na iom je 3U, a z Ohmovho zdkona vieme hned dopo¢itat prad %=,

2.4 Red light, green light vzorék Jaro, opravovala Nina

Oznacme si pociatocnu rychlost Kvikovho auta ako aj rychlost oboch dut po ukonceni zrychlovania v, zrych-
lenie aut a, ich spomalenie d a cas, kedy naskoci zelend, merany od zacatia brzdenia #,. Podme sa najskor
zamysliet nad tym, ako museli vyzerat priebehy rychlosti jednotlivych aut, a zakreslime si ich do grafu.
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Obrazok 2.4.1: Graf zavislosti rychlosti dut od casu

Za¢nime autom stojacim na krizovatke. To ma az do ¢asu t, nulovt rychlost, potom do ¢asu
v
f=to+ — (2.4.1)
a
rovnomerne zrychluje a nasledne sa pohybuje konstantnou rychlostou v.

Kvikovo auto sa pohybuje do ¢asu t = 0 rychlostou v, kedy za¢ne brzdit so spomalenim d. V ¢ase t, naskoci
zelena. Vtedy ma rychlost vy = v — dt,. Ak by Kvik brzdit neprestal, zastal by v ¢ase

tz = (242)

v

i
Zo zadania vieme, Ze by zastal tesne za autom stojacom na krizovatke, keby sa to uz skor nepohlo. To ale
znamend, ze dréha, ktoru by presiel pri brzdeni medzi ¢asmi t, a ¢, zodpoveda vzdialenosti, v ktorej boli auta

od seba v momente, ked naskocila zelena. Tu ale vieme vypocitat jednoducho, pretoze draha zodpoveda
ploche pod grafom, teda

_ 1 _ (V -d t0)2
D—z(tz—to)V()— 2d .
Zamyslime sa, ako sa dalej mohla vyvijat rychlost Kvikovho auta. Na zdklade niekolkych jednoduchych tvah
dostaneme par obmedzeni:

o Kvik musi spomalit aspon na taku rychlost, aby v kazdom momente bol za autom idticim pred nim.

« Najvyssia bezpecna rychlost, na ktort musi spomalit, zrejme zodpoveda situacii, ked po opédtovnom
zrychleni oboch 4ut na maximalnu povolenu rychlost bude tesne za nim.

o Ked je Kvikova rychlost vyssia ako rychlost druhého auta, Kvik toto auto dobieha, ked je mensia, dru-
hé auto sa od Kvika vzdaluje, ked je rovnakd, vzgjomna vzdialenost dut sa nemeni. Z toho vyplyva,
ze v optimalnom scenari v zmysle predchadzajuceho bodu nesmie Kvik dosiahnut maximalnu rychlost
neskor ako druhé auto. Ak by sa tak stalo, znamenalo by to, Ze v nejakom ¢asovom useku pred dosia-
hnutim ustdleného stavu by sa druhé auto pohybovalo rychlejsie, ale kedZe optimélny scenar zodpoveda
situdcii, ked st auta tesne za sebou, Kvik by uz narazil do auta pred sebou.
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» Kvik moze zrychlovat s lubovolnym zrychlenim, nie vSak va¢sim ako a. Podobne moéze spomalovat
s lubovolnym spomalenim, nanajvys v§ak rovnym d. Ak vsak nebude zrychlovat/spomalovat s ma-
ximalnymi zrychlenim/spomalenim, bude mu rovnaka zmena rychlosti trvat dlhsie a prejde pri tom
vacsiu drahu, takze bude vo vysledku musiet spomalit na mensiu rychlost, ¢ize sa mu to neoplati.

« Ak najdeme nejaky vyhovujuci ¢asovy priebeh rychlosti Kvikovho auta a chceli by sme ho optimalizovat
tym, Ze niekde zvysime rychlost, na inom mieste ju musime zase znizit. Z toho vyplyva, Ze optimalny
priebeh je rovnomerny pohyb, pretoze konstantnu rychlost uz takto nevieme dalej optimalizovat.

S tymito pouceniami sa mézeme vratit k popisovaniu Kvikovej rychlosti. Vieme, Ze v ¢ase ¢, ma rychlost v,.
Ak by vy mala byt najmensia rychlost, ktort pocas svojho pohybu dosiahne, teda aby nemusel este viac
spomalit, presiel by aspon drahu, ktora zodpoveda rovhomernému pohybu rychlostou v, az do ¢asu

Vo 2 dto

i=th+— =1t + , (2.4.3)
a a

v ktorom sa jeho rychlost vyrovna s rychlostou druhého auta. Aby to bolo mozné, nesmie byt tato drdha
v porovnani s drahou druhého auta za rovnaky ¢as dlhsia o viac nez D. Rozdiel dréh je rovny rozdielu ploch
pod grafmi, teda

1l
D> E(t_g - t())VQ,

(v—da92>(v—dm)2 (2.4.4)
2d - 2a

a<d,

¢o zjavne neplati. To znamena, Ze Kvik musi spomalit e$te na nizsiu rychlost nez v,.

Pouceni z naSich tvah vieme, ze Kvik musi spomalovat s maximdlnym spomalenim d aZ na minimalnu
rychlost - ozna¢me ju v,, — potom sa pohybovat rovnomernym pohybom a nakoniec rovnomerne zrychlovat
so zrychlenim g, takze teraz uz vieme dokoncit graf rychlosti Kvikovho auta. Do ¢asu

v-v
ty = dm (2.4.5)
spomaluje na rychlost v,,, potom sa pohybuje touto rychlostou az do ¢asu
V=V Vi
Is=14H — =t+—, (246)
a a

kedy sa rychlosti oboch aut vyrovnaju a autd budu tesne za sebou. Nasledne obe autd spolu zrychluju
so zrychlenim a, aZ dosiahnu maximalnu rychlost v v case .

Teraz nam uz zostava len urcit rychlost v,,. Ta dostaneme z podmienky, Ze v ¢ase ¢5 budu auta tesne za sebou.
Aby sa tak stalo, musi Kvik medzi ¢asmi ¢, a t5 prejst prave o D vic¢siu drahu. Ako sme uz raz hovorili, rozdiel
drah je rovny rozdielu ploch pod grafmi, ¢ize

(v = vy — dty)’ +ﬁ

> > (2.4.7)

1 1
As = E(Vo —Vm)(t4 - to) + Evm(t5 - t()) =
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Dostdvame teda podmienku
D = As,

(v —dty)’ (v —dty)’ . Vi

b

2d 2d 2a
(v - dty)’* _ (v -dty)’ _(v=dt) v N Vi . Vi
2d  2d d 2d  2a’ (2.4.8)
l(l+l)v2 _ (v—dty)Vm
2\a d) "™ d
_ Z(V—dto)
"1+ % '

Kone¢ne sme nasli hfadanu rychlost. Pre hodnoty zo zadania v,, = 10 m/s = 36 km/h.

2.5 Realne cviCenie vzordk Matus, opravoval Matas

Ako prvé si vieme v§imnut, Ze cela situacia bude symetrickd podIa spojnice spodného a horného kibu. Res-
pektive na prava dolnu ty¢ budu pdsobit symetricky rovnaké sily ako na Iava dolnu ty¢ a rovnako to bude pre
horné tyce. Preto ak zistime, ako sa delia sily na pravej strane, rovnako sa budu delit aj na lavej. Ako druhé
vieme, Ze stucet vetkych sil, ktoré pdsobia na ty¢ musi byt 0, inak by mali ty¢e podla druhého Newtonovho
zakona zrychlenie a nebola by to ustalena situdcia. Z ustdlenej situacie vieme takisto urcit, Ze sucty mo-
mentov sil posobiacich na jednotlivé ty¢e musia byt 0, inak by pomdcka mala uhlové zrychlenie a rotovala
by.

Ak uvazujeme cvic¢iacu pomocku ako uzavretu ststavu, zvonku pdsobi tiazova sila a normalova sila od pod-
lozky. KedZe sustava nezrychluje, aj ich sicet musi byt 0. Tiazova sila posobi na kazdu z ty¢i rovnako, kedze
maju rovnakd hmotnost. Normalova sila od podlozky sa v§ak symetricky rozdeli medzi dolné dve tyce.

Okrem vonkajsich sil tam st aj vnutorné, ktorych celkovy st¢et musi byt 0, kedZe ide o vnutorné sily. V prvom
rade je tam sila od pruzinky. T4 v pravom a lavom kibe posobi silou rovnakej velkosti opa¢ného smeru. Tento
smer je kolmy na vertikalnu os pomdcky a smeruje k nej. Okrem sily od pruzinky st tam este sily, akymi na
seba posobia ty¢e navzdjom. Na ty¢ posobi v kazdom kibe sila kolma na os uhla, ktory zvieraju ty¢e v danom
kibe, smerujtica od tejto osi. (To, Ze je kolm4 na na os uhla vieme z toho, 7e sila opa¢ného smeru a rovnakej
velkosti musi posobit na druhu ty¢ a nema preco na nu posobit pod inym uhlom ako na prvi.)

S tymito znalostami si vieme nakreslit vSetky sily, ktoré pdsobia na prava hornu ty¢
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Obrazok 2.5.1: Sily pdsobiace na hornii ty¢

a na pravu dolnu ty¢:

Obrazok 2.5.2: Sily pésobiace na dolnu ty¢

Vidime, Ze sila F, musi mat velkost mg. Vieme to z toho, Ze spolu s tiazovou je jedina, ktora posobi na hornu
ty¢ vo vertikalnom smere, a teda F, = mg.

Stucet momentov sil musi byt nulovy vzhladom na hociktory bod - ak by to neplatilo, ty¢ by sa zrychlujtco
otacala okolo daného bodu, lenze my vieme, Ze sa neotaca. Zvolme si osi otac¢ania horny klb ststavy, a potom
pre druht rovnicu spodny klb. Vtedy z momentov sil musi platit

F, cos(a)l = mgcos(oc)é + Fpysin(a)l,

mgcos(oc)é + Fycos(a)l = Fyysin(a)l.

Ostéva uz len vyjadrit F, a F), a dat ich do pomeru:

1
Fy = cot(oc)(F - %) =3 cot(a)mg,

Fp = cot(oc)(F3 + %) %cot(oc)mg,

Fp  jcot(a)mg

Fy  icot(a)mg =
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respektive

fpo_pcotla)mg 1
F,,  2cot(a)mg 3

Fp  jcot(a)mg 1

2.6 Unterwassermann vzorak Jaro, opravoval Jaro

Nebudeme chodit okolo horucej kase a podme Patrikovi pomoct. S fyzikou. Vysvetlovat mu prislovia nema
zmysel. Kazdy predsa vie, Ze to ma byt ,,N-krat meraj a raz vyhodnot chyby merania®

Na prvy pohlad by sa mohlo zdat, Ze ked tahame trubicu rychlostou v, voda do nej vteka prave touto rych-
lostou a vytokovu rychlost # na opa¢nom konci jednoducho dopocitame z rovnice kontinuity S;v = S,u. Je
to vSak naozaj tak? Predstavme si, Ze trubica je velmi vysoka. Len tazko by sme verili, Ze by voda vytekala
z trubice rychlostou u = g—;v bez ohladu na vysku trubice.

—

4 ==
1

—p

Obrazok 2.6.1: Vtekajiice a obtekajiice pridnice

Vtip je v tom, Ze nech sa to akokolvek zda byt neintuitivne, voda do trubice vteka rychlostou w < v vzhladom

na trubicu a vyteka z nej rychlostou u = g—;w, taktiez vzhladom na trubicu. Musi totiz platit aj Bernoulliho

rovnica pisana vo vztaznej sustave spojenej s trubicou

1 1
SPWS pr=put+hpg + po,

kde p; je tlak v mieste dolného otvoru trubice a p, tlak v mieste horného otvoru. Tlak p, je rovny atmo-
stérickému tlaku p,y, tlak p; je naro¢né urcit priamo vzhladom na komplikované procesy v mieste vstupu
vody do trubice. Co vak vieme urobit, je pisat Bernoulliho rovnicu v mieste skor po pridnici, este daleko
pred vstupom vody do trubice. Tam sa voda pohybuje rychlostou v° pri tlaku pg = pam + dpg. Potom

1 1
EPVZ + Pam + dpg = Epu2 +hpg + Patm-

Odtial

u=+/v2-2h'g,kdeh’ =h-d.

Nasledne z rovnice kontinuity rychlost vody na vstupe do trubice vzhladom na nu je

w= %\/vz -2h'g.

1

Sstale vo vztaznej stistave spojenej s trubicou
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Ked uz vieme, akou rychlostou voda cez trubicu prudi, ni¢ nam nebrani dopocitat hladanu silu. Za ¢as &t
vtecie do trubice a vytecie z nej voda s hmotnostou dm = pS;wdt. Pocas pobytu vody v trubici sa zmeni jej
rychlost o u + w, takze jej musime udelit impulz’

0l =m(u+w) = pSz(l + %)(V2 - 2h'g)ét,
1

no a podla prvej impulzovej vety

K S,

F= 5 pSz(1+ E)[VZ—Z(h -d)g|.

2.7 Teoretické cviCenie vzorak Tomas, opravoval Tomas

Kedze bol Hovorca taky mily, Ze nam v zadani poradil, ako vyzera potencidl gravitacného pola, bola by skoda
to nevyuzit. Predtym si ale uvedomme, ¢o st to malé kmity. No predsa to, kde si mdzeme dovolit napisat,
ze pri vychylke x z rovnovaznej polohy na ndas posobi sila F = —kx, kde k je konstanta tmernosti. To tiez
znamend, ze pri vychylke x mame potencidlnu energiu E, = $kx2.

Okrem toho kmitdme, ¢ize ak v nejakom momente mame rychlost x°, méme kinetickt energiu Ey = 1 ux?,
kde y je nasa hmotnost. Pri zanedbani trenia nasa kmitajuica sustava ziadnu energiu nestraca, a teda ak jej na
zaciatku udelime nejaku vychylku x, a rychlost x,, bude mat energiu E = 1kx3 + 5 ux3, ktoré je stéle rovnaka.
Preto v kazdom ¢ase plati, Ze 3 kx?+3ux? = E = konst. Teraz uzlen jednoducho vyjadrime uhlovii frekvenciu

W= \/Eaznej periédu T = 2Z,
14 w

Obrazok 2.7.1: Vychylend Cinka

Stic pouceni prvym odsekom, vyjadrime si potencidlnu a kineticku energiu. Potencidlna energia hmotného
bodu m vzdialeného R od stredu Zeme je E, = -4 kde M je hmotnost Zeme. Vzdialenosti oboch kon-
cov ¢inky od stredu Zeme pri vychylke ¢ od zvislej polohy vieme lahko vyjadrit z obrazka 2.7.1 pomocou
kosinusovej vety ako

rn=R*+L*-2RLcos ¢

2.7.1)
= R*+ L*+ 2RL cos ¢.

"Impulz sily je rovny zmene hybnosti sustavy.

8Bodka oznaduje ¢asovii derivéciu, teda x = %.
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Potencidlna energia je potom

1 1 1 1
E,= —GMm(— + —) =-GMm + . (2.7.2)
oo R>+L?-2RLcos¢ R*>+L>+2RLcos¢

Teraz by sme mali zistit, pre aké ¢ je ¢inka v rovnovaznej polohe. Mohli by sme derivaciou néjst minimum
funkcie E,(¢), alebo si uvedomime, Ze zo symetrie tlohy dava zmysel, Ze stabilnd rovnovazna poloha by
mohla byt zvisla (¢ = 0°) a/alebo’ ,vodorovnd“ (¢ = 90°). Pri pohlade na potenciilnu energiu E, ~ 1
je v8ak jasné, ze ked ¢inku z vodorovnej polohy, kde obe zavazia st v rovnakej vyske, oto¢ime do zvislej,
zévazie, ktoré kleslo, stratilo viac potencialnej energie, ako vystipavsie zavazie ziskalo. Teda funkcia E,(¢)
na intervale [0°,90°] rastie. Okrem toho, kvoli symetrii nemd zmysel uvazovat iné ¢ ako interval [0°,90°],
¢ize minimum potencidlnej energie, a teda stabilnd rovnovazna poloha je iba vo ¢ = 0°. Vo zvysku tlohy nas
teda budu zaujimat iba malé kmity okolo ¢ = 0°.

Pri pohlade na rovnicu 2.7.2 ale vidime, Ze sa vobec nepodobd na tvar E, = $kx?, ktory chceme dostat. Pre
malé kmity ale mdzeme pouzit Taylorov rozvoj, kde cely potencial rozvinieme okolo rovnovaznej polohy
¢ = 0°. Vyuzijeme, Ze

1 1 +bg?
~ + =) (2.7.3)
Vaztbcosp axb 4(axb):
kde v nagom pripade je a = R? + L? a b = 2RL. Aplikujtc to na rovnicu 2.7.2 dostaneme
1 —2RL¢? 1 2RL¢?
E, = —GMm( + 9 T+ + L4 3 ),
VR?*+1?2-2RL 4(R*+1?-2RL)> ~R*+L*+2RL 4(R*+L*+2RL):

pri¢com si spomenieme, Ze pri potencidlnej energii nas nezaujima jej hodnota, ale iba rozdiel energii me-
dzi dvomi bodmi. A kedZze R a L su konstanty, prvy a treti zlomok st tiez konstantné a pri kmitoch c¢inky
sa nemenia a mozeme ich bez [tosti vysktrnut z rovnice. Potom potencialnu energiu vieme upravit na

RL?

E, = GMm—(R2 T

(3R* + L*)¢*.
To uz vieme zapisat ako E, = $k¢?, kde

RI? 5 )

Vyborne, ta vic¢siu polovicu uz mame za sebou. Hmotné body na konci ¢inky sa pohybuju po ¢asti kruznice
s polomerom L. Preto pri uhlovej rychlosti ¢ je rychlost pohybu hmotného bodu v = L¢, ¢ize kineticka
energia oboch hmotnych bodov spolu je

E; = mL*¢”.
To vieme zapisat ako E; = 1 ¢?, kde
u=2mL>

“Rovnovézna poloha nemusi byt len jedna.
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Teraz uz len spocitame uhlovu frekvenciu malych kmitov

k R 1o
w:\/;:\/GMmQR 1 12)

Tzzﬂ\l (RZ_L2)3

GMR(3R? + 12)

a periédu

V kazdej slusnej domdcnosti je ¢inka ovela mensia ako Zem, ¢ize pomer £ <« 1, a ak je tento pomer umoc-
neny na druht ¢i nebodaj na tretiu, je uz tplne zanedbatelny voci jednotke. Teda vztah pre periédu vieme
zjednodusit na

R6( _%)3 N 2T R .

T = ~
o GMRR>(3+ %) 3GM

2.8 Profesionalna deformacia vzorak Asi nebude, opravoval Jaro
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