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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Lietanie neskodi vzorék Lucka a Marcel, opravovala Tete

Pozrime sa najprv na to, ¢o sa deje s autom, ked zataca do strany. Kubko otoc¢i volantom a kolesa auta sa vy-
chylia (otocia). Trenie medzi vozovkou a kolesami spdsobi, Ze auto nepokracuje v priamociarom pohybe, ale
zacne sa pohybovat po kruznici. Kym Kubko neoto¢il volant, pohyboval sa po priamke, a teda neexistovali
ziadne sily, ktoré by posobili ,,zboku® (kolmo na smer pohybu). V momente, ako Kubko oto¢il volantom,
zacala na neho pdsobit odstrediva sila, ktora ho tlac¢ila smerom doboku (von zo zakruty).

Obrazok 1.1.1: Auto v zdkrute

Maléd odbocka: Uvedomme si, Ze presne tato odstrediva sila spdsobi, Ze ak ideme autom v zékrute prilis
rychlo, odstrediva sila prekro¢i hranicu pokojového trenia medzi pneumatikami a vozovkou a dostaneme
$myk. Co sa s tym d4 robit? Vieme zvi¢Sovat sucinitel pokojového trenia (napriklad zdrsnit ¢ast cesty),
zvacsit normalovu silu (napriklad pridat na auto spojler), alebo zmensit odstredivu silu. Odstredivu silu
vieme zmen§it tak, Ze pdjdeme pomalsie, alebo zariadime, aby nam az tak velmi nevadila (t. j. nep6sobila cela
smerom doboku). Ako také nie¢o urobit? Mozno ste si uz niekedy v$imli, ze niektoré zakruty st naklonené
(klopené), a nie je to preto, Ze by sa tam nedala postavit vodorovnd zékruta. Casto takéto zakruty byvaju
napriklad na pretekarskych okruhoch. Do6vod, preco takéto zdkruty existuju je nasledovny: Ak je zakruta
klopena, ¢ast odstredivej sily sa rozlozi tak, ze tla¢i auto smerom ,,dole®, teda zva¢suje normalovu silu. A to
je uz nieco velmi podobné, ako v pripade lietadla.

Zacnime s predstavitelnejsim prikladom ako je lietanie, a to s bicyklovanim. Pri zatdc¢ani na bicykli sme
sa intuitivne naucili, Ze sa treba nakonit do tej strany, do ktorej zata¢came. Preco to tak je? Vo vodorovnom
smere na cyklistu posobi trecia sila a v zvislom smere normalova sila spolu s gravitacnou silou. Vysledna sila
je rovnd dostredivej sile. Ak sa presunieme do neinercialnej sustavy spojenej s cyklistom, musime pridat este
aj odstredivu silu, ktord je rovnako velka ako dostrediva, ale smerovo opac¢ne orientovana, a preto cyklista
neciti, Ze ho nieco tla¢i do strany.

Ako je to v8ak s lietanim? Mozno sa vam viacerym zdalo tvrdenie ulohy neintuitivne, ale da sa najst pomerne
vela videi (napriklad https://youtu.be/KxMMPgh9e2U alebo https://youtu.be/zGIXsbOYPYg), kde vidno, ze
sa také nieco v realite deje. Je to vSak trochu podobné ako bicyklovanie. Ak sa lietadlo nakloni, tak okrem
gravitacnej sily F,, naii posobi sila F; (vztlakova), ktord udrzuje lietadlo vo vzduchu. Dalej nan posobi sila
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Fy, ktora je zodpovednad za zatacanie, CizZe je rovna dostredivej sile F;. Ked sa presunieme do neinercialnej
vztaznej sustavy spojenej s lietadlom, musime zaratat aj odstredivu silu —Fy, ktora sa vykompenzuje so silou
F, a Kubko tak neciti, Ze by ho do strany tlacila nejaka sila.

Obrazok 1.1.2: Lietadlo v zdkrute

Na zaver e$te niekolko poznamok z leteckej praxe: To, Ze lietadla robia také zakruty aby vyslednica sil ne-
smerovala doboku nie je nahoda. Je to to, ¢o je napliiou prvych niekolko hodin v leteckom vycviku, a tak-
to spravna zakruta sa vola ,koordinovana®, kedze vyzaduje koordinaciu vsetkych troch ovladacich prvkov
(vyskovka, smerovka a kridelka). Takato koordinovand zakruta sa d4 urobit pri stipani, klesani, a moze mat
fubovolny' naklon.

V pripade, Ze smer vyslednej sily nie jej zhodna s naklonom, ale smeruje von zo zakruty, tak smer, ktorym
lietadlo smeruje nie je doty¢nica s jeho trajektériou, ale smeruje smerom viac dovnutra zakruty. Takato
zékruta sa vola sklzovd. V opacom pripade, ak sila smeruje dovnutra zakruty, je zakruta vyklzovd. Dévod
preco sa lietaju koordinované zakruty je ten, Ze pri nich ma lietadlo najmensi odpor (neleti bokom) a docha-
dza v najmensej miere k nerovnomernému obtekaniu kridel, ktoré na malych rychlostiach mo6ze sposobit
stratu vztlaku na jednom kridle.

Na to, aby pilot vedel, aka je vyslednica sil posobiaca na lietadlo (aspon teda smerom doprava/dolava) existuje
pristroj nazyvany ,,gulicka®

Obrazok 1.1.3: ,,Guli¢ka“

V pripade, Ze vyslednica sil pdsobi do niektorej strany, je tak vychylena aj gulicka. Pilot takato odchylku
opravuje podla fudového porekadla ,, Kam guli¢cka, tam nozi¢ka, alebo kontra kridelkami. (Nozi¢ka preto,
lebo nohami sa na lietadle ovlada smerovka.)

!Teda, takmer lubovolny, kedze sme limitovani vykonom motora a maximélnou rychlostou lietadla.
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1.2 Zneviditelnenie vzordk Viki, opravovala Viki

Na zaciatok trochu oznacenia - nech ma nasa ladové kocka hranu dlzky a.

Pri rieSeni tejto tlohy ndm pomoze znalost geometrickej optiky. Predstavme si, Ze mame rozhranie dvoch
roznych prostredi (napriklad vzduchu a ladu, to by sa nam v tejto tlohe mohlo hodit). Svetelny lu¢, ktory
dopada na rozhranie tychto dvoch prostredi, sa pri prechode do druhého prostredia méze lamat. To zname-
nd, ze ak lu¢ dopada rozhranie pod uhlom «;, po prechode oputsta rozhranie pod uhlom «, (prechadzajuici
lu¢ zostava v rovine dopadu), pricom plati

np sin o = n, sin a;.

Tomuto poznatku sa hovori Snellov zédkon lomu. V jeho matematickej formulacii vystupuju este dve veliciny,
n; a n,. Hovori sa im indexy lomu a patria medzi konstanty definujice optické vlastnosti materidlu. Nie
je tazké zistit, Ze pre vzduch, n; ~ 1 (tdto rovnost je pribliznd, ale dostacujica pre nase potreby) a pre lad
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n, ~ 1,31. Vidime, ze lad ma vic¢si index lomu - takému prostrediu sa hovori opticky hustejsie.

Vratme sa teraz k nasej ulohe s muchou. Muchu vidime vdaka tomu, Ze odraza svetlo, ktoré na muchu
dopada, do vsetkych smerov. Miesto muchy si teda vlastne moZeme predstavit bodovy zdroj svetla, ktory do
vietkych smerov svetelné luce vyZaruje.

Pozorny citatel si ale isto v§imne, Ze takto vysloveny Snellov zdkon ma aj svoje hranice. V nasej tlohe luce
prichddzaji od muchy, lamu sa na rozhrani ladovej kocky a vzduchu. Plati teda, Ze

sin; = 1,31° sin «,.

Avsak uhly a; a «, st obidva niekde medzi 0° a 90°, teda ich sinusy su ¢isla medzi 0 a 1. Hned teda vidime, Ze
a,, teda uhol pod ktorym dopada svetlo z muchy zvnutra na stenu kocky, nemoze byt hocijaky. Konkrétne
v naSom pripade to modze byt najviac a, = arcsin ﬁ ~ 49,76°. Tomuto uhlu sa hovori aj kriticky uhol.
Ak svetlo z muchy dopada na stenu kocky zvnutra pod va¢sim uhlom, dochadza k takzvanému tGplnému

odrazu, kedy svetelny l4¢ neprechadza do druhého prostredia.

Mnozina bodov na stene kocky, na ktoré dopada svetlo z muchy pod uhlom mens$im ako kritickym, tvori
kruh so stredom v strede steny. Toto je mnozina bodov, ktoré chceme zaciernit. Zostava urcit polomer tohto
kruhu. To ale nie je tazké, nakolko vieme uhol, pod ktorym dopada na hranicu kruhu svetlo z muchy - prave
pod kritickym uhlom «,. Jednoduchou goniometriou uz potom vidime, Ze polomer kruhu bude

a a
r=—-tana,~ 118 —.
2 2
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Hned vidime, Ze sme sa prerétali — takyto kruh uz by mal polomer vicsi, nez je polovica dlzky hrany kocky
a preto sa cely nevojde na stenu kocky. Cely kruh ma obsah Sy, = 772, potrebujeme ale odratat $tyri kruhové
odseky s vyskou h = §(tana. —1). Obsah kazdého z nich je teda (autor si tiez tento vztah musel ndjst na
wikipédii, nebojte)

Sodsek = 17 Arccos r-h - (r- h)m

r
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Krasne, nie? :) Takéto osekané , kruhy® vzniknua na kazdej zo $iestich stien kocky. Zafarbené ¢asti povrchu
kocky tak maja plochu 6(Syrun — 4Sodsek )> celd kocka mé povrch Syocka = 642, teda pomer je

Szafarbené _ Skruh - 45odsek
Skocka a’

Zostava vycislit, dostaneme hodnotu priblizne 0,942.

Pozndmbka

Je nutné dodat, Ze toto (mucha ako bodovy zdroj svetelnych licov) je jeden z moznych spdsobov, ako sa po-
zerat na ulohu. Ak si povieme, ze mucha je ¢ierny bod, ktory vidime iba vtedy, ak ho dokazeme rozlisit voci
podkladu, rovnakymi tivahami prideme na to, Ze staci zafarbit polovicu pévodného vysledku (konkrétne
»kruhy“ na troch stenach so spolo¢nym rohom). Tak muchu nebudeme vidiet pri pohlade zo Ziadnej strany,
¢i uz kvoli nerozliSeniu alebo priamo kvéli zafarbeniu. Aj takyto spésob nahliadania na tlohu je dobry.

1.3 Psie kusy vzorék Filip, opravoval Filip

Zac¢nime zaznacenim znamych a hladanych veli¢in do obrazka 1.3.1. Nasou tlohou je uréit vysku H pomo-
cou zadanych veli¢in (teda pomocou I, d, h a M).

Dalej si pre jednoduchsie vyjadrovanie oznaé¢me bod, v ktorom je zavesena obru¢ bodom N, vrchol prvej
tyce Ag abod A, je vo vyske 2H + h pod vrcholom Ay. Na ty¢i B je jej vrchol bod By a bod B je vo vyske 2H
pod vrcholom By. Usek AgN zviera s vodorovnou priamkou uhol « a tisek NB, uhol . Usek AgN posobi
na obru¢ tahovou silou o velkosti Fj, usek NBj silou s velkostou F,. Samotnd obru¢ posobi na lano v bode
N tiazovou silou F,.

ASNNNNNNNNNN

Obrazok 1.3.1: Hojdacka so zakreslenymi silami.

Na rie$enie ulohy je potrebné uvedomit si dve veci. Tou prvou je, Ze ¢astilana NAy a N B, budu s vodorovnou
priamkou zvierat rovnaky uhol. KedZe je bod N v pokoji, vyslednica sil, ktoré nan posobia v x-ovom aj y-
ovom smere, musi byt nulova. Rozkladom sil na vodorovné a zvislé zlozky dostdvame podmienku pre x-ovy
smer,

F, cos a = F, cos f3. (1.3.1)
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Volne zavesent obru¢ zdroven mozno povazovat za volnu kladku, ¢o znamenad, Ze tahové sily F; a F,, ktorymi
na niu posobia jednotlivé dseky lana, musia byt rovnaké. Z rovnosti sil v x-ovom smere vyplyva, Ze aj kosinusy
oboch uhlov musia byt navzajom rovnaké, a teda aj uhly & a # musia byt rovnaké. To nasledne znamena, Ze
¢ast lana N By mozno zobrazit podla vodorovnej osi tak, Ze trojuholnik A,B; A, je pravouhly.”

Dalej vieme, e poloha bodu N nebude zavisiet na hmotnosti M obruce (teda aspon v idedlnych podmien-
kach). KedZe predpokladdme, Ze lano je nehmotné a svoje rozmery vplyvom vonkajsich sil nemeni, na lano
bude posobit len tiazova sila v jednom bode. Preto bude pre rovnaké parametre d, h a [ poloha bodu N
rovnaka bez ohladu na hodnotu M.

Ulohu sme si takto podstatne zjednodusili. Snazime sa vyjadrit hodnotnu vyrazu H +h (pozri obrdzok 1.3.1),
kedZze hladdame vysku pod vrcholom vyssej tyce. Podla Pytagorovej vety plati

|AOA1| =V 12 - dz. (132)

Zaroven ale plati |[AgA| = 2H + h, teda dostdvame rovnost, ktort jednoducho upravime:

2H+h=V1?-d2,
JE-E+h (1.3.3)

2

H+h=

Obruc sa ustdli v tejto vyske pod vrcholom vyssej tyce.

Alternativne sme si mohli v§imnut, Ze mnozina bodov, v ktorych sa moze obru¢ nachadzat, bude elipsa,
ktora mé ohniské vo vrcholoch jednotlivych stlpov a dlZka lana predstavuje stiéet vzdialenosti bodov elipsy
od tychto ohnisk. Nina sa ustali v najnizSom bode tejto elipsy, kde ma doty¢nica k elipse nulovy sklon.
Nésledne vieme vyuzit odrazovu vlastnost elipsy, ktord ndm vravi, Ze lu¢ vychddzajuci z jedného ohniska
elipsy sa pri odraze od doty¢nice v danom bode odrazi do druhého ohniska. Podla zdkonu odrazu to ale
znamena, Ze uhly « a f musia byt rovnaké (pozri obrazok 1.3.1). Ked uz mame zdévodnenu rovnost tychto
tvoch uhlov, vieme nésledne postupovat rovnako ako v predchadzajiicom rieseni.

Tretou moznostou, o ktoru sa pokusila priblizne tretina riesitelov, je ¢isto analytické rie§enie pomocou rov-
nakej elipsy ako v predchadzajucom pripade. Toto riesenie je vSak o nieco zlozitejsie a pracnejsie ako pred-
chadzajuce dve.

P
5

Obrazok 1.3.2: Ndcrt k analytickému rieseniu.

*Rovnost sil musi platit v x-ovom aj y-ovom smere. Stali ndm ale vysetrif len jeden z nich, kedZe obe podmienky musia byt
splnené sucasne.
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Na obrazku 1.3.2 mézeme vidiet, Ze ohniska elipsy sa nachddzaji na zndmych stradniciach. V ,zvycajnej*
suradnicovej ststave (ozna¢me ju x’y’), ktord ma x’-ovu os vodorovnud a y’-ova zvislu véak FF, nebude
rovnobeznd ani s jednou suradnicovou osou. Mozeme tak definovat karteziansku sustavu x y, ktora bude
oproti sustave x’y’ otocena o uhol ¢. Tangens tohto uhla vieme Iahko ur¢it, je to pomer h : d. V ststave x y

tak budt mat ohniska suradnice
[ /d?+ k2
Fl = _T) 0 bl

/2 2
E = M)o].

(1.3.4)

2

(1.3.5)

P e 12 - 42 — K2
4 b

kde e je linedrna excentricita, ¢ize vzdialenost ohnisk od stredu elipsy.

Elipsa bude mat v stistave x y stred v jej pociatku. Jej predpis tak bude

x2 yZ

—+5=L (1.3.6)

evive

Zamerajme sa teraz na doty¢nicu k hladanému najniz$iemu bodu. Vieme, Ze pojde o priamku, ktora bude
mat predpis
y = kx + (1.3.7)

kde k je jej smernica a ¢; bude absolatny ¢len. V ststave x’y’ bude mat tato priamka nulovy sklon, teda bude
vodorovna. V sustave x y, ktora je oproti x’y’ otocend o uhol ¢ bude zvierat tento uhol s x-ovou osou. Bude
mat zjavne zdporny sklon, a preto bude pre jej smernicu k platit

k = —tang,
k__ﬁ (1.3.8)
=

My ale vieme, Ze doty¢nica k elipse v bode [y, yo ] bude mat vo v§eobecnosti predpis

(1.3.9)
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Rovnice 1.3.7 a 1.3.9 ale budu ekvivalentné, t. j. musia byt splnené sti¢asne. To znamena, Ze aj koeficienty pri
linearnom clene v oboch rovniciach musia byt rovnaké, z ¢oho plynie rovnost
X0 b? h

- =—— 1.3.10
P (13.10)

Nasledne vieme vyjadrit napr. bod x, a dosadit tato hodnotu do rovnice 1.3.6 (kedZe aj bod [xo, yo] patri
nasej elipse), ¢im po (trochu nepeknej) uprave dostavame
azbt
2 _
yO - h2a2+d2b2' (1.3.11)

Viimnime si, Ze tak ako sme si zvolili sustavu x y, bude bod [x, yo] leZat v jej 3. kvadrante. Obe stradnice
tak musia byt zaporné. Z rovnice 1.3.11 preto vezmeme zaporny koren. Dostavame

db?

=Y. (1.3.12)
P et
Tato hodnotu dosadime do rovnice 1.3.10, ¢im ziskavame hodnotu pre x;.
ha?
Xy = — 4 (1.3.13)

Teraz, ndm uz st zndme stradnice bodu [xo, ¥, ], lenZe v sustave x y. Chceme teda vypocitat vzdialenost bodu
N od priamky ur¢enej ohniskom F, a smerovym vektorom u = (1, -tan ¢) (ten nam hovori, Ze priamka
zviera s x-ovou osou uhol ¢). Priamku nazvime p. Lahko ndjdeme normalovy vektor tejto priamky n =
(tan ¢, 1). V8eobecna rovnica tejto priamky tak bude v tvare p : (tan¢@)x + y + ¢, = 0, kde ¢, uré¢ime, ak do
rovnice dosadime bod F,, ktory jej patri. Ak tak urobime a za tan ¢ zaroven dosadime podla rovnice 1.3.8,
dostavame predpis priamky p,

V2 + 42
p:ngry—%:O. (1.3.14)

V ststave x’y’ bude teda priamka p vodorovna a prechadzajica ohniskom F,. Tym, Ze poc¢itame vzdialenost
bodu N od tejto priamky v ststave x y, poc¢itame rozdiel y-ovych siradnic bodov F2 a N v ststave x’y’, teda
prave hladanu vysku pod vrcholom vyssej tyce.

Vzdialenost |p; N| vieme uréit podla vztahu

axg+by,+c
|psN| = ————,
a’ + b?
kde a, b, ¢ st koeficienty z predpisu priamky p a x4, y st sturadnice bodu N (v ststave xy). Vsetky tieto
hodnoty st zndme, preto dosddzame z rovnic 1.3.14, 1.3.13 a 1.3.12. Nésledne dostaneme krkolomny vyraz,
ktory dalej upravujeme. A skuto¢ne po jeho zjednoduseni dostaneme hladany tvar

VI2-d?+h

sN| =
P N| 5
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Uft.

1.4 Chutny vzduch vzordk Matus, opravoval Matds§

Ako prvé sa musime pozriet na to, ¢o by malo spliiat spravne riesenie. V prvom rade by malo mat sprav-
ne jednotky. Akonahle ma jedna strana iné jednotky ako druhd, vysledok nemdze byt spravny. Takisto
ak s¢itavame respektive od¢itavame, musia mat tieto veli¢iny rovnaké jednotky. Naopak vo vnutri funkcii
(ako napriklad logaritmus a exponencidcia) musia byt bezrozmerné ¢isla.

Dalej by malo platit, Ze vysledok zavisi prave od vsetkych relevantnych veli¢in. Napriklad v tomto pripade
by vyska, v ktorej balik praskne, nemala zavisiet napriklad od merného odporu Zeleza.

Ako tretie sa mdzeme pozriet na to, ako vysledok zavisi od jednotlivych veli¢in. Napriklad by malo platit, ze
ak balik znesie vacsi pretlak, potom praskne vo vacsej vyske a naopak.

1. H= —%ln< \‘2:“2 exp(—PiOh))

Pri prvej rovnici nikde nevystupuje Ap. Od tej by to ale malo zavisiet, lebo prakticky urcuje pevnost sacku.
Preto mozeme s istotou povedat, Ze toto rieSenie je nespravne.

2 et u(ien-£1)-2)

Teraz nam uz vysledok zavisi od Ap, no nespravne. Ak Ap rastie, tak aj H by malo rast. Ale v druhej rovnici
bude s rasticim Ap rast aj logaritmus a teda vyska H bude klesat. Pre dostato¢ne velké Ap bude vyska
dokonca zéporn4, lebo logaritmus bude kladny a ¢len —£ bude zéporny.

_ _cn[ iV po Ap
3. H= —p—oln< V;—V(:) CXP(—TI’I) — P_O)
V tomto pripade nam nesedia jednotky. Vysledok logaritmu musi byt bezrozmerné ¢islo, takze jednotky nam
urcuje len —-. Tlak je v Pa a konstanta ¢ md jednotky Pa/m, lebo uréuje o kolko poklesne tlak, ak vystipame
nejakd vysku. To znamend, Ze prava strana rovnice ma rozmer 1/m a fava m. Preto ani toto nemdze byt
spravny vysledok.

& =i el 5h) - 57)

Vieme, ze logaritmus ma vyjst zaporny, co najmensi, aby bol vysledok ¢o najvicsi. Preto aby H rastlo, vnut-
raj$ok logaritmu sa musi blizit k 0 sprava. Logika hovori, Ze ¢im viac sa sa¢ok nafukoval, tym vyssie praskol
(sacok od ¢ipsov je pevny a preto kym nedosiahne svoj maximalny objem, nezalezi na tom, aky pretlak zne-
sie). Preto ¢im vacsi je rozdiel V, — Vj, tym vacsie by malo byt aj H. To znamena, Ze argument logaritmu

musi byt mensi. To ale zlomok “2:\‘2 nesplna.

— _bo Vi c Ap
5. H= —Tll’l<72 exp(—p—oh) - E)
V tomto pripade vysledok nezavisi od Vj. To by ale mal. Ak by sme si predstavili, Ze sa¢ok by sa naftikol
na dvojnasobok a v jednom pripade by ¢ipsy zaberali zanedbatelnu ¢ast objemu sacku a v druhom by zabe-
rali takmer cely jeho objem, tak v prvom pripade sa plyn v sacku nafiikol na priblizne dvojnasobny objem
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a v druhom na niekolkonasobne vic¢si objem. Kedze tlak plynu je nepriamo umerny jeho objemu (stavova
rovnica), malo by to ovplyvnit vysku v ktorej praskne.

6.H=—p71n<V2V1e p( )—%)

V V , ¢im sa saicok menej naftikol. Pre naozaj malé rozdiely
Vi a V; bude vysledok logar1tmu kladny a vyska zapornd. To ale nedava zmysel, lebo zaroven sa o aspon
kusok naftikol, takze Kvik musel nieco vystipat. Preto ani tato rovnica nemdze byt spravna.

et enl4) -3

V pripade, ked by balik bol uz na zaciatku nafiknuty, ¢ize V; = V;, by vyska prasknutia nemala zavisiet od
jeho objemu. V takom pripade ma balik uz konstantny objem aj vnuatorny tlak a vysledok by mal zavisiet
teda len od toho, aky pretlak balik znesie a ako rychlo sa meni tlak s vy§kou. To ale siedma rovnica nespliia.

Konkrétne je problém v casti 2‘}/1 “//0

8. H = -21n( 2% exp <) - 20)

Voov, SXP

Spravne rie$enie by malo davat vysledok aj pre pripad, ze skoro cely objem sacku bol vyplneny ¢ipsami. Pre
taky pripad ale v tejto rovnici dostdvame zaporny argument logaritmu a to je problém, lebo logaritmus je
definovany iba pre kladné ¢isla.

9. Hz—%ln(vz Voe p(poh)—%)

V deviatej rovnici sa umocnuje e na kladné ¢islo. Preto s rastiicou pociato¢nou vyskou rastie argument
logaritmu a tym klesa vyska v ktorej balik praskne. Ak by sme ale mali dva pripady, kde by boli vietky
objemy a odolnost sa¢ku rovnaka, malo by platit, Ze ¢im vys$sie zacneme, tym vyssie sacok praskne.

10. H =2 n({=3 exp(-£h) - 22)

V tomto pripade plati, Ze ak by sme zafixovali vSetky veli¢iny okrem pretlaku, ktory vrect$ko vydrzi, potom
¢im vacsi pretlak by vydrzal, tym mensi by bol argument logaritmu. Preto ked zvacSujeme Ap, H sa zmen-
$uje. Preto ani desiata rovnica nie je dobre.

1.5 Pingpongovy tréning vzorak Jozef, opravoval Hovorca

Na uvod si uvedomme, Ze mame staticku situdciu, pretoze pingpongova lopticka ostane stat na mieste. Pri
tychto slovach ste urcite zajasali, pretoZe to znamend, Ze nebudeme musiet riesit pohybové rovnice! Tak,
ako to uz pri rieSeni uloh na statiku byva, aj tu nam staci spocitat vyslednicu sil pdsobiacich na loptic-
ku a pozadovat, aby sa rovnala nule (keby bola vyslednica sil nenulovd, potom by sa lopticka pohybovala
so zrychlenim). Najtaz$ou Castou tejto ulohy teda je rozmysliet si, aké sily posobia na loptic¢ku.

Prva zo sil je gravitacna sila. Mame totiz Hovorcu hmotnosti M a lopticku hmotnosti m vo vzdjomnej vzdia-
lenosti R. Kedze Hovorcove udery su fakt masivne, mézeme predpokladat, Ze vzdialenost R medzi loptic-
kou a Hovorcom je omnoho vicsia ako st ich samotné rozmery. Preto mdZeme oba objekty aproximovat
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hmotnymi bodmi a dopustime sa tym len minimaélnej chyby. Avsak gravita¢na sila, ktorou sa pritahuju dva
hmotné body vo vzajomnej vzdialenosti R, je dana Newtonovym gravita¢nym zékonom

Mm
F,=G PO

To bolo jednoduché! Teraz nam uz ostava len ndjst druhu zo sil posobiacich na lopticku - tlak Ziarenia.

Ako moze svetlo pdsobit silou na nejaké teleso? Ved predsa teodria elektromagnetizmu nam hovori, Ze svetlo
nie je ni¢ iné, ako vlnenie elektromagnetického pola! Kde sa tam teda beria tlak? Odpoved na tuto otazku
je z hladiska elektromagnetizmu dost naro¢na a my sa jej v tomto rieSeni vyhneme. Ddvod, prec¢o to moze-
me urobit, je ten, Ze sa na svetlo mozeme pozriet aj z iného uhlu pohladu. Namiesto toho, aby sme svetlo
povazovali za vlnu, predpokladajme, Ze ide o prud malych castic - foténov. Tento predpoklad sa z klasic-
kého pohladu zd4 byt nezmyselny, ale v historii sa ukazal ako klu¢ovy pri zrode kvantovej mechaniky. Obe
interpretacie svetla su si navzajom ekvivalentné’. Podla Maxa Plancka je energia jedného takéhoto foténu
priamo umerna jeho frekvencii (farbe) f, teda

E=hf,

kde konstantou umernosti je Planckova konstanta h.

Ked mame vyjadrenu energiu jedného fotonu, potom uz lahko vypocitame jeho hybnost, vsak? Nuz, bohuzial
nie. Tu totiZ narazame na dal$iu hranicu klasickej mechaniky - vysoké rychlosti. V nasom kazdodennom
zivote si pri prepocte kinetickej energie a hybnosti vysta¢ime s klasickym vztahom E = %, kde p je hybnost
Castice. Tento vztah ale, podobne ako cela Newtonovska fyzika, prestava platit pri rychlostiach bliziacich
sa rychlosti svetla. Aby sme ziskali spravny vztah, musime sa obratit na Einsteina, podla ktorého je spravny
vztah medzi energiou a hybnostou castice dany

E =\/(moc?)* + pc2,

kde m, je pokojova hmotnost Castice a ¢ je rychlost svetla®. Fotony su vSak velmi $pecifické castice v tom,
ze sa pohybuju presne rychlostou svetla a zdroven maji nulovi pokojovi hmotnost (teda m, = 0). Potom
sa Einsteinov vztah redukuje na E = pc, ktory v tvare pre hybnost zapiSeme ako

Ako ale vypocitame silu posobiacu na lopticku? Najskor si uvedomme, Ze lopticka je dokonale ¢ierna, ¢o
znamend, ze neodraza fotony. Ak teda nejaky foton s hybnostou p narazi na lopticku, potom bude kompletne
absorbovany a v§etku svoju hybnost odovzda lopticke. Podla Newtonovho zakona je sila posobiaca na objekt
rovnd zmene hybnosti tohto objektu za ¢as (jedna sa o ekvivalentnu formuldciu zakona F = ma). Ak teda
za ¢as At narazi do lopti¢ky velké mnozZstvo foténov s celkovou hybnostou Ap = AE/c, potom sila posobiaca

*Presnejsie povedané v oboch pripadoch sa jedna o aproximéciu skuto¢ného svetla, ktoré je plne popisané az zékonmi kvantovej
mechaniky
+V&imnite si, Ze ak spod odmocniny vyjmeme mgc* a pouZijeme aproximéciu \/1 + x =~ 1+x/2, ktoré je platna pre malé hodnoty

p2c?
24
moc

klasicky vztah pre kinetickd energiu. Pre malé hybnosti sa teda Einsteinov vzorec naozaj redukuje na klasickd verziu.

x, potom dostaneme E = moc?y [1+

2 2
~ 2 p 2 . . r P . 7 > _ 2 p .
» moc” + 5., kde moc” je pokojova energia Castice (zndmy vztah E = mc®) a 5 - je
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na lopticku bude
Ap AE
=—=— 1.5.1
I At T cAt ( )

Viimnite si, Ze vyraz AE/At je vlastne vykon Ziarenia dopadajuceho na lopticku.

Ako tento vykon ur¢ime? No predsa z vykonu P Hovorcovej ziarovky! Uvedomme si, Ze vykon Ziarovky
nam hovori kolko Jouleov energie vyziari Ziarovka za jednu sekundu. Teraz si predstavme sféru polomeru R
s ziarovkou v jej strede a pytajme sa aky svetelny vykon unika z tejto sféry (teda kolko Jouleov energie prejde
sférou za jednu sekundu). Odpoved musi byt samozrejme P, pretoze ak by to tak nebolo, potom by sa celkova
energia vo vnutri sféry zvySovala. Ak tento vykon teraz predelime plochou sféry 47R?, potom dostaneme
energiu, ktora za jednotku ¢asu dopadne na 1 m? povrchu sféry. Teraz sa vratme k lopticke. Ta ma prierez
mr? a nachadza sa vo vzdialenosti R od Hovorcu, teda na povrchu sféry. Vykon Ziarenia, ktoré dopada na
lopticku, teda je
AE P _, Pr
Pi=—=—=mnr"=—-.
At  4nR? 4R?

Dosadenim tohto do rovnice 1.5.1 pre silu Ziarenia dostaneme vztah

~ pPr?
Fy= 4R2¢’

Teraz nam uz len staci dat tuto silu do rovnosti s gravitacnou a dostaneme

Mm Pr? P—4GMm
R2 _4R2c:> m r2

A toto je vysledok! Vsimnite si, ze nezavisi od vzdialenosti R medzi Hovorcom a loptickou. To sa ndm moze
zdat na prvy pohlad neintuitivne, ale v skutocnosti to zmysel déva, pretoZe gravita¢na sila F, a aj sila Ziarenia
Fy st nepriamo timerné $tvorcu vzdialenosti. Ak by sme napr. lopticku umiestnili do vzdialenosti dvakrat
vacsej, potom by gravita¢nd sila klesla $tyrikrat, ale zaroven by Styrikrat klesla aj sila od Ziarenia, teda lopticka
bude stale v rovnovahe.

1.6 Co by kamenom dohodil vzorak Majo, opravoval Majo

Na prvy’ pohlad sa zda, Ze budeme musiet riesit trojrozmernu tlohu. Do istej miery je to pravda - lebo
ked kamen niekam vystrelime, kym dopadne, Mesiac sa stihne mierne pootocit. Mesiac sa v8ak okolo svojej
osi otaca doooost pomaly, a tak zanedbajme toto pootocenie.

Mozeme sa vdaka tomu tvarit, Ze cela situacia bude prebiehat iba v rovine, v ktorej lezia Matko, Kubko a stred
Mesiaca®. Zaroven bude cela situacia symetricka podla osi tsecky spajajucej Matka a Kubka.

Potrebujeme vediet nieco o trajektdridch, po ktorych sa moze kamen dostat ku Kubkovi. Patrilo by sa teda
vediet, ako tieto trajektorie mozu vyzerat. Na to mozeme zavolat 1. Keplerov zakon. Mozné trajektérie su

>Pre niektorych aj na druhy, siedmy aj tristopatdesiatysiedmy.
Ak Matko vystreli kamefi do nejakého smeru, rovina, v ktorej sa bude pohybovat kamen, bude tvorena Matkom, stredom
Mesiaca a urcend vektorom rychlosti kamena na zaciatku.
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teda kuzelosecky - kruznica, elipsa, parabola alebo hyperbola. Zo symetrickosti situdcie ale mame k dispozi-
cii len tie kuzelosecky, ktoré st symetrické podla osi tsecky spajajicej Matka a Kubka. To nas do istej miery
obmedzuje.

Podme sa zamysliet, ¢i by sme vedeli prehodit Kubkovi kamen po hyperbole. Problém, ktory totiz moze
nastat, je, Ze pri vystrele strelime rovno do Mesiaca. UkdZeme, Ze presne toto sa stane.

Najprv si pripomenme, ako je definovana hyperbola s ohniskami F, a F,. Je to mnozina tych bodov X v rovine
takych, Ze | X F| — | X F,|| sa rovna nejakej konstante. Inymi slovami - ak sa priblizime k jednému z ohnisk,
o rovnakd vzdialenost sa musime pribliZit aj k druhému ohnisku.

Prvy Keplerov zakon hovori o hyperbole, ktort pouzivame este o kisok viac - jej ohnisko musi lezat v strede
Mesiaca. Druhé ohnisko lezi niekde ,nad” touto hyperbolou. Z toho vyplyva, Ze ked sa posunieme po hy-
perbole od Matka ku Kubkovi, nasa vzdialenost k druhému ohnisku sa zmensi. Tym padom sa musi zmensit
aj nasa vzdialenost od prvého ohniska, teda od stredu Mesiaca. V tom momente sme ale uz pod povrchom
Mesiaca’. Po hyperbole sa teda kamen pohybovat nebude.

Z podobnych dovodov sa kamen nebude pohybovat po parabole. Parabola je totiz definovana tak, ze ked
si vyberieme priamku (direk¢na priamka) a bod (ohnisko) mimo nej, na parabole budu lezat body, ktoré su
rovnako vzdialené od ohniska ako od direk¢nej priamky. Opit teda vidime vlastnost ako pre hyperbolu -
ked sa priblizime k direkénej priamke, musime sa priblizit k ohnisku.

Parabola, po ktorej sa musi pohybovat kamen musi mat svoje ohnisko v strede Mesiaca a direké¢nu priamku
opit niekde ,,nad”. Takze po vystrele po parabole sa opat kamen zavrta do Mesiaca.

Zostava tak jedina moznost — kamen sa bude pohybovat po elipse®. Ta bude mat jedno ohnisko v strede
Mesiaca a zo symetrickosti bude jej hlavna os totoznd s osou tsecky spajajucej Matka a Kubka. Podme zistit,
kde moze lezat druhé ohnisko. VSimnime si totiz, Ze poloha oboch ohnisk a poloha Matka (resp. Kubka)
nam potom jednozna¢ne urcuju elipsu’.

V mierne degenerovanom pripade, ked st obe ohniska v rovnakom bode, dostavame kruznicu. Presne tu
kruznicu, ktora je ur¢ena povrchom Mesiaca. To je skuto¢ne jedna z moznych trajektorii, ako moze Matko
poslat kamen Kubkovi.

Vo vsetkych ostatnych pripadoch to skutocne bude cast nejakej elipsy. Hoci teda, v niektorych pripadoch
budeme trajektdria ta menej trividlna, lebo v skuto¢nosti hodime aj ponad juzny pol.

V 21. storodi si vietky mozné pripady uz vieme jednoducho vyskusat, a to na tejto adrese: https://www.
geogebra.org/calculator/zazykfzq

Mozeme ist pocitat uhly. Zac¢nime tym ocividnej$im pripadom, ked Matko vystreli kamen na tu stranu
priamky Matko-Kubko, na ktorej nelezi stred Mesiaca. Najmensi uhol dosiahneme, ked bude druhé ohnisko
totozné so stredom mesiaca, t. j. trajektéria bude mat tvar kruznice. Vtedy dosiahneme uhol 0°.

’Pre pomalsie chipavych - naburali sme doi.

8Pre tych, ktori by chceli rypat: kruznicu povazujeme tiez za elipsu.

%elipsa je totiz mnozina bodov, ktoré majti rovnaky stcet vzdialenosti od oboch ohnisk. Ak vieme, kde st obe ohniska a nejaky
bod z elipsy, pozndme tento stcet vzdialenosti, a teda celu elipsu.
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Ako budeme hybat ohniskom, bude sa uhol, pod ktorym Matko striela, zvySovat. Teoreticky najvacsi uhol
dosiahneme pre ohnisko akoby nekonec¢ne daleko'”.

Pozrime sa na trojuholnik uréeny oboma ohniskami a Matkom. Ked je druhé ohnisko v nekone¢ne, uhol pri
fiom md velkost 0°. Uhol pri strede Mesiaca ma velkost ¢/2, a teda uhol pri Matkovi ma velkost 180° — ¢ /2.
Teraz vyuzijeme silne netrividlnu vlastnost elipsy - Ze doty¢nica k elipse je osou vonkajsieho uhla v trojuhol-
niku uré¢enom ohniskami a bodom, v ktorom hladdme doty¢nicu'!. A prave doty¢nica k tejto elipse je smer
vektora rychlosti, pod ktorym méd Matko vystrelit kameri. Vonkaj$i uhol pri Matkovi mé velkost ¢/2, takze
jeho os ho rozdeli na dva s velkostou ¢/4. Ked dopocitame uhly, zistime, Ze Matko musi vystrelit pod uhlom
180° — /2 + ¢p/4 — 90° = 90° — /4.

Ak by sme hladali tento uhol v tom menej ocividnom pripade, dostali by sme uhol pri Matkovi velkosti
¢/2. Podobnym spdsobom ako v predoslom odseku by sme ale dostali, Ze v hrani¢nom pripade musi Matko
hadzat pod uhlom ¢/4.

Matko teda modze hadzat pod uhlami s velkostami v intervale (0°,90° — ¢/4).

Uloha od nés chce este vypoéitat, akou rychlostou musi Matko vystrelit kameni v jednotlivych pripadoch.
Velmi dobre vieme, ako bude vyzerat vysledna elipsa a jej hlavna polos. Hladant rychlost vdaka tomu vieme
polahky dostat z rovnice vis-viva:
v-om(:--)
roa
V oboch pripadoch mame, ze r = R, lebo Matko stoji na povrchu Mesiaca. Pre uhol s velkostou 0° mame
dlzku hlavnej polosi a = R. V pripade pre uhol s velkostou 90° — ¢/4 je druhé ohnisko v nekoneéne, takze aj

a = o0. V jednotlivych pripadoch dostdvame rychlosti'?:

GM

Voo = _
2GM
Vooo-¢/4 = R

Najmensi uhol, pod ktorym méze Matko strielat, je teda 0°, kedy must strielat rychlostou vge = /<. Naj-

vi&si uhol, pod ktorym méze strielat, je zas 90° — ¢/4, kedy must strielat rychlostou vege_g/s = /252,

10V takomto pripade ale ku Kubkovi kameii nikdy nepride. Presnejsie tym teda myslime, Ze sa s hladanym uhlom vieme dostat
Iubovolne blizko k uhlu, ktory by sme dostali, keby druhé ohnisko bolo skuto¢ne v nekonecne.

"Toto tvrdenie aj dokdzeme. Ozname ohniskd F; a F, a bod, v ktorom hladame doty¢nicu ako P. Dalej na polpriam-
ke F;P zvolme za bodom P bod X taky, ze |PX| = |PF,|. Potom os vonkajSiecho uhla pri bode P je sulasne osou usecky
F,X. Predpokladajme, Ze na tejto osi lezi nejaky iny bod Q, ktory lezi si¢asne na elipse. Z vlastnosti elipsy dopocitame, Ze
|FiX| = |FP| + |PX| = |[FP| + |F2P| = |[FiQ| + |F,Q| = |F,Q| + |QX]. Z trojuholnikovej nerovnosti ale méme |F X| < |F Q| + |QX|
s rovnostou iba v pripade, Ze Q lezi na F; X. Tym padom bod Q musi byt totozny s bodom P, a teda os vonkajsieho uhla pri bode
P pretina elipsu iba v bode P, t. j. skuto¢ne je to doty¢nica.

2Porovnaj tieto vysledky s prvou a druhou kozmickou rychlostou.
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1.7 Pomsta je kladka vzordk Tomas, opravoval Tomas

Malé kmity budeme riesit ako obvykle — napiSeme si rovnicu pre momenty sil a pokdsime sa z nej dostat
rovnicu harmonického oscilatora. Najprv si véak budeme musiet ujasnit niekolko veci, ktoré v tomto rieSeni
vyuzijeme.

« Ak z kruznice s polomerom r vysekneme obluk so stredovym uhlom ¢, dl7ka tohto obltka je r¢.

o Ak vektor sily F posobi v lubovolnom bode P na danej priamke, tak velkost momentu tejto sily voci
nejakému bodu O bude M = ryF, kde r je vzdialenost priamky od bodu O (vid Obrazok 1.7.1). Da
sa na to prist lahko. Ozna¢me r vektor od bodu O k bodu P, potom velkost momentu sily vieme vyratat
pomocou sinusu uhla medzi vektormir a F ako M = |rx F| = rF sin 6 = rF, kde sme vyuzili jednoduchu
trigonometriu v pravouhlom trojuholniku.

« Pre rota¢ny pohyb plati rovnica pre moment sily 7 = Je'°, kde 7 je moment sily a ] je moment zotrvac-
nosti (analogicky k F = ma).

Ak by kladka v zadani bola nehmotnd v beztiazovom stave a miesto pruziny by bol Patrik, ktory by lano
potiahol silou F, tak zdvazie hmotnosti M na opacnej strane sa zatne pohybovat so zrychlenim a = &,

pri¢om nan posobi moment sily 7 = rF, kde r je polomer kladky. Zaroven sa kladka roztaca s uhlovym
zrychlenim & = 2. Ak toto vietko dosadime do 7 = Je, zistime, Ze moment zotrvacnosti zdvazia voci

osi otacania kladky je J = Mr?, kde este raz pripominame, Ze  je polomer kladky.

Obrazok 1.7.1: Moment sily vektora F.

Po precitani vys$sie spomenutych bodov mozeme napisat rovnicu pre momenty sil. Do protismeru hodino-
vych ruciciek roztaca kladku gravita¢na sila pdsobiaca na zdvazie momentom velkosti M gr. V rovnovaznej
polohe roztaca pruzina kladku v smere hodinovych ruciciek rovnako velkym momentom sily. Zadefinujme
si, Ze ak vychylime kladku v smere hodinovych ruciciek, vychylku povazujeme za kladna. Ak teda Patrik
vychyli kladku v kladnom smere o uhol ¢, pruzina sa skrati o r¢, ¢im sa jej sila zmensi o kr¢, a teda jej
moment sa zmensi o kr?¢. Naopak, zdporné vychylenie ¢ zvi¢si moment sily od pruziny o kr?¢. Uvedomi-
me si, ze moment sily od zavazia je konstantny, pretoze nezavisi od vychylenia kladky. Preto pri vychylke ¢
posobi na kladku moment sily —kr?¢, kde sme minuskom zahrnuli do vztahu predchadzajicu tvahu o klad-
nom a zapornom ¢. Poslednym krokom pred napisanim rovnice je, ze uhlové zrychlenie je druhou ¢asovou
derivaciou uhlovej vychylky a budeme teda pouzivat oznacenie € = ¢ a celkovy moment zotrvacnosti nasej

13 Abeceda ma malo pismen, a kedze M je uz hmotnost, moment sily sme oznacili 7.
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sustavy je ] = Jo + Mr2, kde ], je moment zotrvac¢nosti kladky. Vychddzame z uz zndmej rovnice

Je=T1,

](P = _krzq);
. kr?
$=——09.

J

Toto je rovnica harmonického oscilatora kmitajiceho s uhlovou frekvenciou
kr?
T

Kladka je plny valec, ktory mé moment zotrvacnosti J, = 3mr?, ¢o po dosadeni do vyjadrenia uhlovej frek-
vencie a uprave dava

oo k
N\ Z2+M
Periéda malych kmitov je potom
2 2
w k
Z+M

Porovnat tento vysledok s pripadom nehmotnej kladky je najlepsie na uhlovej frekvencii. V pripade m = 0
by bola

w=—,

M
¢o je uhlova frekvencia pruzinky so zdvazim M, ¢o je vlastne to isté ako tato uloha s nehmotnou kladkou.

Poznamka o malych kmitoch

Pozorny citatel by mohol namietat, Ze v zadani nebolo nutné uvazovat malé kmity. Naozaj, pri rieSeni sme
nikde nepouzili Taylorov rozvoj pre malé vychylky ¢. Avsak uz samotna rovnica pruziny F = —kx je Taylo-
rovym rozvojom, pretoZe ziadna skuto¢na pruzina nie je linearna a uvedena rovnica teda plati len pre malé
vychylky x.

1.8 Misko, pust balonik a meraj! II. vzordk Asi nebude, opravoval Jaro
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