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RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Naburat alebo naburat vzordk Hovorca, opravoval Hovorca

Zadefinujme si najprv, ¢o znamena, ze Kubkovi hrozi nebezpecenstvo. MoZeme si pritom spomenut na hu-
mornu veticku: ,Co nejde silou, ide este vicou silou.“ Skutoéne to, ¢o moze Kubka ohrozit, je prave nejakd
sila, ktord by na Kubka mohla posobit (a tak mu spdsobit zranenia rozneho charakteru). Co je to sila? Pomo-
ze nam (v tejto tlohe) druhy Newtonov pohybovy zdkon. Ten nam vravi, Ze sila F je to, ¢o za nejaky casovy
interval At spdsobuje zmenu hybnosti Ap, ma teda tvar

A
F="P
At

Zakon by sme mali uvadzat vo vektorovom tvare, ale v danom pripade to nie je relevantné, a tak si uSetrime
kus pomyselného papiera (urcite Vam teraz v hlave ide ,No jasne, uz len tato zatvorka zabera viac miesta...."
ale je to dobré poznamenat). Vidime, Ze su tu relevantné akési dve veli¢iny — hybnost (konkrétne jej zmena)

a Casovy interval. Podme sa teda na ne blizsie pozriet.

Hybnost hmotného bodu p je vektorova veli¢ina definovana ako sucin jeho hmotnosti a rychlosti, teda

— —
p=mv.

Vidime, Ze jej smer je rovnaky, ako bol smer rychlosti. Dolezitym faktom k hybnosti je este zakon zachovania
hybnosti (ZZH). Ten nam vravi, Ze pokial na ststavu telies nepdsobia ziadne vonkajsie sily, tak sa celkova
hybnost sustavy zachovava. Pod celkovou hybnostou sa tu samozrejme rozumie vektorovy sucet hybnosti
jednotlivych casti sustavy. Podme sa pozriet na spominand zmenu hybnosti v jednotlivych opisanych situ-
aciach. Budeme uvazovat, ze Kubkovo auto ma pred zrazkou hybnost p,.

V prvej situacii Kubko nabura svoje auti¢ko do protiidiceho auta, ktoré ma rovnaka hmotnost aj rychlost,
teda aj velkost hybnosti. Tieto dve auta sa ale hybu opa¢nymi smermi a teda majui opa¢ny smer hybnosti. Ak
sa vratime do ¢asu pred zrazkou, vidime, Ze celkovd hybnost v stistave oboch 4ut je ako spravny vektorovy
sucet dvoch opacnych vektorov nulova. Avsak pri zrazke aut neprichadza k pdsobeniu Ziadnej vonkajsej sily
(auta na seba pdsobia len navzajom, taka sila je pre tuto sistavu vnutornd). Preto nam v tejto situacii plati
Z7H ateda aj po zrazke musi byt celkova hybnost dut nulova. Znamena to teda, Ze obe autd po zrazke zostanu
stat. Teda kazdé auto ma po zrazke nulovu rychlost a tym padom aj hybnost. Celkova zmena hybnosti, ktoru
tak zazije Kubkovo auto je zmena z pévodnej hybnosti p, na nulovi hybnost, teda Ap = p,.

V druhej situdcii Kubko nabura svoje auticko do pevnej, nehybnej steny. Tato stena fakt zostane na mieste,
nech sa deje, ¢o sa deje. Co sa stane pri zrazke? To je dobra otazka! Ak by sme uvazovali pruznt zrdzku, tak
by sa Kubkovo auto dokonale odrazilo a smerovalo opa¢nym smerom s rovnakou hybnostou. Avsak zo Zivota
vieme, ze zrazka bude nepruzna a auto zastane. Zmena hybnosti je tak tiez Ap = p,. Patri sa okomentovat,
preco sme neaplikovali ZZH. Je to prave preto, Ze na stenu v sustave posobi nejaka ind vonkajsia sila - je to
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prave ta sila, ktord stenu drzi pevne na mieste. Da sa na to pozerat este trochu matematickej$im pohladom
— ak by Vas zaujimal, napiste mi (napriklad na hovorca[at]tks.sk) a rad ho poskytnem.

Vidime, Ze v oboch situaciach je zmena hybnosti Kubkovho auta pri zrazke tplne rovnaka. Zostava nam teda
eSte pozriet sa na ten Casovy interval. Tu sa ale prizname, Ze sme sa mu doteraz ucelovo vyhybali — velmi
tazko sa s takouto veli¢inou pracuje, pretoze zavisi od toho, ako rychlo sa plechy na aute pokr¢ia a podobne.
Dolezité je ale uvedomit si, ze bude v oboch pripadoch rovnaky. Plechy sa totiz vo finéle pokréia rovnako -
sty¢nd (krciaca) plocha pri zrazke dvoch identickych 4ut je zo symetrie nutne rovina, rovnako ako pri zrazke
zo stenou. Casovy interval teda bude rovnaky. Z toho ale vyplyva, ze Kubkovi v oboch situiciach hrozi
rovnaké nebezpecenstvo.

3.2 Nin(j)a medzi stenami vzordk Majo, opravoval Majo
Zase raz uloha zo statiky. Ved v tej tlohe nie je ni¢ zaujimavé, ¢i? Opak je v8ak pravdou.

Nina sa md udrzat medzi stenami, teda musi byt schopnd medzi stenami zotrvavat v pokoji. To pre Ninu ako
tuhé teleso znamens, Ze

1. sily, ktoré na nu posobia, musia mat (vektorovy) sucet 0,

—

2. momenty sil vzhladom na Ninino tazisko, ktoré na nu pdsobia, musia mat (vektorovy) stcet 0.

Prva z tychto podmienok znamena, Ze Nina nezrychluje v Ziadnom priamom smere. Druhd zas hovori, Ze
Nina nerotuje.

Potrebujeme sa tak pozriet, ¢o za sily pdsobia v nasej situdcii. Nina p(‘)sobi na stenu so sucinitelom trenia f
silou Fy. Zo zékona akcie a reakcie potom stena posobi na Ninu silou _F,. Podobne Nina posobi silou F,na
druhd stenu a ta zas na Ninu reakénou silou Fy. V celej ulohe predpokladajme, Ze tieto sily posobia kolmo
na stenu. '.

Dalej v bodoch, kde sa Nina dotyka stien, posobia trecie sily Ft: a F_t; . Trecie sily pdsobia proti smeru pohybu
Nininych rik, ktoré by sa chceli skiznut nadol, takZe pésobia smerom nahor. Aj k tymto silam st ich dvojicky
reak¢nych sil, ktoré posobia tentoraz na stenu, no tie nas nebudud zaujimat. Napokon poslednou silou v celej
situdcii je stard znama tiaZova sila IT(; .

Na Ninu tak posobi celkovo pit sil — dve reakéné na Ninino tlacenie do stien, dve trecie a tiazova. A tychto
pét sil ma mat nulovy sucet a maji vyvolavat nulovy moment.

Zac¢nime castou s nulovym suctom sil. Tato podmienka hovori:

—F1 F2+1_::+1"Tt;+ﬁz;—0

'V zévere¢nych poznamkach rozoberieme, ako by sa riesenie zmenilo, keby toto neplatilo.
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— —
Ked si ale v§imneme, Ze sily —F, a —F, pdsobia vo vodorovnom smere a zvys$né tri sily posobia v zvislom
smere, musi platit

-F-F=0,
F,+F,+F;=0.

— —
Prva z tychto rovnosti nam hovori, Ze sily F; a F, musia mat rovnaku velkost, no opa¢ny smer. Ozna¢me
tato ich velkost F. Druha z rovnosti nam spolu s tym, Ze trecie sily posobia smerom nahor a tiazova smerom
nadol, dava rovnost pre ich velkosti:

F, +F, = Fg (3.2.1)

Tym sme vytrieskali nejaké podmienky z ¢asti o nulovom sucte sil, mézZeme ist na ¢ast o nulovom momente
sil. Budeme predpokladat, Ze Ninino tazisko lezi presne v strede medzi bodmi, v ktorych tla¢i do stien.

Vsimnime si, Ze sily _F,-F,aF, posobia na priamkach, ktoré prechadzaji Nininym taziskom. Preto vzhla-
dom na Ninino tazisko nevyvolavaju Ziaden moment. Zaujimavé budu len trecie sily. Ozna¢me ramena
tychto sil (¢o st v tomto pripade len vektory spajajuce Ninino tazisko s prislusnym bodom, kde Nina tlac¢i
rukami) 77 a 7,. Nulovost vysledného momentu d4va podmienku:

—

(RxF)+ (RxF)=0.

V nasom pripade je ale tento vztah vyrazne jednoduchsi. Jedna z trecich sil roztaca Ninu v smere hodi-
novych rudiciek, kym druhd proti smeru hodinovych ruci¢iek. Momenty od tychto sil preto buda opac¢ne
orientované. TaktieZ v tomto pripade plati, Ze vektor kazdej zo sil je kolmy na svoje rameno, a tak bude
velkost momentu kazdej z nich dana jednoducho len sti¢inom velkosti sily dlzky jej ramena. Vdaka tomu
dostaneme nasledovny vztah pre velkosti:

Ftlrl = th Tz.
Napokon si uvedomime, Ze v zadani mame povedané, Ze Nina ma mat tazisko presne v strede medzi stenami.
Takze plati r; = r, a predosly vztah sa zjednodusi na obycajné

Ftl = th. (3.22)

Inymi slovami, obe trecie sily musia mat rovnaku velkost”.

Zostava uz len dat vSetko dokopy. Pouzitim vztahu 3.2.2 vo vztahu 3.2.1 dostavame

F

Pre velkost trecej sily plati vztah F; < f Fy, kde f je sucinitel trenia a Fy je velkost normaélovej sily (teda sily
kolmej na povrch) v bode, kde dochadza k treniu. Pre trecie sily F;, a F;, zohraju ulohu normalovych sil sily

K presne rovnakému zdveru by sme sa dostali, keby oslabime predpoklad a namiesto taziska v strede medzi bodmi dotyku
dovolime Nine mat tazisko aj kdekolvek inde, no stile v strede medzi stenami.
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F, a F,, ktorymi Nina tla¢i do stien. Zo vztahov pre velkosti trecich sil dostavame nerovnosti:

m
Tg:Ftlglel:le

m
—f:ngﬁB:ﬁF

To dava podmienky pre F:
r>8
o

mg
F>—=
2f
Kedze v$ak f, < fi, % > %. Obe podmienky st preto sucasne splnené, iba ak je splnend len jedna z nich,
konkrétne

F>18

25t

Ked bude splnena tato podmienka, trecie sily uz Ninu udrzia. Preto musi Nina posobit na kazdu zo stien

silou s velkostou aspori 5.
2f2

Poznamka 1 (pripad, ked netlacime kolmo na povrch)

Ak by Nina netlacila kolmo na povrch, celé riesenie by vyzeralo skoro rovnako, len by pribudlo niekolko ¢le-
nov. Tie by rieSenie spravili o dost nechutnejsim. Sily, ktorymi Nina posobi a aj reakéné sily, by sa rozkladali
na vodorovnu a zvisla zlozku. Vodorovné zlozky by sa vyriesili rovnako lahko ako v kolmom pripade, zvislé
zlozky by vytvorili svoje ¢leny vo vztahu 3.2.1. Vécsiu opatrnost by bolo vhodné dat ¢asti s momentmi, ale
aj tam by sa ni¢ moc nezmenilo - tieto dve reakéné sily by opit spolu vyvolavali nulovy moment.

Situacia by sa ale skomplikovala, ak by Nina mohla do stien tlacit rozne $ikmo. Vtedy by sa vsetky veci, ktoré
vychadzali pekne, stali $kared$imi, ale na$ postup by stéle fungoval.

Poznamka 2 (ako si zjednodusit udrZanie sa)

Moze sa nam nepacit, Ze podla vysledného vztahu nam drsnejsia stena vobec nijako nepomaha. To sa ale da
zmenit. Ak by totiz Nina posunula svoje tazisko blizsie k drsnejsej stene, zmenila by velkosti ramien trecich
sil. Tym by umoznila trecej sile I*Tt: byt vd¢sou. Pri vhodnom posunuti taZiska by dokonca Nina mohla
zariadit, aby trecie sily mohli mat velkosti F;, = fiF a F;, = f,F. Vdaka tomu by Nine stacilo posobit mensou
silou.

V nejakej miere by Nine k zjednoduseniu si udrzania sa mohlo dopomadct, aj ak by tlacila do stien pod ne-
jakym uhlom, ako v predoslej poznamke. Vodorovna zlozka Nininej sily by prispievala stale ako normalova
sila pre treciu silu a zvisla zlozka by prispievala k tomu, aby zvisld zlozka reakénej sily vytlacala Ninu smerom
nahor.’

*Toto si v istej miere moZete véimnut, ak si pozriete nejaké zabery zo sutaze Ninja Warrior z prekdzky zvanej Spider Jump.
Jasné, ze tam vstupuje e$te viacero dal$ich faktorov. Ale u tych, ¢o to vedia, si moZzete vdimnut, Ze maji ruky pomerne nizko a ze
nimi tla¢ia aj mierne nadol.
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Poznamka opravovatela 1 (vysledny moment musi byt nulovy)

Vidsina z vas si v tejto ulohe myslela, Ze na to, aby sa Nina udrzala, staci, aby vysledna sila posobiaca na
nu bola nulova. Ked si vezmete globus a budete ho stéle viac a viac roztacat?, rozhodne nepojde o staticka
situdciu. Treba aj o polnoci vediet, Ze v statickej situacii na tuhé teleso nepdsobi Ziadna sila a ziadny moment.

Poznamka opravovatela 2 (vzorec na vypocet trecej sily)

Skoro vo vietkych rieseniach sa vyskytlo, Ze vzorcek na treciu silu mé tvar F, = f Fy. Takto tento vzorcek
nevyzerd. Ak by to totiz platilo, diali by sa divné veci - polozite kvadrik na mierne naklonent rovinu a trecia
sila ho vytiahne nahor.

V skutocnosti vztah F, = f Fy popisuje akou najvac¢Sou silou mdze trecia sila posobit (teda spravny vztah
je F; < fFy). Trecia sila vSak nie vzdy bude pdsobit takouto silou. Trecia sila vzdy bude pdsobit proti
smeru (potencialneho) pohybu, ale nikdy nebude pohyb vyvolavat. Tak ako na naklonenej rovine, kde bud
trecia sila bude dostato¢na na to, aby kvadrik udrzala na mieste, alebo nebude dostatocna a bude kvadrik
spomalovat svojou najvia¢sou moznou velkostou.

3.3 Kazdej rovhym dielom vzorék Jaro, opravoval Jaro

Zac¢nime tym, Ze si ujasnime, ¢o od nas zadanie pozaduje. Mame najst tvar nadoby s deravym dnom, pre
ktort plati, Ze prietok, a teda aj vytokové rychlost, su konstantné. Cloveku poznajicemu Torricelliho vzorec
sa to moze javit ako zjavny nezmysel. Ved predsa ako voda z nadoby vytekd, zmensuje sa vyska vodného
stlpca nad otvorom, no a pre vytokovu rychlost podla spominaného vzorca ma platit v = \/2g_h . Tak kde je
problém?

Problém je v tom, Ze Torricelliho vzorec predpokladd, Ze pri vytekani vody z nadoby sa vyska hladiny nemeni,
resp. sa meni len velmi pomaly. Inymi slovami, Ze otvor v nddobe je daleko mensi, nez je plocha hladiny.
Ak tato podmienka nie je splnena, musime na$im vypoctom sledovat presné odvodenie Torricelliho vzorca
a nezanedbat tie veci, ktoré sa Standardne zanedbavaju pri jeho odvodeni. Podme na to!

Uvazujme nadobu takého tvaru, aby vyhovovala zadaniu. Nech je plocha vodorovného prierezu nadoby vo
vyske h odo dna S(h). Predpis funkcie S(h) jednoznacne popisuje tvar nddoby, ¢iZe toto je nasa nezndma
funkcia, ktorej predpis chceme ndjst.

Pre vytekajucu vodu urcite plati rovnica kontinuity

Q=S,v, = S(l’l)‘\/(l’l),

*Odhliadnuc od toho, Ze glébus ¢asom rozbijete (true story).
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kde v, je vytokova rychlost vody z nadoby a v(h) je vertikdlna rychlost prudenia vo vyske h. Okrem toho
zrejme plati aj Bernoulliho rovnica’ °.

v2=v*(h) +2gh.

Tym méme vetko, ¢o potrebujeme. Vyli¢enim nezndmej rychlosti v(h) a péar jednoduchymi Gpravami
nachadzame hladany tvar nadoby

@ o
Vvi-28h L\ [(2) - 2gh

Pre lepsiu predstavu bude vhodnejsie zapisat ho ako zavislost polomeru nadoby od vysky

S(h

/et
oV

“h [m]

R [ml

003 0025 002 -0015 001 0005 0005 001 0015 002 0025 003

Obrazok 3.3.1: Priklad tvaru nddoby pre S, =1-107*m? a Q = 4-10~* m?/s

Po dosadeni za h = 0 dostdvame, ze S(0) = S,, takZe zistujeme, Ze otvor zabera celé dno. Z grafu vidime, 7e
nadoba sa s vyskou rozsiruje. To dava perfektne zmysel. V skutoc¢nosti je to rovnaky tvar, aky ma prud vody
tecuci z kohutika. Jediny rozdiel je v tom, Ze tu drzi vodu pokope nadoba a tam je to povrchové napitie vody.

Teraz mozeme pristupit k dalsej casti tlohy. Mame najst teoretickii maximalnu vysku nadoby, pre ktoru je
mozné splnit podmienku zo zadania. Najdeny tvar nddoby nam dava okamzite odpoved. Vidime, Ze pre
ista vysku dostavame nekonecne velky prierez. To je zrejme ten limit. Nech H je maximalna mozna vyska.
Podmienkou potom je nulovost menovatela v ndjdenom predpise, odkial

>Vynechali sme z nej ¢leny za hydrodynamicky tlak, ¢o znamend, Ze predpokladame, Ze ten je v kazdej vyske rovnaky. Narast
hydrodynamického tlaku je totiz spdsobeny spomalenim prudenia v $irSej casti potrubia/nadoby a silovym pdsobenim rychlejsie
pritekajicej vody do tejto rozsirenej ¢asti. Ak ma byt véak vytokova rychlost konstantna bez ohladu na zostavajice mnozZstvo vody
v nadobe, tak zrejme nemoze byt ovplyvnend hydrodynamickym tlakom, preto budeme predpokladat, Ze ten sa s vy$skou nemeni.
Ak by sa nam s tymto predpokladom nepodarilo najst riesenie, vzidy sa sem mdzeme vratit a tento predpoklad prehodnotit.

8V skuto¢nosti by v Bernoulliho rovnici mala vystupovat celkova rychlost a nie len jej vertikdlna zlozka. Pokial sa totiz s vyskou
meni tvar nadoby, tak voda ma aj nejakd radialnu zlozku rychlosti. Predpokladajme teda, Ze prierez sa s vyskou meni len pomaly,
a teda radidlnu zlozku rychlosti mozno zanedbat.
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Tu by sa patrilo pripomenut, ze sme predpokladali, ze plocha prierezu nadoby sa s vyskou meni pomaly. To
uz ale nie je pravda, ked sa menovatel blizi k nule, teda ked sa vyska nadoby bliZi k tejto hodnote. Preto treba
tuto hodnotu brat len ako radovy odhad.

No a ¢o doba vytekania? Pripomenme si, ¢o sme napisali v prvej poznamke pod ¢iarou - rychlost tecenia v
nejakej vyske nie je ovplyvnena vodou v inych vyskach. To ale znamend, Ze zmena rychlosti vody je sposo-
bena len a len gravitaciou, teda Ze voda pada volnym padom. Na zaciatku je voda v pokoji, na konci opusta
nadobu rychlostou v,.” Doba vytekania je teda®

Kto neveri, moze si to overit vypoctom. Staci zratat objem nadoby, predelit ho prietokom a dostanete hladany
¢as vytekania. Na ndjdenie objemu takto tvarovanej nadoby v$ak budete potrebovat velmi dobré tabulky.”

Vyberame z vasich rieseni

S kreativnymi rieSeniami prisli Andrej Kubec a Ondrej Hacker, ktori si uvedomili, Ze pokial plati Toricelliho
vzorec, tak ak sa im nejako podari zabezpecit, aby vyska hladiny nad otvorom, ktorym voda opuista nadobu,
bola vzdy konstantna, tak dostant konstantnu vytokovu rychlost. Na prvy pohlad sa to zda ako nesplnitelna
uloha. Ved predsa ako voda z nadoby vyteka, musi zdkonite klesat aj vyska vodnej hladiny nad otvorom.
Ibaze by sa poloha otvoru menila spolu s vyskou hladiny. Ako toto docielit? Napriklad tak, Ze na hladinu
umiestnime béjku, ktora bude kontrolovat polohu otvoru. V principe mame dve moznosti:

» K bojke pripevnime slamku, ktorej druhy koniec vyvedieme dierou v dne nddoby. V takom pripade
voda optista nidobu (rozumej slamku) o dlzku slamky nizgie.'?

« Otvor vnadobe urobime prijej dne a pripevnime k nemu z vonkajsej strany slamku. Slamke umoznime
ohybat sa alebo menit svoj sklon. Na bojku umiestnime konstrukciu, ktora bude pretféat ponad okraj
nadoby a jej rameno bude v dostato¢nej vyske nad tymto okrajom. K ramenu priviazeme volny koniec
slamky. Ako bude hladina v nadobe klesat, bude klesat aj rameno konstrukcie, a tym aj volny koniec
slamky, ¢im sa zabezpeci konstantny vyskovy rozdiel medzi hladinou vody v nddobe a volnym koncom
slamky.

Poznajuc vyskovy rozdiel medzi volnou hladinou a otvorom, ktorym voda opusta nadobu, nie je problém
vypocitat vytokovu rychlost. Staci si uvedomit, ze v kazdom momente optista nadobu element kvapaliny s
hmotnostou Am. Jeho miesto zaujmu elementy, ktoré boli nad nim. V kone¢nom désledku teda hladina
poklesne, ¢ize je to ekvivalentné tomu, ako by sme presunuli jeden element z hladiny tesne pod otvor. To
znamend, Ze potencialna energia elementu sa zmenila o AmgAH, kde AH je spominany vyskovy rozdiel, no
a tato energia sa zmenila na jeho kinetickd energiu pri vystupe, teda Amv2. Z rovnosti tychto dvoch energii

potom dostavame vytokovu rychlost kvapaliny v = \/2vAH.!!

"Tu vidime, Ze v prvych momentoch je zrejme vytokova rychlost mensia nez v,, pretoze voda este nestihla dostato¢ne zrychlit.
Vtedy e$te ani hydrodynamicky tlak nie je zrejme konstantny. Po ¢ase sa v8ak rychlost ustali a prietok je uz potom konstantny.
8V skutocnosti je o ¢osi vicsia prave preto, Ze chvilu trva, kym sa vytekanie ustéli (vid predchadzajica poznamka pod &iarou).
? Alebo vediet integrovat.
10V skuto¢nosti je to este o malicko viac, pretoze za ¢as, kym voda preprudi slamkou z jedného konca na druhy, slamka o ¢osi
poklesne. Cim je slamka v porovnani s nadobou uzgia, tym je rozdiel oproti dizke slamky zanedbatelnejsi.
'V skuto¢nosti by sme sem mali zapocitat, Ze aj na hladine mal tento element nejakti malu kineticku energiu, no t4 je v porov-
nani s poklesom jeho potencialnej energie zanedbatelnd.
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Na zaver treba poznamenat, Ze vytokova rychlost pri pouziti takéhoto konceptu je konstantna, okrem prvot-
nej fazy, kym dojde k jej ustaleniu, a zaverecnej fazy, ked sa uz voda v nddobe nenachadza a voda doteka uz
len zo slamky.

3.4 Lenivé elektrony vzordk Kubo, opravoval Kubo

Tato uloha bola ozaj velmi jednoducha. Natolko, Ze niektori ste sa nechali popliest... No, nechajme to na ne-
skor. Problém, ktory bol zadany, je velmi dobre zndmy. Veli¢ina, na ktort sme sa pytali, sa nazyva driftova
rychlost a oznacuje napriklad v; - podobne ako pri plyne, vieme, Ze kazda jedna z molekul sa pohybuje po-
merne rychlo (stovky metrov za sekundu). Pri merani rychlosti vetra takéto hodnoty nedosahujeme. Jedna
sa teda o priemernui rychlost elektronu v kove pri zohladneni smeru pohybu - stovky metrov za sekundu su
pri plyne priemernd velkost ich rychlosti; pri bezvetri je vsak driftova rychlost molekul vzduchu nulova, kym
driftova rychlost pri vetre je to isté, ¢o rychlost vetra. Driftova rychlost je ¢asto pouzivana veli¢ina a existuje
viacero réznych vztahov, ktorymi sa k nej mozno dopracovat.

Asi najjednoduchsie bolo dopatrat sa k veli¢ine nazyvanej elektronova mobilita (oznacenie y); toto je ma-
teridlova veli¢ina a zohladnuje mernt vodivost materidlu takym spdsobom, Ze je len konstantou imernosti
medzi driftovou rychlostou a elektrickym polom nalozenym na material,

va = UE.

Hned Wikipedia hovori o tom, Ze pre med sa této hodnota pohybuje okolo 40 cm?/(V's). A elektrické pole?
To je predsa vo voltoch na meter — a pre homogénny medeny vodi¢ to bude v nagom pripade 4,5 V/m. To
teda hovori o rychlosti okolo 1,8 cm/s a teda (vzorec pre rovnomerny pohyb si vygooglite...) o ¢ase okolo 56
sekund.

Ak sa vam predchadzajuci vypocet zdal tak trochu ako $vindel, trochu tomu tak je — elektrénovi mobilitu
vymysleli presne preto, aby to Iudia mohli takto obist. Dalo sa to, samozrejme, pocitat aj inak, trochu (ale
nie prili§) zlozitejsie. Opit sa stretneme s jednou divnou veli¢inou, ktora opisuje nejaké vodivostné vlast-
nosti materidlov - tentokrat to bude koncentracia nosi¢ov naboja, alebo tiez (ak naboj nesu elektrény - v
polovodicoch to tak byt nemusi) koncentracia vodivostnych elektrénov (ak vas zaujima, ako sa tato sprava
v dva nanometre tenkych filmoch roznych kovov, ozvite sa mi). Je to jednoducho ¢islo, ktoré hovori, kolko
nosicov naboja je v jednotke objemu a znaci sa n. Mozno ho dopocitat napriklad z atémovej hmotnosti,
hustoty a poctu valenénych elektrénov (dno, pre med sa to da, to je sludny kov, ale nie vzdy Zijeme v takomto
luxuse, ehm ehm molybdénkarbid). Pre med je to teda 8,5 - 1028 /m?>.

Ak chceme spocitat, kolko kusov nosi¢ov néboja prejde za sekundu pri prade I, bude to £ - e je néboj elek-
tronu, teda nosic¢a naboja. A ak sa na to pozrieme, tak (ziadna vysoka fyzika sa nekond) pocet pretecenych
elektrénov za sekundu musi byt ich koncentracia krat prierez drotu krat ich rychlost. Teda rovnicou

- =nSvy
e

a po ucesani

— = nev,.

https://www.fks.sk/ 8 otazky@fks.sk


https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

® é)é)é) Riesenia 3. kola letnej casti - termin 16. 05. 2022

Lenze pomer I/S vystupuje i kdesi inde... priad sice nemame, ani odpor, staby sme nemohli pouzit Ohmov
zakon? Ale nie, stadi si len odpor, pouzijuc defini¢ny vztah rezistivity, rozpitvat na R = %l a dosadit do
Ohmovho zékona

No a tento prud teraz dosadime do vztahu, ktory uz pozname:

nevy = —
S

pl B plne’

Rezistivita, alebo merny elektricky odpor, je klasicka tabulkova zélezitost. A koncentracia nosi¢ov naboja
tiez — ale ak by ste o tom nahodou nevedeli, tak sa vzdy dalo spocitat, kolko atdmov je v objeme medi (z jej
hustoty a atomovej hmotnosti) a z periodickej tabulky urcit, Ze kazdy atom dava jeden vodivostny elektron.
Ked teda dosadime za rezistivitu p = 1,72 -10~® Q) m a za koncentréciu n = 8,5 - 102 /m?, dostavame hodnotu
driftovej rychlosti okolo 1,9 cm/s. To ndm da ¢as okolo 53 sekund.

A akoje to s tou dobou, kedy sa zazne Ziarovka? Ved to pozname z pocasia — front postupuje inou rychlostou,
akou fuka vietor; alebo aj opa¢nym smerom. Tak ¢omu sa divit? Najjednoduchsie vysvetlenie, ktoré je v
mojich schopnostiach a sucasne je tu na neho priestor, hovori o tom, Ze to vyzerd ako voda v hadici - voda
kdesi daleko uz ma nenulovu rychlost, aj ked voda odtialto tam e$te ani zdaleka nedosla. Ako to mdze
fungovat v pripade elektronov, ktoré sa ani ndhodou nedotykaju, to si asi nechdme na inokedy.

A ozaj, preco to nejde cez energie? Ved napitie krat naboj elektronu je potencialna energia! A kineticka sa
meni na potencidlnu... Prvy problém si niektori z vas v§imli; o$etrili ho vetou ,relativistické efekty zanedba-
me“. A potom im vysla rychlost blizka rychlosti svetla, t pod¢iarkli a tesili sa. Lenze pri takejto rychlosti by
uz relativitu bolo treba uvazit. Chyba je véak inde a takito rychlost elektrény nedosiahnu! Co je teda zle na
uvahe o kinetickej a potencidlnej energii? Nejaka cast energie sa strati. InZiniersky sa tomu povie, Ze sa vodic¢
zahrieva a Ze za to moze elektricky odpor (ten predsa pozname) — no a mikroskopicky pohlad nam naznaci,
ze elektrény nardzaju do jadier atémov medi, to sa da interpretovat ako trenie a sme spét pri zahrievani - tu
sa predsa strdca ta energia!

3.5 Misko, pust balonik a meraj!

3.6 Fyzik vo fitku II vzorak Jaro, opravoval Jaro

Uvazujme beziaci pas nakloneny pod uhlom «, s povrchom pohybujucim sa rychlostou u smerom nahor.
Sturadnicovu ststavu si zvolime tak, Ze x-ova os kore$§ponduje s povrchom pédsu a y-ova os je pochopitelne na
nu kolmd, pri¢om lezi vo vertikalnej rovine. Pouceni ulohou z predchadzajuceho kola si odpustime obsirne
obkecavanie a pustime sa rovno do rieSenia.
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Obrazok 3.6.1: Valec na naklonenom beZiacom pdse

Zacnime transla¢nym pohybom. Podla druhého Newtonovho zakona mozno pre x-ovy smer pisat

ma =F, —mgsina.

QOdtial

Fy .
a=—-gsina.
" g

V y-ovom smere k ziadnemu pohybu nedochadza, preto

N =mgcosa.

Pre rota¢ny pohyb pisany vzhladom na tazisko plati

Je = Fr,
kde J = 3mr?, teda uhlové zrychlenie valca je
2F,
£=—.
mr

V prvych momentoch po polozeni valca na rozbehnuty beziaci pas valec na nom pre§mykuje. Pre treciu silu
vtedy plati

Fi=fN = fmgcosa.

Po dosadeni do vyrazov pre zrychlenia dostdvame
a=fgcosa—gsina

2fgcosa
aez—fg .
r

Vidime, Ze smer pohybu valca zavisi od sklonu pasu. Ak je sklon pasu mierny, valec sa rozbehne v smere
posobenia trecej sily, teda v smere pohybu pasu; ak je sklon strmsi, rozbehne sa opacnym smerom. Pre sklon
a = arctan f zostane valec na mieste. Pozor, ale len do momentu, kym nedosiahne dostato¢na uhlovu rych-
lost, pri ktorej pre§mykovanie ustane! Nasledne sa trenie zmeni na statické, pre ktoré plati F; < fmgcos«

a valec sa zrejme rozpohybuje. Ale nepredbiehajme! Najdime najskor rychlost, pri ktorej pre$mykovanie
ustane.
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Transla¢né aj uhlové zrychlenie valca st pocas presmykovania konstantné. To znamend, Ze v tejto faze po-
hybu rastd jeho rychlost a uhlova rychlost linearne s ¢asom

v(t) = g(fcosa—sina)t,

2
w(t) = —fgcowt.

r

Oznac¢me sirychlost valca v momente zastavenia pre§mykovania V' a jeho uhlovu rychlost vtomtieZ momente
Q. Presmykovanie ustane, ked sa rychlost bodu na povrchu valca v kontakte s pasom vyrovna rychlosti pasu

u=V+Qr.

Po dosadeni prislusnych vyrazov za rychlosti vieme vyjadrit ¢as, v ktorom pre§mykovanie ustane

u

T= >
g(3fcosa —sina)
ako aj transla¢na a uhlovu rychlost v tomto ¢ase

_ fcosa-sina

3fcosa —sina

2fcosa  u

3fcosa—sinar

Co sa bude diat dalej? Akondhle preSmykovanie ustane, zrychlenia valca sa vo vSeobecnosti zmenia, pretoze
staticka trecia sila sa vo vSeobecnosti 1i$i od dynamickej. Vratme sa teda k vyrazom pre zrychlenia valca so
vSeobecnou trecou silou. Pre zavislosti rychlosti a uhlovej rychlosti valca na ¢ase plati'?

F, i )
H=V+[=- t
v(t) +( gsina

2F
aw(t)=Q+ Lt
mr

KedZe nema dochadzat k pre§mykovaniu, v kazdom momente musi platit
u=v(t)+w(t)r.

Teraz to uz chce len trochu obratnosti s ipravou vyrazov a nepomylit sa. Po dosadeni za v(t) a w(t) moZno
ndjst neznamu treciu silu

1
F, = gmgsina

2Cas ,vynulujeme“ v momente ustatia pre$mykovania, takze v ¢ase ¢ = 0 m valec rychlost V a uhlovt rychlost Q.
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a po jej dosadeni spit do tychto vyrazov kone¢ne dostaneme hladané zavislosti

fcosa —sina

2
v(t) = u—ggsmoct,

3fcosa —sina

2 2gsi
feosa u | 2gsina

w(t) =

3fcosa—sina r 3r

Prizrime sa lepsie tymto funkcidm. Zrychlenie transla¢ného pohybu je vzidy zaporné. To znamena, ze valec sa
za¢ne valit nadol po beziacom pése bez ohladu na jeho sklon'?® ¢i stcinitel trenia. Kladné uhlové zrychlenie
zase hovori, Ze roticia valca sa bude pocas toho zvicsovat, ¢o dava perfektny zmysel, ak pozadujeme, aby
valec nepre§mykoval.

Co ale potom s tou statickou polohou valca, na ktort sa pyta zadanie? Translaéné zrychlenie valca je a =
2gsina. 3 # 0, g # 0, takZe pokial je aj sklon nenulovy a pds sa pohybuje rovnomernou rychlostou, nie je
mozné, aby valec zostal stat na mieste.

Ak by sme chceli, aby valec stal na mieste, musela by existovat sila, ktora by pdsobila proti zlozke tiazovej sily
rovnobeznej s pasom. Pocas pre$mykovania to bola trecia sila, lenze td sa po ustati preSmykovania zmensila
a uz nebola schopna vyrovnat tiazovu silu.

Jedinou moznostou, ako valec udrzat na mieste, je teda, zZe trecia sila neklesne az tak velmi. To sa d4 docielit
tym, ze pas bude zrychlovat. Tuto situaciu sme analyzovali uz v predchadzajicom kole.

Ak je zrychlenie pasu dostatocne velké — az tak, ze valec bude na pdse pre§mykovat, potom je to ekvivalentné
situdcii, ked polozime valec na uz rozbehnuty beziaci pas. Vtedy ale vieme, Ze staticka poloha existuje aspon
pre sklon

« = arctan f.
Na mieste je otdzka, ¢i vieme dosiahnut statickd polohu aj pre iny sklon. Uvazujme, Ze pas zrychluje, no
dostato¢ne pomaly, takze k preSmykovaniu nedochddza. Potom ale plati presne rovnaky vypocet, ako sme

robili pre druht fazu pohybu, s tym, ze V = 0, Q = 0 a u = u(t) = a,t, kde a, je zrychlenie pasu. Potom
presne rovnakym postupom dostaneme

1
F; = gm(ap +gsinoc)
a, 2
av(t) = (?p - ggsinoc)t.

Odtial z podmienky nulovej rychlosti valca

a, =2gsina.

Statickd polohu valca teda mozno dosiahnut aj pre iny sklon, ak bude pas zrychlovat s takymto zrychlenim.

13Za predpokladu, Ze je nenulovy.
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Ale pozor, nie pre fubovolny sklon, aj ked nam sklon vo vysledku explicitne nevystupuje! Nezabudajme,
ze zrychlenie pasu nemoze byt lubovolne velké, inak valec za¢ne pre§mykovat a dostaneme predchadzajuici
pripad. Podmienka nepre§mykovania je dana maximalnou trecou silou medzi valcom a pasom

F, < fmgcosa.

Pre maximalne zrychlenie pasu teda musi platit

1
gm(ap max+gsinoc) = fmgcosa,
odkial

Apmax = 3fgcosa — gsina.

No a napokon z podmienky a, < a, n. dostdvame, Ze staciondrnu polohu je mozné takymto spdsobom
dosiahnut, len ak pre sklon pasu plati

tana < f.

3.7 Pomocnik s hadicou vzorak Jaro, opravoval Jaro

Zo zadania vieme, Ze hadica ma prierez S a voda v hadici ma prietok Q. Odtial je rychlost pradenia vody v
hadiciv = <.
S

Uvazujme kratky kasok hadice prisluchajuci stredovému uhlu §¢. V takomto kasku hadice sa v kazdom
momente nachddza voda s hmotnostou §m = pSRJ¢. Najdime, akou silou na nu hadica posobi. Najjedno-
duchsie to urobime tak, Ze si uvedomime, ze sila od hadice je dostredivou silou pre tito vodu, preto

2
OF = Fiosy = Sm% = pSv3g.

Vidime, Ze této sila zavisi na velkosti stredového uhla linedrne. Ozna¢me si preto silu normovanu na jednot-
kovy uhol ako
OF , pQ?

= - psi=E=
f pSvi ==

Tato silu vieme dostat aj inym, mierne pracnej$im spdsobom. Pri jej odvodzovani vSak najdeme dolezity
medzivysledok, ktory sa nam zide neskor, preto si ukdzme aj tento druhy sposob. Uvazujme opit element
vody v hadici prislachajuci stredovému uhlu §¢. Jeho hybnost je

0p =8mv =pSRIpv = pQRS¢

a hybnost prislachajica jednotkovému uhlu

_% _
q_6¢_PQR

Za Cas At sa element vody posunie do vzdialenosti vAt a tejto vzdialenosti zodpoveda zmena stredového

uhla Ag = 8¢, Velkost hybnosti elementu vody sa pritom nijako nezmeni, zment sa len jej smer. Hybnost
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ako vektor sa teda zmeni. Zmenu hybnosti jednoducho najdeme vyuzitim jednoduchej geometrie ako dlzku
uhlopriecky kosostvorca (vid fig. 3.7.1) ako

vAt  pQ?

_26psin( 22 w2652 - vat _pQ”
A(8p)—28ps1n( 5 )~26p 5 = pQRéy R - s SoAt.

Kone¢ne podla druhého Newtonovho zékona sila je rovna zmene hybnosti za cas, preto

o < 2000) _pQ s
At S

b

¢o je identicky vysledok, ako sme dostali pri vypocte cez dostredivu silu.

Obrazok 3.7.1: Zmena hybnosti elementu vody

Podla tretieho Newtonovho zakona element vody pdsobi na jemu prislichajuci kiisok hadice rovnako velkou
silou opa¢ného smeru. Aby bola hadica v rovnovahe, musi byt vysledna sila na nu posobiaca nulova. Staci
nam teda s¢itat prispevky od vsetkych elementov vody v hadici a mali by sme mat vybavené. Podme teda na
to.

Chceme scitat velmi vela velmi malych prispevkov. To zavana integrovanim. Nevieme sa mu v$ak nejako
vyhnut? Vieme! Vieme, Ze voda vytekajuca z hadice ma opa¢ny smer nez voda do nej vtekajuca. Obluak

hadice teda meni hybnost kazdého elementu vody z § p na -8 p, teda o —28p. Za ¢as At vtecie do hadice voda

s hybnostou 8p = g*8* = p—ngt. Zmena hybnosti vody za tento cas je teda Ap = -26p = —ZpTQzAt a sila,

ktorou musi Patrik posobit, je
A 2
F = ap _ _zﬂ_
At S

Této sila sa rovnomerne rozkladd medzi jeho dve ruky, preto kazdou z nich musi posobit silou 5.

No dobre, toto je sila v smere vystretej ¢asti hadice. Ale ¢o sila v smere kolmom na rovnu cast hadice? V
tomto smere sa hybnost nemeni. Znamena to vsak, Ze aj sila je nulova? Ked sa pozrieme na nejaky kratsi
usek polkruznicovej ¢asti hadice, napriklad polovicu z nej, vidime, Ze tu sa hybnost vody na tomto tseku
meni. Niekomu by mohlo napadnut scitat zlozky sily posobiacej na hadicu od vody v tomto smere. Bud
integrovanim alebo opit jednoduchou tivahou o zmene hybnosti vody v $tvrtkruznici zistime, Ze na vodu v
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$tvrtkruznici v kolmom smere musi pdsobit sila

QZ
FJ_ = T

Je v8ak toto sila, ktorou musi Patrik pdsobit na hadicu v kolmom smere? Na prvy pohlad to tak vyzerd, no
nemusi to tak byt. Plati totiz, Ze aby bolo teleso v rovnovahe, musi byt vyslednica vSetkych nan posobia-
cich vonkajsich sil nulova. Lenze tym, Ze sme uvazovali len polovicu zakrivenej ¢asti hadice, sme ju akoby
rozrezali na polovicu a sila od druhej polovice hadice je teda tiez vonkaj$ou silou. Spravne tvrdenie je teda,
ze
F L+ T; = P—Qz
2 S

No a o sile od druhej ¢asti hadice zatial ni¢ povedat nevieme.

T1/2 T1/2

E./2 E./2

Obrazok 3.7.2: Sily pésobiace na rozrezanii hadicu

Stale sme vSak nevyuzili druht podmienku rovnovahy — nulovost celkového momentu pdsobiacich sil. Po-
zrime sa teda na nu. Za referen¢ny bod si zvolme stred krivosti hadice. Vzhladom na tento bod s momenty
sil od kazdého elementu kvapaliny v hadici nulové. Jedinymi nenulovymi momentmi s moment od rovno-
beznej zlozky Patrikovej sily a moment sily od druhej polovice hadice. Matematicky zapisané

Ll _
R+ TLR =0.
2 2
QOdtial
F 2
7, - 0 _ P
2 2 S
a teda
2
p =P 1 o
S 2

Tento vysledok vyzera dost neintuitivne. Az tak, Ze by sme mohli zacat pochybovat o tom, ¢i je vobec spravny.
Presved¢me sa o jeho spravnosti teda este tak, Ze sa pozrieme na napitové sily v hadici. Zadanie hovori, ze
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hadica je dokonale ohybnd. To znamena, Ze napétové sily v hadici maju v kazdom bode smer doty¢nice k
hadici.

A
Ty, Ten N F

Obrazok 3.7.3: Napdtové sily v dokonale ohybnej hadici

Uvazujme obluk hadice prislichajici stredovému uhlu Ag. Na jeden koniec tohto kusku hadice pdsobi taho-
va sila T((p - %), na druhy koniec tahova sila T(go + %) (vid fig. 3.7.3). Tieto sily nelezia na jednej priamke
v dosledku zakrivenia kuska hadice. Najdime zlozky tahovych sil v smere kolmom na os uhla Ag. Tieto
zlozky musia byt v rovnovahe.'* Dostdvame

A A A A
T(go - T(P) cos(T(p) = T(go + T(P) cos(T(P),

o) (o)

Tato rovnica hovori, ze napétova sila o kusok dalej je rovnaka ako napétova sila o kuisok skor. To znamena,
ze napatova sila je vSade rovnaka

odkial

T(¢) = kont.

My vsak vieme, Ze na zaciatku polkruznice je napétova sila dana silou, ktorou Patrik taha za hadicu

B _p@
2~ s

T(9)lg=o = To =

No a kedZe m4 byt napitova sila pozdlZ celej hadice rovnaka, tak aj v strede obliitka musi byt

QZ
T, = T(9)l,s = T(9)lyoo = 2

Toto je konzistentné s nadim vysledkom.

Samozrejme aj zlozky v smere osi uhla Ag musia byt v rovnovahe. Tie st viak, ako vieme, kompenzované silou AF = fA¢g od
kvapaliny v hadici, preto rovnovéahu sil v tomto smere skimat nemusime.
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Uvedomme si, Ze ak je hadica dokonale ohybna, tak nie je schopna hromadit strizné napétia (t. j. napdtia kol-
mé na hadicu). Inymi slovami, ak by Patrik posobil silou v smere kolmom na hadicu, tak absencia striznych
napéti by znamenala, ze by neexistovala sila od zvysku hadice, ktora by branila kusku hadice v Patrikovej
ruke v pohybe a hadica by nadobudla taky tvar, aby smer sily, ktora vyvija Patrik, bol doty¢nicou k hadici.
Potom by uz zvy$ok hadice dokdzal kompenzovat Patrikovo pdsobenie tahovou silou v smere hadice.

Ak mate este stéle problém tento vysledok pochopit, predstavte si, Ze hadicu nedrzi Patrik, ale ze presne v
miestach, kde zacina a kon¢i obluk, st uviazané $pagaty, na ktorych hadica visi tesne nad zemou. Obluk
hadice ma pochopitelne rovnaky tvar, ako ked ju drzal Patrik. Ni¢ sa nezmenilo, len spdsob jej uchytenia.
Teraz je vsak jednoduchsie nahliadnut, zZe sila musi pdsobit len v smere $pagatu, pretoze ten zjavne nie je
schopny vyvinut silu kolmu na jeho smer. No a ak $pagat dokdze udrzat hadicu v pozadovanom tvare aj bez
sily v kolmom smere, nie je dovod, aby to nedokazal aj Patrik.

Realna hadica kladuca odpor pri ohybe'”

V pripade dokonale ohybnej hadice sme dostali zaujimavy vysledok, a to, Ze nie je potrebnd sila v kolmom
smere na to, aby sme boli schopni udrzat hadicu v pozadovanom tvare. Na mieste je otdzka, ¢i toto plati
vSeobecne, alebo je to pravda len pre uvedeny $pecificky pripad. Prvotné vypocty'® naznacuju, Ze by to tak
mohlo byt, no preskimajme to este cez napatové sily v hadici.

Poziadavka na dokonalt ohybnost hadice sa do zadania dostala preto, aby sme neuvazovali silu potrebnu
na ohyb samotnej hadice. Hned na uvod povedzme, Ze toto nebudeme adresovat ani teraz. To, ¢o nas bude
zaujimat, je, o kolko vdc¢sou silou musi Patrik na hadicu posobit v kolmom smere oproti situdcii, ked nou
netecie voda. Alternativne sa na to mozeme pozerat tak, Ze hadica ma prirodzene tvar polkruznice v nena-
pédtom stave, a teda nas zaujima sila, ktorou musime na nu pdsobit, aby sme ju v tomto tvare udrzali, ked niou
zacne prudit voda.

Tato situacia je uz o ¢osi komplikovanejsia nez predchadzajuica, preto k nej pristipime systematickejsie. Za-
vedme si kartézsku siradnicovu sustavu s pociatkom v strede krivosti hadice, s x-ovou osou v smere kolmom
na rovnu ¢ast hadice a y-ovou osou v smere rovnobeznom. Uhol ¢ budeme merat od kladnej x-ovej polosi
v ACW smere a komponenty sil budu kladné v smere doprava a nahor.

Uvazujme opit obluk hadice prisluchajuci stredovému uhlu Ag. Na jeho konce opét pdsobia napatové sily
od zvysku hadice. Tentokrat ale moézu mat vSeobecny smer. Budeme si ich preto rozpisovat po kartézskych
zlozkach. Zaroven silu posobiacu na koniec prisluchajici mensiemu uhlu ¢'” budeme oznacovat hornym in-
dexom ,,- a silu p6sobiacu na opaény koniec hornym indexom ,,+ pricom zrejme plati T-(¢) = -T*(¢).'®

Dopliiujici material nad rdmec tlohy. Citat na vlastné riziko.

'8analyza pre §tvrtkruznicu

17t j. ten, ktory je blizsie ku kladnej x-ovej polosi

18Z4kon akcie a reakcie. T~ (¢) je sila, ktorou pdsobi predchadzajtci kasok hadice na nasledujuci v mieste ¢, T*(¢) je sila,
ktorou pdsobi nasledujuci kuisok hadice na predchddzajuci v rovnakom mieste.
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Obrazok 3.7.4: Napdtové sily v redlnej hadici kladiicej odpor proti ohybu

V rovnovaznom stave ma byt vyslednica sil posobiacich na kazdy kasok hadice nulova. ZapiSme si teda
rovnice rovnovahy sil po zlozkach.

V x-ovom smere mame'’

T;(¢—%)+AFX(¢)+T;(¢+%):0.

Silu od kvapaliny pozname

2
AF,(¢) = AF(¢)cos¢ = fApcosg = %cos PAQ.

Po dosadeni do predchadzajicej podmienky a miernom preusporiadani dostavame

Lo+ ) -Tilo=F) _ pQ (0
Ag S

Na lavej strane rovnice spoznavame derivaciu

dry , . . . .
%. Ziskavame teda diferencidlnu rovnicu pre zlozku

T} (¢), ktoru vSak vieme vyriesit jednoduchym integrovanim. Jej vSeobecnym rieSenim je
2
T (¢) = —% sing + C,.

Konstantu C, ur¢ime z okrajovych podmienok. Ak Patrik pdsobi na hadicu na zaciatku polkruznice silou
velkosti Ty, > 0 vo vodorovnom smere, tak

T)C_((P)|(p:0 = _TOX == T;((P)LP:O’

YVsetky sily s¢itavame, lebo v stlade s nasou konvenciou st sily, ktoré majt smer dolava, zaporné.
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Cize
T3 (@)l pep = Tox-

Zaroven vieme z na$ich predchadzajucich uvah pre stvrtkruznicu, re$pektujic nasu znamienkovi konvenciu,
e

. Q?
T (9)lgeo+ TPl = -F
Odtial
; pQ’
Tx ((P)|(p:g = _T + TOx-
Z uvedenych okrajovych podmienok dostavame, Ze
Cx = TOx-

Analogicky v y-ovom smere mame podmienku pre rovnovahu sil

(,_A¢ iy, AP
T, ((p—7)+AFy((p)+Ty ((p+7) =0.

T vieme previest na tvar

. . . dT () L, . L1 . .
Na Javej strane opét spoznavame derivaciu fiq)q) , Cize ziskavame jednoduchu diferencialnu rovnicu pre

T, (¢)- Jej vieobecné riesenie ziskané prostym integrovanim je

2

Q
T, () = PTcoscp +C,.

Konstantu C, ur¢ime opit z okrajovych podmienok. Vieme, Ze Patrik posobi na hadicu v y-ovom smere

- T e
silou velkosti Ty, = ~-, teda

- pQ° .
Ty ((P)|<p:0 = _T = _Ty ((p)‘q):o'

Zaroven na zaklade avah o rozrezani zo symetrie vyplyva, ze

T;((p)Lo:% = Ty‘(cp)|¢=g - 0.

Zistujeme, Ze integracna konstanta
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Zistili sme, ako sa meni napétova sila v hadici, tak si to zhriime:

2 2
T;(¢) = —Tox + %sin(p Ti () = Tox — %sin(p

2

2
T, () = —%COS‘P T (¢) = £C05‘P

Nepodarilo sa nam vsak urcit hladand silu T,,. Na to potrebujeme este pouzit podmienku rovnovdhy mo-
mentov sil. Podme na to!

Momenty budeme pocitat vzhladom na pociatok suradnlcove] sustavy. Polohovy vektor s1ly prisliuchajtcej
uhlugje 7 (¢) = (R cosp; Rsin go) Moment [ubovolnej sily F vypocitame ako M = 7 x F. V skuto¢nosti
nas bude zaujimat iba jeho z-ova zlozka M, = xF, — yF,. Pre uvazovany kisok hadice dostavame

2 2
—Rcos(q)——)&cos(go—%) Rs1n(§0—%)[—Tox+%sm((p A2¢)]+

S
A 2 A A 2 A
+Rcos((p+ 2(P)p§ cos(q)+7(p) R31n(go+7¢)[+T0x—%sm((p+ ;D)]:O.

Po par upravach konecne zistujeme, ze
T()x = O

Tym sme si potvrdili, Ze ani v pripade realnej hadice nemusi Patrik vynakladat dodato¢na silu v kolmom
smere na rovnu ¢ast hadice v suvislosti s pradenim vody v hadici.

Poznajuc silu, ktorou Patrik posobi na hadicu, vratme sa este na chvilu k priebehu napétovych sil v hadici.
Mozeme si v§imnut, Ze hoci zlozky nap'at’ovyfch sil Tc(¢) a T, (@) zavisia na uhle, velkost napitovej sily vy-

poc¢itana podla Pytagorovej vety T = £ Q

na uhle nezavisi, ¢ize je véade rovnaka. Zaroven skaldrny sucin
7(9) - ?((p) = 0, ¢o znamena, 7e napatova sila je kolma na polomer, a teda ma smer doty¢nice k hadici.
Takze hoci sme pripustili, Ze by napétova sila mohla mat [ubovolny smer, z rovnic sme dostali, Ze ma smer
doty¢nice k hadici, a teda je to obyc¢ajna tahova sila. To ale dava zmysel. KedZe voda posobi na hadicu v kaz-
dom mieste rovnako velkou silou, nie je ani najmensi dovod, aby v hadici vznikali dodato¢né strizné napdtia

v dosledku pradenia vody v jej vnutri.
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