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RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 O hymne vzorak Patrik, opravoval Patrik

Na to, aby sme porozumeli, preco sa v zime neblyska, potrebujeme porozumiet tomu, ako vznikaju burkové
mrac¢nd a blesky. Vetko sa zacina uz pri povrchu Zeme. Nasa planéta absorbuje slne¢né luce a tym zohrieva
vzduch nad nou. Tento zohriaty vzduch zac¢ne stpat a zoberie si so sebou aj vodnu paru. Ako teply vzduch
stupa, ochladzuje sa az do momentu, kedy skondenzuje vodna para a uvolni skupenské teplo. Toto uvolnené
teplo este viac zohreje stupajici vzduch, ktory vytvori nizko polozeny mrak Cumulus (maly, biely, fluffy
mrak). Horuci vzduch v tomto mraku je menej husty ako okolity vzduch, takze za¢ne rychlo stipat. Zatial ¢o
Cumulus stupa a rastie, vlhky vzduch v nom je zrychlovany smerom nahor, az kym pride do momentu, kedy
je studensi ako okolity vzduch. Tazké kvapky vody a ladové ¢iastoeky sa horizontalne roztiahnu ¢o sposobi,
ze mrak stmavne. Takto vznikne mrak menom Cumulonimbus. Pocas tohoto procesu sa v§ak zrazaju ladové
¢iastocky, ¢o spdsobi, ze sa v mraku za¢ne separovat na hornej a dolnej strane mraku kladny a zaporny naboj.
Ak sa vytvori dostato¢ne velky naboj, preskoc¢i blesk. Blesk moze preskocit ¢i uz v mraku medzi hornou a
dolnou ¢astou, medzi mrakom a zemou alebo mrakom a mrakom. Ked uz vieme, ako blesky vznikaju, hravo
vidime odpoved na nasu otazku. Najdolezitejsi faktor je, ze v zime sa Zemsky povrch nezohreje v takej miere
ako v lete, takze vzduch nezac¢ne tak lahko stapat. Druhy faktor je, Ze v zime je vzduch menej vlhky, ¢o
znamenda menej skupenského tepla uvolneného pri stupani a menej fadovych ¢iastociek, ktoré by separovali
naboj.

2.2 Hadice a rebriky vzordk Terka a Jaro, opravovala Terka

Na zaciatok je dobré precitat si zadanie pozorne. VSimneme si, Ze jediny rozdiel medzi prvym a druhym
pokusom je zdvihnutie ustia hadice do vysky h, a teda ziadna zmena v mechanizme vhanania vody do hadice.
Voda v hadici teda netecie rychlejsie,! ¢i pod vys$$im tlakom. Znamena to teda, ze voda, ktora vstupuje do
hadice, ma rovnaku energiu pri oboch pokusoch. Na to, aby dostrekla do vysky 2h, potrebuje kisok vody
s hmotnostou m prekonat potencidlnu energiu gravitacného pola mg2h. No bohuzial, ako sme videli pri
prvom pokuse, voda je schopna prekonat len vysku h’ < 2h, a teda voda v hadici ma energiu mgh’ < mg2h.
Na zaciatku sme povedali, Ze energia vody v hadici sa medzi pokusmi nement, z ¢oho vyplyva, Ze po zdvihnuti
hadice do vysky h ostane mnozstvo energie potrebné na dostreknutie do vysky 2h rovnaké ako pri prvom
pokuse, a teda voda ani pri druhom pokuse na okna FKS nedostrekne.

Dalej sa nds zadanie pyta, ¢&i by to predsa len za nejakych okolnosti nebolo mozné. Ale nasa argumentdcia
cez zachovanie energie vyzerd byt nepriestrelna, ¢i? Ak chceme pouzivat zakon zachovania energie, musime
uvazovat idealnu kvapalinu, pretoZe realna kvapalina ma vnatorné trenie. No a voda je vietko, len nie idedlna
kvapalina. Na prvy pohlad sa ndm zda, Ze nam to hra do kariet. Ak uvazime vnudtorné trenie, tak voda
vytekajica z hadice ma mensiu energiu nez voda do nej vstupujuca. Lenze to nie je dobrd sprava. Uz aj v
prvom pripade je vytokova rychlost vody dana tym, kolko energie voda pri pretekani hadicou strati. No a
ak je toto mnozstvo daleko vicsie nez narast potencidlnej energie pri zdvihnuti hadice o jeden meter, tak sa

'skor naopak
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ustova rychlost velmi nezmeni. V takom pripade by sme boli schopni dostreknit na okna. No a ¢o teda musi
byt splnené, aby takato situacia mohla nastat?

Voda do hadice vteka pod vysokym tlakom, t. j. ma velku energiu.
Hadica je dostato¢ne dlha, aby v nej doslo k potrebnému poklesu tlaku, t. j. strate energie.

Zdvihneme dostato¢ne dlhy usek hadice/celt hadicu, nie len jej koniec.” Len za sti¢asného splnenia véetkych
troch podmienok mame $ancu dostreknut na okna FKS miestnosti.

2.3 Top nabojova uloha vzorak MisQo a Adam, opravovali MisQo a Adam

Mame velmi presne popisand situdciu tesne predtym, ako naboj narazi do kyvadla. Chceli by sme zistit, ako
bude situdcia vyzerat po zrazke. Najprv sa skisme zamysliet, o musi platit. Samozrejme, musi platit zdkon
zachovania hybnosti’ a zakon zachovania energie®.

Hybnost

Hybnost je kiisok jednoduchsia. Pred zrazkou je v pohybe iba naboj, teda hybnost celej sustavy je p = mv,,
v, sme oznacili rychlost naboja. Po naraze bola v pohybe zlata gula spolu s roztopenym nabojom. Teda ide
o nepruznu zrazku. Zo zdkona zachovania hybnosti teda dostavame p = mv, = (m + M )vy, v, sme oznacili
rychlost kyvadla bezprostredne po zrazke.

Energia

Pocas narazu naboja do gule dochddza k premene foriem energie. Pred zrdzkou ma ststava len kineticka

2
energiu naboja E = 5. Nulovi hladinu potencidlnej energie sme zvolili tak, aby potencidlna energia naboja
aj gule bola nulova v momente zrazky. Po zrazke sa hybe kyvadlo spolu s roztopenym ndbojom, a teda
kineticka energia sustavy je % Potencidlna energia je sice tesne po zrazke nezmenena, ale naboj, a

spolu s nim aj zlata gula, sa zohriali na t, — teplotu topenia sa olova’. Tomu zodpovedd zmena tepelna
energia o c,m(t; — ;) + c,M(t; - t,), kde c,, c, je merna tepelnd kapacita olova, resp. zlata. Dalsia tepelnd

energia zodpoveda roztopeniu naboja, a to ml,, kde I, merné skupenské teplo topenia olova. V sucte je

2
energia sustavy po zrazke a roztopeni E = w +com(t;—t) +c,M(t,—t) + ml,.

Vypocet

Dostavame ststavu rovnic:

2Ak by sme zdvihli len koniec, tak relevantné su len straty energie na tomto zdvihnutom useku, a tie st uréite mensie, nez
zmena potencidlnej energie.

*https://sk.wikipedia.org/wiki/Z%C3%A 1kon_zachovania_hybnosti

“https://sk.wikipedia.org/wiki/Z%C3%A1kon_zachovania_energie

>Je mieste skontrolovat, ¢i je teplota topenia sa zlata vysia ako teplota topenia sa olova, a teda, ¢i situdcia popisand v zadan je
fyzikalna
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mv, = (m+ M)vy

mv2  (m+M)v;
2 2

+com(t;—t) +c,M(t,—t,) + ml,.

Jediné nezndme su v, a v. Vyrie$ime teda dve rovnice o dvoch neznamych. Z prvej vyplyva

mv,,
m+ M

Vi =

Dosadime do druhej, dostavame:

m+M

2 2

mvy _ (m+M)(555)°

+com(t;— )+ c,M(t; — t,) + ml,

2

m
m"fz - m+M i = 2c0m(tt - tl) + ZCZM(tt - t2) +2ml,

2

m
vi(m - — M) =2com(t; — ) +2c,M(t; - t,) + 2ml,
o 2com(t;—t) + ZCZMZ(tt —t) +2ml,
(I’I’l— erM)

- \l 2com(t; — ty) + 2¢,M(t, — t,) + 2ml,
n - .

2
(I’}’l - mr-r:M

Potom rychlost kyvadla bude:

mv,
m+M

Dosadenie

Najdeme hodnoty, ktoré neboli v zadani: ¢, = 327 °C, ¢, = 129 J/(kg°C), I, = 22900 J/kg, ¢, =129 J/ (kg °C)

dosadime:
v, =726 m/s
Rychlost kyvadla potom bude:
mv,
Vg = =145 m/s
m+
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Do akej vysky sa vychyli kyvadlo?

Teraz budeme sledovat situaciu po zrazke a roztopeni ndboja. Odpor prostredia nebudeme uvazovat, teda
mechanicka energia kyvadla sa bude stale zachovavat. V kazdom momente bude mat kyvadlo kineticka

(m+M)

energiu ~— 2 a potencidlnu energiu (m + M) gAh voli svojej povodnej polohe.

Vyska Ah bude najvyssia v case, ked rychlost (a teda aj kinetickd energia) bude nulova. Do rovnosti dame
energiu sustavy po zrazke, a v momente, v ktorom je vyska najvacsia.

M 2
M =(m+ M)gAh
Al - (m+M)v;
" 2(m+M)g
Ah =1073 m

Lanko m4 vak dl7ku iba 2 m, takze kyvadlo vysttipa az do maximalnej vysky a to 4 m.

2.4 Odpor prostredia nezanedbajte!

2.5 Trochu ina kontrakcia diiky vzordk Tomas, opravoval Tomas

Kubkov oblubeny vlak ma presne N vagénov a jeden rusen, pricom kazdy ¢len vlakovej sipravy ma hmotnost
m. Hmotnost celej sipravy je teda (N +1)m. Brzdenie m4 na strosti iba ru$er trenim kolies o kolajnice, preto
vo vzorci pre treciu silu F; vystupuje v ulohe kolmej pritla¢nej sily tiazova sila posobiaca na rusen

Fi=mgf.

Na chvilu sa zamyslime nad tym, pre¢o sme napisali rovnost. Ta mdzeme pisat pri Smykovom treni, ale vlak
predsa nebrzdi tak, ze kolesa ma zablokované a tie sa $mykaju po kolajniciach. Kolesa sa pri brzdeni toc¢iaa v
bode dotyku s kolajnicami sa povrch kolesa a kolajnice voci sebe nepohybuju. Jedna sa teda o statické trenie
medzi kolesom a kolajnicou. A pre statické trenie plati F; < mg f. Rovnost nastane, ak vlak brzdi na hrane
tyzikalnych zédkonov tak, Ze aj najmensie navysenie brzdnej sily by znamenalo, Ze kolesa sa zablokuju.

KedZe podla zadania ziadna pruzina nekmitd, kazdy ¢len stpravy sa pohybuje rovhomerne spomalenym
pohybom s rovnakym spomalenim

Lo F e (2.5.1)

msﬁprava N +1

Ocislujme si pruziny od 1 po N tak, Ze pruzina N je pri rusni, a rovnako aj vagony - vagén 1 je na konci a
vagoén N je pri rusni. Kazda pruzina je stlacena, a preto vagény od seba odtldc¢a. Na vagon 1 pdsobi pruzina
1 silou

mg f
N+1
kde sme za a dosadili z rovnice 2.5.1. Na vagén 2 tiez pdsobi pruzina 1, ale opa¢nym smerom, preto ma
zédporné znamienko. Okrem toho na vagon 2 pdsobi aj pruzina 2 silou F,. Sucet sil pdsobiacich na vagén 2

F, =ma = (2.5.2)
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je teda

mg f

N+

pricom sme opat dosadili a z rovnice 2.5.1 a aj F; zrovnice 2.5.2. Nie¢o sa nam tu za¢ina ¢rtat, a to konkrétne,
ze i-ta pruzina odtlaca vagony silou

F, - F, =ma - FE,=ma+F, =

Fi = ng.f
N +1
Naozaj, ak by sme to spocitali aj pre vagén 3 a dalsie, vyslo by nam to presne tak.

i-ta pruzina posobi silou F;, pretoze je stla¢end o x; = % Sta¢i nam teda scitat vSetky vzdialenosti x;, o ktoré
su pruziny stlacené. To je jednoduché, pretoze x; je aritmeticka postupnost. Celkova kontrakcia dlzky vlaku
teda je
N N
. mgf _mgfN

=Sk, = - . 2.5,
X Z;xl ZU (N T 2k (2:53)

i=

Aby sme ¢&iselne vyjadrili kontrakciu dizky vaku, ak by sme pruziny nahradili ty¢ami, musime vypo¢itat, aka
je tuhost tyce k. Na to vyuZijeme materidlovti konstantu — Youngov modul pruznosti E. Ak sa ty¢ dlzky L
skrati o y, tak v nej vznikne napétie
o=2E.
L
Toto napitie je vlastne tlak, ktorym musime na ty¢ pdsobit, aby sa skratila o y. Preto ak ma ty¢ plochu
prierezu S a tlacime na nu silou F, tak

= zi = 2113 e d 125;

F=22
77571 L’

Tato rovnica je rovnakd ako rovnica pre stlacenie pruziny F = ky. Tuhost ty¢e je teda k = £5. Pozorny ¢itatel
si urcite v§imol, Ze v prvej ¢asti ulohy sme mali model vlaku, medzi ktorého vagénmi bola len jedna pruzina
s tuhostou k. Na skuto¢nych vlakoch st v§ak dve! Tuhost paralelne zapojenych pruzin sa s¢itava®, a teda do
rovnice 2.5.3 dosadime tuhost k = 2£5, ¢im dostaneme kontrakciu dlzky

_ mgfNL
4ES

Uz len staci vyhladat v tabulkach alebo na internete konstanty a odhadnut zvys$né veli¢iny. Tyce namiesto
pruzin medzi vagénmi nech st z ocele, ktorej Youngov modul pruznosti je E = 220 GPa, a nech su dlhé
L =1 m a maja plochu prierezu S = 300 cm?’. Koeficient statického trenia ocele na oceli je f = 0,15 a nech
to je taky poriadny ndkladny vlak s N = 20 vagénmi plnymi uhlia, t.j. m = 100 t. S tymito hodnotami je
kontrakcia dlzky len asi x = 0,11 mm. To je dost malo, ale stéle viac ako relativisticka kontrakcia dizky vlaku.

Poznamka o ustalenom stave pruzin

Ak by v tlohe nebolo dané, Ze vsetky vagény spomaluju s rovnakym spomalenim, mali by sme problém. Iba
tazisko celej sipravy by spomalovalo so spomalenim a = ﬁ Museli by sme si napisat N + 1 pohybovych

supravy

rovnic, jednu pre kazdua cast vlakovej supravy. Konkrétne pre tri posledné vagoény, a potom rusen by sme

®Dokaz prenechidvame pozornému ¢itatelovi.
"To je polomer 10 cm.
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mali
F, =mag

Fz —Fl =ma,

F3 —F2 = mas

Fy — Fy = Mayyge.

Hmotnosti vagénov pozname, treciu silu medzi kolesami rusna a kolajnicami tiez pozndme, zostdva nam teda
N neznamych sil, ktorymi pdsobia pruziny a N + 1 nezndmych zrychleni vagénov a rusna. Mame vsak viac
neznamych ako rovnic, ¢o sa zda ako problém, ale nie je. Staci si uvedomit, ze sily, ktorymi pdsobia pruziny
vieme prepoditat na ich skratenia ¢i predlZenia oproti ich pokojovej dizke. A zo skratenia a prediZzenia pruzin
zase vieme vypocitat, o akud vzdialenost s vagony vychylené zo svojej pokojovej polohy, t.j. ked vlak nebrzdi.
Tym je problém vyrie$eny, pretoze ak mame rovnicu, v ktorej vystupuje vychylka a zrychlenie nie¢oho, vieme
zratat, ako sa to pohybuje. Napriklad pre jednoduché zévazie na pruzinke mame znamu rovnicu a = —%x
a rieSenim tejto rovnice je, Ze poloha x sa v ¢ase meni ako kosinus. Skuto¢ny problém vsak je, Ze pri vlaku
by sme takto dostali N + 1 takychto rovnic, pricom v rovnici pre zrychlenie i-teho vagéna by vystupovali
vychylky aj inych vagénov, ako len i-teho. A to by som veru pocitat nechcel.

2.6 Fyzik vo fitku vzorak Jaro, opravoval Jaro

Zac¢nime tym, Ze sa pozrieme na to, aké sily pdsobia na valec polozeny na beziaci pas. V horizontalnom
smere je to trecia sila medzi valcom a pasom a vo vertikalnom smere tiaZova sila a normalova sila od pasu.

KedZe sa vo vertikalnom smere valec nepohybuje, tiaZova a normalova sila musia byt v rovnovahe

N =mg.

V horizontalnom smere je situacia o trochu zaujimavejsia, no nie ovela. Podla druhého Newtonovho zakona
mozeme jednoducho pisat

ma = F;,
odkial
F;
a=—.
m

Podme sa pozriet na rota¢ny pohyb valca. Tu sa musime rozhodnut, vzhladom na ktory bod budeme pisat
pohybové rovnice. Vo vieobecnosti mame dve moznosti: pevny bod alebo tazisko. Vzhladom na to, Ze valec
sa bude zrejme pohybovat, pevny bod nie je rozumna volba, nakolko by sa nam moment zotrva¢nosti valca
vzhladom na tento bod menil. Zvolme teda za referen¢ny bod tazisko.

Kedze moment zotrvac¢nosti pri tejto volbe nie je zavisly na ¢ase, mozno pisat pohybovu rovnicu rota¢ného
pohybu v tvare Je = M, kde ] = imr? je moment zotrvacnosti valca vzhladom na jeho tazisko, ¢ je jeho
uhlové zrychlenie a M je vysledny moment pdsobiacich sil. Tiazova a normalova sila maju zrejme nulovy
moment, preto

1 2
—mr-e = Fyr.
2
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QOdtial
2F,
£=—.
mr

Vsetky doteraz napisané rovnice boli univerzalne platné. Podme sa teraz pozriet na jednotlivé pripady.

Zac¢nime pasom pohybujicim sa rovhomerne rychlostou u. V takom pripade za¢ne valec v momente kon-
taktu s pasom preSmykovat a popritom sa roztacat.

Presmykovanie znamena, Ze trecia sila je rovna

F,= fN = fmg.
Zrychlenie valca je teda
a=fg
a uhlové zrychlenie
r

Vidime, Ze valec zrychluje a roztd¢a sa rovnhomerne, preto jeho rychlost v ¢ase rastie ako

v(t) = fgt
a uhlova rychlost ako
w(t) = 2/¢ t.

r

Presmykovanie ustane v momente, ked rychlost bodu na povrchu valca v kontakte s padsom vyjadrena v
laboratdrnej ststave je rovna rychlosti pasu. Tato rychlost je vektorovym stc¢tom transla¢nej rychlosti valca
v a obvodovej rychlosti bodu na povrchu wr. Kedze v najniz§om bode maju obe rovnaky smer, staci pisat
obycajny sucet a dostavame

!
v+ or=u.
Nech presmykovanie ustane v ¢ase 7. V takom pripade

2
u=fgr+ £1r=3fgr.
r

QOdtial
u

T=——
3f¢
a ustalena rychlost valca je potom

u
v-fgr—g.

Uvazujme teraz pripad zrychlujiceho pdsu so zrychlenim a,. Jeho rychlost teda rastie ako

u(t) = apt.
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Ak pas zrychluje dostato¢ne rychlo, v kazdom momente ma vac¢siu rychlost nez bod na povrchu valca. V
takom pripade valec po péase preSmykuje, a teda tuto situaciu popisuju presne rovnaké rovnice ako v pripa-
de uz predom rozbehnutého pasu. To dava celkom zmysel, nakolko predom rozbehnuty pas je len limitny
pripad, ked a, ide do nekonecna. Aj v tomto pripade sa teda valec ustali na rychlosti

v=—.
3

Ale ¢o ked sa pas rozbieha pomaly? V takom pripade sa treba vratit k povodnym rovniciam so v§eobecnou
trecou silou F,, pre ktoru zrejme plati F, < fmg.

Ak sa pas rozbieha pomaly, valec sa stiha roztacat, takze nedochadza k pre$mykovaniu. V takom pripade v
kazdom momente plati, Ze bod na povrchu valca v kontakte s pAsom ma rovnaku rychlost ako pas. Mate-
maticky zapisané

v(t) + w(t)r = u(t).
Vsetky rychlosti pozname a po ich dosadeni dostavame

F, 2F;
—t+ —1tr= apt.
m mr

Odtial m6zeme vyjadrit neznamu treciu silu
a,m

e

a dosadit ju do vyrazu pre zrychlenie valca.® Dostavame
9p

a=—.
3

Vieme, Ze rychlost pasu sa ustali na rychlosti u. Udeje sa tak za cas

Ustalena rychlost valca je preto

¢o je opat identicky vysledok.

Vo vetkych uvazovanych pripadoch sa valec ustéli na rychlosti v = 3.

2.7 Intenzivny potencial vzorék Majo, opravoval Majo

Intenzita a potencidl elektrického pola. Jedna veli¢ina vektorova, druha skalarna. Kazdd z nich sa s¢itava
trosku ind¢, ¢o ma na svedomi, Ze sa k nim budeme musiet spravat rozne.

8V tomto momente vieme povedat, ¢o je dostato¢ne rychle a ¢o pomalé robiehanie pasu. Ak “—3” > fg, valec bude presmykovat,
v opa¢nom pripade nebude. Je to preto, lebo trecia sila nevie valec urychlovat s va¢$im zrychlenim nez fg.
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Mozga¢ ma svoje naboje v trojrozmernom priestore. To by mohlo vytvarat dojem, Ze musime pracovat v
troch rozmeroch. Lahko to ale zjednodusime do dvojrozmerného pripadu. Cela situdcia je totiz rotacne
symetricka vzhladom na rotaciu okolo priamky, ktora spdja oba ndboje. Staci preto vyriesit tulohu iba v
dvoch rozmeroch, aj to len v jednej polrovine. Vysledna mnozina potom vznikne rotaciou okolo tejto osi.

Vrhnime sa rovno do toho. V celej ulohe budeme predpokladat, ze Q; > Q,. Druhy z pripadov by sme riesili
podobne.

Casta)

Pre lepsi popis situdcie si zavedme stradnicovd ststavu. Zavedme ju tak, aby bod [0, 0] bol v mieste, kde
sa nachddza néboj s velkostou Q;. Os x nech je totozna s priamkou, na ktorej lezia naboje, pricom nech je
naboj s velkostou —Q, v bode [d, 0]. Ulohu riesime len v jednej polrovine, tak nech je to td s y > 0.

Intenzita elektrického pola je vektor. Ak sa rozpravame o elektrickom poli kladného néboja (napr. Q), tak
tento vektor smeruje od naboja. Ak od zaporného naboja (napr. —Q,), tak smerom k naboju. V Iubovolnom
bode [x, y] v nasej ulohe ziskame intenzitu elektrického pola s¢itanim vektorov intenzit od nébojov Q; a

-Q..

Z tohto vidime, Ze body na priamke spajajicej oba naboje budu mat intenzitu rovnobeznu s priamkou spa-
jajucou oba naboje. To preto, lebo na tejto priamke je intenzita od kazdého z nabojov v smere tejto priamky,
¢o plati, aj ked intenzity s¢itame. TakZze priamka y = 0 obsahuje body, ktoré hladime. Vyhodme z nej ale
body [0,0] a [d,0], v ktorych su jednotlivé néboje. V nich bude niektord intenzita nekone¢na a vektoru s

Q+vVQi1Q2

nekonec¢nou velkostou (zvyc¢ajne) smer neuréujeme. Vyhodme aj bod [ s

d, 0], v ktorom je intenzita
nulova, kedy tiez (zvyc¢ajne) neurcujeme smer vektora.

Ako to bude s ostatnymi bodmi? Tu uz sa nevyhneme vypoctom. Najprv si ujasnime, ¢o znamena, Ze intenzi-
ta bude v smere priamky spéjajicej naboje. V. danom bode [x, y] zrdtame intenzity od jednotlivych nédbojov,
vektorovo s¢itame a vysledny vektor musi mat iba x-ovu zlozku. Jeho y-ova zlozka musi byt nulovd. Chytime
sa podmienky, Ze zlozky intenzity v y-ovom smere sa musia vynulovat.

— —
Po¢itajme preto intenzity v bode [x, y]. Intenzita E; od ndboja Q, vzdialeného r; a intenzita E, od naboja
vzdialeného r, maju velkosti °:

Q

E = r_f
Q,
Ez = —r—g

Nas hlavne zaujimaju zlozky v y-ovom smere, a teda prendsobime tieto intenzity sinusom vhodného uhla -
uhla ktory zviera vektor inzenzity s priamkou spajajucou naboje. Tieto sinusy vieme vypocitat. St takéto!’:

. Y
Sin = —
o} "

. Y
Sin = —
¢2 ’

’Konstanta ;- je nepodstatna, a tak pracujme v takych jednotkach, Ze této konstanta bude rovna 1 (vo vhodnych jednotkach).
'"Na tomto mieste by sme mohli byt opatrnejii a povedat, ktory presne uhol myslime. Agak potrebujeme vediet len sinus tohto
uhla, takZe je to jedno.
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Zlozky intenzit v smere y st preto:

Q1)’

(r)?

Q2 y

(r2)?

A tieto dve krasky majua spolu davat 0. V kone¢nom désledku by sme v tomto chceli spoznat nejaky geomet-
ricky utvar. Vo viere, zZe to pojde, sa pustime do Gprav:

Ely = El sin ¢1 =

Ezy = EzSil’l(pz = -

Ely + Ezy =0
Quy _ Qay
(n)* (r2)’

Q _(n)
Q, (7’2)3

) -

Lubovolny bod hladanej mnoziny preto bude mat vlastnost, ze pomer jeho vzdialenosti od jednotlivych na-

bojov je zrovna ( & ) 3 , ¢o je nejaka konstanta, ktorti ozna¢me k. Ludia znali pokrocilejsej geometrie v tomto
hned vedia spoznat Apoléniovu kruznicu !'. Hladana mnozina tak bude kruznica nad priemerom urc¢enym
tymi dvomi bodmi priamky spdjajucej ndboje, pre ktoré plati k = 1. Ludia Apoldniovej kruznice neznali
vedia dojst k tomuto vysledku masirovanim vztahu k = ;! aZ na tvar, z ktoré¢ho vidno, Ze ide o popisanu
kruznicu 2.

Pre uplnost uz len dodame, ze v naSom pripade, ked k > 1'° (pretoze Q; > Q,), tak stred hladanej kruznice

kd

lezi v bode [k2 T 0] a tato kruznica ma polomer z%.

Spolu tak hfadand mnoZina v rovine obsahuje priamku y = 0 bez troch bodov, [0,0], [d,0] a [ngl— [%lfzd , O],

a Apoldniovu kruznicu popisant v predoslom odseku. V priestore tak vyhovuje priamka'* y = 0;z = 0 bez
troch bodov a gula, ktort dostaneme rotaciou Apoléniovej kruznice podla priamky y = 0;z = 0.
Castb)

V tejto Casti uz mame len skalarnu veli¢inu, takze sa to bude o ¢osi krajsie s¢itavat. Podme rovno na to.
Potencidly V; a V, od nabojov Q; a Q, si':

v-2

41
V2:—%
)

11h‘ctps ://en.wikipedia.org/wiki/Circles_of_Apollonius

2Moznosti je Viacero od vhodného pouzitia Kosinusovej vety aZ po spdsoby uvedené v uz spominanom linku na Wikipédiu.
BAkk <1, tak + > lavieme spravit to isté, ale s tym, ze }1{ = 2.

iy trOJrozmernom priestore vieme priamku poplsat napriklad aj dvomi rovnicami.

'3Opit raz pracujme s takymi jednotkami, ze 7 = 1.
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Hladame body, kde V] + V, = 0, tak to zratajme:

Vi+V,=0
a_Q
n "
Q_n
Q n
Tym sme sa dostali do rovnakej situdcie ako v ¢asti a). Tentoraz ale pre k = %.

Takze rieSenim v rovine bude opit nejakd Apoléniova kruznica . CiZe v priestore to bude gula so stredom
ed kd_ _Q
v bode [k2—1’ 0, 0] a polomerom 135, kde k = or-

Bonus pre zaujemcov (na co je to dobré?)

Vedomost z Casti b) sa ¢asto vyuziva mierne inym spésobom. Predstavme si, Ze mame uzemnenu sféru a
niekde mimo nej bodovy néboj Q,. Pytajme sa, aka sila posobi na tento naboj.

Takato tloha sa riesi tym, Ze si umelo vyrobime dal$i naboj —Q,. Vyrobime a umiestnime ho tak, aby uzem-
nend sféra (¢o je mimochodom plocha s nulovym potencialom) bola Apoléniovou sférou pre ndboje'” Q; a
—-Q,. V tomto pripade je situacia s nabojom Q; a uzemnenou sférou rovnaka ako situacia s ndbojmi Q; a
—Q,, kedy uz lahko zratame silu pdsobiacu na naboj Q;.

Metoda, ktort sme pouzili, sa vold metdda zrkadlenia nabojov. Funguje aj ak ako uzemnenu sféru uvazujeme
rovinu (teda sféru s nekone¢nym polomerom). Zaujemci si o tejto metéde mozu precitat viac napriklad vo
Feynmannovi (2.diel, 6.kapitola).

16V tomto pripade ndm narozdiel od &asti a) nevyjde priamka.
17Velkost naboja —Q; a jeho polohu vieme Iahko ziskat z toho, aky polomer mé uzemnen4 sféra a ako ma byt vzdialen od Q
(pozri vzoréeky, ktoré nam vysli). Poloha sa da geometricky najst aj sférickou (kruznicovou) inverziou.
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