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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Budiz svetlo vzorék Kristina, opravovala Kristina

Ak by bola miestnost, v ktorej je Lucka, pokrytd idealnymi zrkadlami (teda zrkadlami, ktoré by odrazili vietko
svetlo, ktoré na ne dopadne) a v miestnosti by bolo dokonalé vakuum, naozaj by v nej mohlo vyziarené svetlo
ostat navzdy. Dokonca ani Luckina pritomnost by nesposobila pohltenie svetla, kedze Lucka je neviditelna a
teda so svetlom nijak neinteraguje.

V miestnosti su ale redlne zrkadla, ktoré neodrazia vietko svetlo, ktoré na ne dopadne. Cast dopadajiiceho
svetla je teda pohltend a premenend na int formu energie (najma teplo). Svetlo sa bude v miestnosti odrazat
od zrkadiel, az kym nebude tymto spdsobom pohltené vietko.

Mozno by sme c¢akali, Ze tento proces bude nejaku chvilku trvat a Ze by Lucka videla, ako sa v miestnosti
postupne stmieva. Jednoduchym odhadom ale zistime, Ze tento cas je prili§ kratky na to, aby ho Lucka
postrehla:

Uvazujme miestnost tvaru kocky so stranou dlzky napriklad 3 m. Pre jednoduchost dalej budeme uvazovat,
ze svetlo sa bude dopadat kolmo na zrkadlo, ¢ize prejde ndsobky rozmeru miestnosti. Ak by sme aj pouzili
drahé zrkadld s odrazivostou 99,99 %, uz po 50000 odrazoch by v miestnosti ostalo len 0,9999°°%° ~ 0,007,
¢ize menej ako 1 % svetla. Pri dlke miestnosti 3 m a rychlosti svetla ¢ ~ 3-108 m/s zistime, Ze na 50000
odrazov staci svetlu iba

50000-3m

=0,0005s.

3108 m/s °
Ako vidime, rychlost svetla je takd vysoka, Ze aj ked pouzijeme pomerne vysoko reflektivne zrkadld, z pohladu
¢loveka prebehne cely proces okamzite.

1.2 Kockaci vzorak Lucy a Kubo, opravovali Lucy a Kubo

Na zaciatku tejto tlohy je dolezité zamysliet sa nad tym, co vlastne chceme zistovat a ¢o vieme. Pozndme dva
stavy, kedy kocky plévaju vo vode. Raz je na vrchu Patrik, vtedy st obe kocky ponorené do nejakej hibky .
Potom je navrchu Lucka a my chceme zistit, do akej hlbky st kocky ponorené teraz.

Co vsetko teda vieme povedat o tychto dvoch situaciach? Kocky vzdy zostana volne plévat vo vode. To
znamend, ze su v pokoji a teda vyslednica sil, ktoré na nu pdsobia, je nulova. Na objekt ponoreny v kvapaline
posobia dve sily, gravita¢na a vztlakova. Obe si mdzeme vyjadrit. Vieme, Ze pre gravita¢nu silu plati vztah
F; = mg az Archimedovho zdkona vieme urcit vztlakovu silu ako

F vz = kaapaliny Vponorenej Casti -

Tieto rovnice platia rovnako pre stav na zaciatku aj na konci. Ked sa na ne pozrieme, vS§imneme si, Ze viacero
premennych nepozname, to nam ale nemusi prekazat, pretoze hladame stvislost medzi hlbkou ponoru na
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zaciatku a na konci. LenZe v oboch stavoch je vela veci rovnakych. Lucka a Patrik majua vzdy rovnaka hmot-
nost, teda vo vzorceku pre F; mame dve konstanty a aj ich sucin bude konstantny. Ak ma ale platit rovnost
F; = F,,, potom aj sila F,, musi byt konstantna.

Mozeme oznacit obe sily F,,, a F,,, a po odstraneni dlhych slov z dolnych indexov ich postavit do rovnosti

piVigi = p2Vog.

Pritom vieme, Ze kvapalina aj tiazové pole st v oboch pripadoch rovnaké, takze p; = p, a g = £, a z rovnosti
nam zostane V; = V,.

Tu sa mozeme tesit, pretoze V; vieme presne vyjadrit pomocou dlzok stran kociek a hibky ponoru (ktoré
pozndme) a V, zas pomocou dlZok stran kociek a novej nezndmej hlbky ponoru h,. Takze by sme mali
vediet vyjadrit ponor na konci len pomocou znamych premennych a, b a h.

Zostava nam uz len trocha geometrie. Vieme, Ze Patrik ma stranu dlht a, Lucka ma stranu dlhu b, hibku
ponoru na zaciatku ozna¢me h a hlbku na konci h,. Na zaciatku, ked sa Patrik polozil na Lucku, mohli nastat
dva stavy. Lucka mohla a nemusela byt celd ponorend. Ak nebola, V,, = b*h a ak bola, V,, = b* + a? (h - b).
Po vymene mohli podobne nastat dva stavy: bud Patrik bol, alebo nebol cely ponoreny.

Teda V,, = a*h, alebo V,, = a* + b2 (h, — a). Uvedomme si este, Ze ak bola Lucka na zaciatku celd ponorena
pod hladinou, potom Patrik, sic mensou kockou, bude po vymene urcite tiez cely pod hladinou. Mézu teda
nastat tri rovnosti:

2
b*h = a*h, = hf@,
a
2L _ 43 2
bh = a’ + b (hy - a) = hzzw,
3 2 _ 24 _ 43
B +a?(h-b)=a+b (h, - a) L ptrah-brbta-al

b2

To, ktora moznost naozaj nastane, zavisi od pomeru hustoty jednotlivych kociek a vody. KedZe nepozname
hmotnost ani hustotu Patrika a Lucky (len vieme, Ze st husti), nevieme s urcitostou povedat, ako to bude
vyzerat.

1.3 KuzZel z Ivachnovej vzordk Nina, opravovala Nina

Pozrime sa najprv na sily, ktoré posobia na kuzel. Prvé je tiazovd F, = m - ¢ smerom nadol. Dalsie su
sily Fpy, Fp, ktorymi na kuZzel kolmo na jeho steny posobia Patrikove prsty. No a tretie sa trecie sily Fyy, Fyy
posobiace od miesta dotyku Patrikovych prstov s kuzelom pozdlz hrany kuzela smerom k jeho vrcholu.

Ak Patrik drzi kuzel tak, ze sa nehybe, vysledna sila F nan posobiaca je nulova, ¢ize

- S = > = = —
F =F,+Fy+Fp+Fn+Fy=0.
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Aby sme sa nemuseli hrat so smermi jednotlivych sil, rozdelime si ich na horizontélne a vertikalne zlozky,
pri¢om kladny smer bude smerom doprava, resp. nadol. V horizontalnom smere to budeme mat jednoduché.
Tiazova je v horizontdlnom smere nulovd, zatial ¢o horizontélne zlozky sil Fj, a F,, resp. F;, a Fy, st rovnako
velké a opa¢ného smeru (smerom k osi kuzela), takze sa navzajom vynuluju.

Vo vertikdlnom smere nam posobi' 2
Fo=m-g,

Fyy = Fipy = —Fy-cosa > —F,, - f - cosa.

Ich sucet potom bude

0= Fg + Fplv + FPZV + Ftlv + Fth

>m-g+2-Fp-sina—2-Fpy-f-cosa.

Potom
2-Fp-f-cos(a)>m-g+2-Fy-sin(a)
s m-g+2-Fy-sin(a)
2- Fp - cos(a)
m-g
> —— +tan(«a
f 2 Fp - cos(a) (@)
1.4 Just Bc. I can
1.5 Riesime len current vzorék Hovorca, opravovali Hovorca a Viki

Pre obvod so striedavym prudom musi platit Ohmov zakon v tvare
U-="7I,

kde Z je tzv. celkova impedancia obvodu. Impedancia je veli¢ina, ktord je zdanlivym odporom obvodu, t. j.
prave také ,,oné“, aby platil Ohmov zakon v uvedenom tvare. Vo veobecnosti su v takomto pripade U, Z aj
I komplexné veli¢iny, avSak jednoduchym trikom sa im déd bez problémov vyhnut (ako toto vzorové riesenie

ukdze), takze realnostichtivy citatel nemusi vyhladat lekarsku pomoc.

Konkrétne totiz v kazdom okamihu v obvode plati, Ze

U] =12]]1,

"'Vypocet trecej sily z normalovej pomocou F; = f - Fy je v skuto¢nosti mierne zavadzajici. Trecia sila nikdy nebude vicsia
ako sila proti ktorej posobi — nepohne telesom do opa¢ného smeru, moze ho len udrziavat v pokoji — ¢ize moze tuto silu velkostou
len dorovnat tak, aby ich vyslednica bola nulova. Spravne preto je F; < f - Fy.

*Navyse trecie sily st jediné, ktorych vertikalne zlozky posobia smerom nahor, preto ak méme kladny smer definovany ako
smer nadol, tieto budu mat pre nas zdporné hodnoty az F; < f - Fy dostdvame —F; > —f - Fy.
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kde tieto velkosti st brané v komplexnom zmysle. Specialne viak ak m4 napitie amplitidu U, a prad am-
plitadu I, plati vztah

UO = |Z|Io

Zostava uz len ¢o-to povedat o veli¢ine |Z| - velkosti impedancie. T4 je dand na prvy pohlad pomerne jed-
noduchym vztahom

|Z| = VR? + X2.

Na druhy pohlad si ¢itatel povie: Co si R a X? Odpovede st opit nie prindro¢né - R je celkovy odpor v
obvode, nieco, s ¢im je ¢itatel uz pravdepodobne ddverne oboznameny. Veli¢ina X je takzvana reaktancia
obvodu. Reaktancia je zdanlivym odporom cievky ¢i kondenzatora v obvode so striedavym praudom. Sprava
sa podobne, ako odpor (teda pre sériovo zapojené suciastky je celkova reaktancia su¢tom reaktancii stucias-
tok), pricom nendro¢nym hladanim (napriklad za pomoci Wikipédie, kde najdete i rigorézne odvodenie)
zistite, Ze ak obvodom preteka striedavy prad charakterizovany uhlovou frekvenciou w, potom:

» reaktancia cievky s induk¢nostou L je dand ako X; = wL,

« reaktancia kondenzatora s kapacitou C je dand ako X¢ = ——.

Pozrime sa teraz na nas obvod. Mame v nom ampérmeter (¢o je vlastne len rezistor) s odporom R, cievku
s indukénostou L a kondenzator s neznamou kapacitou C. Celkova velkost impedancie v nasom obvode je

teda na zadiatku
1 2
Zo| =[R2+ (wL _ —)
wC

Nasledne pridame este jeden sériovo zapojeny kondenzator s kapacitou C. Amplituda U, ani uhlova frek-
vencia w napdtia zdroja sa nezmeni a zadanie nam vravi, Ze ani amplitida prudu I, sa nezmeni. Velkost

impedancie sa ale zmeni na
\/ c)
Z| = R2+(a)L—2—).
Z wC

U() = |Zl|I()

a plati Uy = |Zo|I,.

Zachovat sa pritom ma

Tato sustava rovnic (jedna so |Z,| a jedna so |Z;|) méd dve nezndme - C a I, — a m6Ze mat rdzne rieSenia
v zavislosti od Uy. Totizto pre Uy = 0 je trividlnym rieSenim I, = 0 a fubovolné C. Ak ste tuto moznost vo
svojom rieseni neuviedli, body sme vam nestrhli, ale pozor na to. Ulohu je dobré riesit veobecne.

Dalsie trivialne (i ked trochu hltpe) rieenie je také, kde C = 0 (¢ize nas ,kondenzator je vlastne len pre-
strihnuty drot), vtedy obvodom prud nepotecie a impedancia bude mat (ehm ehm) nekonecnu velkost, a tak
(matematici traste sa!) dokazeme formalne splnit

U()ZOO'O.
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No nie je to krasne? Pridajme preto i sprosté riesenie, kde nas , kondenzator® je vlastne len dokonale vodivy
drét, teda by mal nekoneénu kapacitu, nieco typu C = co. Vtedy je v oboch pripadoch impedancia rovnaka,
nakolko ziadny kondenzator (prvy ¢i druhy) neexistuje. Automaticky sa obvod sprava rovnako ako keby sme
kondenzator nepridali a teda toto skutocne riesi tlohu, kde prud ma zostat v amplitude rovnaky. Krasa ¢islo
dva. Ak ste tieto dve rieSenia nemali, opét vas strhnutie bodov necaka, ale i pre vas je tu druhé pozor na to!

No, podme kone¢ne na nejaké slu$né (t. j. tzv. nedegenerované) riesenie. Také bude vskutku jedno, a to
bude konkrétne (dostaneme ho fakt poctivym rie§enim rovnic)

~ 3
202’

1.6 Fero, kozmicky smetiar vzorak Kvik, opravoval Tomas

Zac¢nime vSeobecnou palebnou pripravou. Skiisme sa najprv zamysliet nad charakterom Ziarenia, ktoré budu
vrazedné $pendlikové hlavicky vyzarovat. Ak si ich povrch aproximujeme ako dokonale ¢ierne teleso, ich
spektrum bude popisané Planckovym zakonom. V hrubom odhade nds celé spektrum nemusi zaujimat, bude
nam stacif poznat typickd vinova dizku vyzarovanych foténov. Ta spocitame jednoducho podla Wienovho
posunovacieho zakona ako

b 2,9-10°Km
Ao = =222 M. 93 om. 161
T "1510K b (1.6.1)

To su tvrdé rontgenovské fotdny, z ktorych kazdy nesie radovo 3000-krat vacsiu energiu, ako fotony viditel-
ného svetla (asi 6,2 keV). Takéto Ziarenie je skutocne Zivotu velmi nebezpecné a Ferovi ostava dufat, Ze ho
nedostane privelku davku.

Druha vec, ktora je v oboch pripadoch rovnaka, je zlomok celkovej vyziarenej energie, ktory Fero absorbuje.
Gulaté teleso nemd ziadny preferovany’ smer vyzarovania a teda Ziari do vietkych stran rovnako. Cast, ktort
absorbuje Fero, potom vieme spocitat ako pomer jeho prierezu (ten mézeme odhadnut ako Sg, = 0,5 m?)
k povrchu gule s polomerom d = 1000 km, ¢ize

SFero

ero — ~4- 10_14- 1.6.2
CF 4nd? ( )

Fero teda absorbuje iba velmi malic¢ku cast vyziarenej energie.
Poslednym dolezitym konceptom je absorbovand ddvka. Bez toho, aby sme $li do biologickych detailov, mé-

Zeme prijatu energiu preratat do jednotiek Gray, kde 1 Gy znamena, Ze 1 kg tkaniva absorbuje 1] ionizujiceho
ziarenia. Nebezpecné davky su radovo v jednotkach Gy.

Prvy pripad

V prvom pripade by sme intuitivne mohli citit, Ze §pendlikova hlavicka hmoty asi nebude obsahovat dostatok
energie na ukoncenie Ferovho trapenia. Energia je v naom objekte uloZena ako teplo, ¢ize mikroskopicka
kineticka energia jednotlivych atémovych jadier. Celkové mnozstvo tepelnej energie ur¢ime ako sucin poctu

3pun intended

“Pri teplote 15 MK uz molekuly neméZu existovat, pretoze kinetickd energia vzdjomnych zrézok &astic je rddovo vidsia, ako
energia chemickych vézieb. NavySe v jadre Slnka mame hélium, ktoré chemické vizby aj tak vytvara velmi nerado. Rovnaky
argument plati aj pre elektrény, pretoze pri tychto teplotédch su prakticky vSetky atémy tplne ionizované.
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¢astic v $pendlikovej hlavicke a energie na jednu casticu, ktora je v monoatomarnom plyne rovna

3
E = NE = ONKT. (1.6.3)

Kolkoze je N? S vyuzitim mad Wikipedia skillz lahko zistime, Ze jadro Slnka je tvorené zo zhruba dvoch
tretin héliom 5He a zvysok je vodik {H, takze priemernd hmotnost jedného jadra je asi

2 1
mog=—-4u+—-u=3u (1.6.4)
3 3

a ze hustota v jadre je asi 150 000 kg/m?.

Pocet castic je teda

m _37r’p 47 (107 m)* 150000 kg/m?

N=—-= =1,26-10%. 1.6.5
my my 3-1,67- 10~% kg ( )
Celkova energia po dosadeni do rovnice 1.6.3 je
2 5
E=—nr’pkT ~ 40 MJ (1.6.6)
3u
a teda Fero absorbuje asi
Efero = CreroE # 1,5-107° J. (1.6.7)

Ferova hmotnost je radovo 100 kg, a teda dostane davku asi 1,5 - 10~® Gy. To na ukoncenie jeho biologickych
procesov urcite nebude stacit — vacSie nebezpecenstvo mu hrozi napriklad od toho, Ze si zabudne obliect
skafander.

Druhy pripad

Druhy pripad je ideovo naro¢nejsi, ale vypoctovo o nieco jednoduchsi. Tentokrat nemozeme pouzit hélium
(ktoré by sa nam rychlo rozplynulo), ale imagindrnu neznicitelnu gulicku, ktora vydrzi aj takéto obrovské
teploty. Potom ndm staci spocitat, aky vykon na jednotku plochy dostava Fero v ustdlenom stave. Celkovy
vyziareny vykon zistime priamo zo Stefan-Boltzmannovho zdkona ako

P =4nr’c T4, (1.6.8)

z ¢oho Fero opit absorbuje malu ¢ast, ktort sme si uz vypocitali v rovnici 1.6.2. Plosny vykon je
2
O = (2) oT* %107.5,67 1078 W/(m?K*) - (1,510 K)" = 2870 W/m?, (1.6.9)

¢ize priblizne dvakrat viac, ako dostava Zem od Slnka. To by sa este teoreticky prezit dalo, keby $lo o ne-
ionizujice ziarenie — rontgenovské Ziarenie ale také milosrdné nie je. Stokilovy Fero s u¢innym prierezom
0,5 m? v tomto pripade absorbuje priblizne 15 Gy/s, takZe uz po jednej sekunde vystavenia Ziareniu su jeho
$ance na $tastnu a pokojnu starobu minimélne.
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1.7 Zapojte mozgy vzorék Majo, opravovali Tete a Majo
Nastartujme mozgy a podme na to.

Tazisko stistavy planét mdzeme povazovat za nehybné. Kedze majti obe planéty rovnaki hmotnost, nachédza
sa tazisko v strede usecky, ktora ich spdja. Ak sa maju planéty hybat po kruznici, stred tejto kruznice sa musi
nachadzat v tazisku. Navy$e musi spojnica planét v kazdom momente tvorit priemer tejto kruznice, a tak ma

priemer tejto kruznice dlzku D.

Planéty su preto v kazdom momente vzdialené D, a tak na seba posobia gravitacnou silou F, = ng—zz. Na to,

aby sa planéty pohybovali po kruznici s polomerom £, musi na kazdu z nich posobit dostredivé sila F, = M?Vz
Dostavame tak podmienku:
Fy=Fy
M2 2Mv?
D> D (1.7.1)
GM
v=\/—=
2D

Tym je prva &ast tlohy vyriesend. Co sa stane ale ked bude rychlost mensia ako v? Na to musime zapdjit
mozgy o Cosi viac.

Pristavme sa este pri pohybe po kruzniciach a trochu ina¢ sa pozrime na to, ¢o sa tam dialo. Vyberme si
jednu z planét® a ignorujme td druhu. Tato planéta citi, Ze ju zo smeru taziska nie¢o taha smerom do taziska.
Tejto planéte je ale tplne Sumafuk, ¢o ju tam taha, dolezité je len to, Ze ju tam nieco tahd. Mohla by nam tak
napadnut otazka, ¢i nevieme niekam inam umiestnit iné teleso, ktoré by robilo to isté. A o to krajsie by to
bolo, ak by sme to umiestnili do taziska a este by sa to ani nehybalo.

Prekvapivo® nieco také vieme dosiahnut. Umiestnime nejaké teleso do taziska a presunime sa do sustavy
spojenej s tymto telesom - tym zabezpecime, Ze ,tazisko® (teda toto teleso) sa nebude hybat. Akt ma mat
nase teleso hmotnost? V gravita¢nom zékone Fg = GX2 sme R zmendili na polovicu, ¢im sme Fg zvadili
na $tvornasobok. Aby planéta stale citila rovnaka silu, teleso musi mat stvrtinova hmotnost.

Preto sme celd situdciu v prvej ¢asti mohli riesit rovnako, ako keby sme v tazisku mali zafixované teleso
s hmotnostou %, okolo ktorého by vo vzdialenosti 2 obiehala planéta s hmotnostou M.

Tento trik pouzime v druhej ¢asti tllohy. Tu mézeme spravit to isté” - rovnaké teleso s hmotnostou % priklin-
cujeme do taziska a nechdme okolo neho obiehat planétu, pricom druht planétu tplne ignorujeme. Trajek-
toria, ktoru v tejto sustave opiSe planéta, bude presne rovnaka, aka by opisala v taziskovej sustave pévodnej
ulohy.

Pustime sa uz kone¢ne do rie$enia. Z pohybu planéty pozname jeden hlavny vrchol a jeho vzdialenost od
jedného z ohnisk. Podme zistit vzdialenost druhého hlavného vrchola od tohto ohniska - nech ma v tomto

> Ak potrebujete v hlave, aby sa nejako volala, nech sa vold Mézog.

® Alebo mozno nie az tak prekvapivo. Potom vés ale asi neprekvapi ani hracka z Kinder Surprise.

"Pri odvodent tohto triku sme totiz pouzili iba jednu vec - to, Ze teleso sa zakazdym bude nachddzat v strede medzi planétami,
a tak zmenime vzdialenost na polovicu.
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bode planéta vzdialenost x od ohniska a rychlost u/’. Planéte sa v kazdom momente bude zachovavat moment
hybnosti aj energia. Zo zakona zachovania momentu hybnosti dostavame vztah:

D
—u=xu' (1.7.2)
2

Kinetickd energia planéty je Ex = $Mu?, resp. Ex = 1 Mu'? a potencidlna energia® je zas’ E, = —G}gz, resp.

2 , . . p
E, = —S. Zakon zachovania energie tak dava

1 GM? 1 GM?
~Mu? - = —Mu? -
2 2D 2 4x

Po dosadeni 1.7.2 nam uz len staci vyriesit tuto rovnicu pre x:

2
1 GM? 1 L GM?
—Mu* - =-Mu*[ =] -
2 2D 2 X 4x
1 D2 1 1
o (-2)-on(is- )
2 4x2 2D  4x
4x2 — D? 2x — D
u? =X - GM=
4x2 2xD
2
W= GM—2
D (2x + D)

Tu sa pristavme a vS§imnime si, ze ak by sme chceli kruznicovu trajektériu, t. j. x =
isté ako v 1.7.1. MoZeme pokracovat v upravach:

L, vyjde nam presne to

2 GM————
. D(x+§)

D2
u27 =GMx - u*Dx

2D*
uZ

ZGM—uZD
1) 2

Na tomto vysledku si opét vieme overit viacero veci. Ci uz opit overit, Ze pre u = v vyjde x = 2 alebo si
v§imnut, Ze pre u < v je zatvorka mensia ako 1, a teda je tento bod bliZ$ie ako bod, v ktorom sme ,,zacali“!’.

X

87a hladinu nulovej potencidlnej energie berieme bod v nekoneé¢ne. Preto by nemuselo vyzerat tak divne, Ze potencialnu
energiu berieme zdporna.
9Pripominam, Ze centralne teleso ma hmotnost %.
19Co verim, 7e je v zhode s predpokladom ¢itatela.
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r v ’ . . . . . / . 2
Uz mame vSetko potrebné na zistenie rovnice elipsy. Aby sme ju zapisali v tvare % +

i—i = 1, potrebujeme uz
len zistit dlzky polosi a, b. Dlzku polosi a zistime lahko ako
a:%”: 1+ ! 2: g\g 2
2 Gh_1)4 \S¥-1)4

Lahko tiez vieme vypoditat linedrnu excentricitu'!

D GM
ge=2_"_[1- ! D_ wp ~2 B
2 M_1)4 \&E-1)4

Vedlajsia polos je preto dlha

2 2D GM _
u*D u?D D

2 2
oo (G- G =2 )2

> P . . _ GM -
a hladand rovnica elipsy pre u <v = /57 je

"'Vyuzivame pri tom naznacené x < 2.
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