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RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Emancipacia vzorék Kubo, opravoval MatoB

Enka by rada vedela, akui silu potrebujeme na odkriitenie vrchndka zaviraninovej flase. Pokiiste sa odargumentovat, aké

vSetky efekty ndm moZu brdnit v otvoreni flase.

-

Zo skusenosti vieme, ze zavaraninové pohdre sa neotvaraju lahko. Zaujimavé ale je, Ze ak zatvorime este raz,
potom ide otvorit uz jednoducho (respektive rovnako tazko, ako ked sme ho zatvarali). Otazka teda znie:
V ¢om sa lisi situdcia, ked pohar otvarame prvykrat po dlhsej dobe a ked ho otvarame nie dlho po tom, ¢o sme
ho uzatvorili?

Podme postupne. Ak nam pohar ide velmi tazko otvorit, potom to znamena, Ze zvonku musi nanho tlacit
vacsia sila nez zvnutra. Vonkajsia sila je dana atmosférickym tlakom o velkosti ~ 100 kPa. Vnutri teda musi
byt evidentne tlak mensi. Takyto efekt sa zvic¢sa dosahuje tak, ze do pohara stréime nieco, ¢o je teplejsie, nez
okolie (napriklad horuci ribezlovy dzem), uzavrieme a pockame, kym sa vyrovnaju teploty. Vo chvili, kedy
pohdr uzatvarame, je samozrejme aj vnutri pohara tlak o velkosti atmosférického. Zo stavovej rovnice ale
vieme, ze pV = nRT, takze ak zachovavame objem a pocet Castic (¢im tvrdime, Ze sklo sa nescvrkne a ziadny
atém ani ribezla neunikne z pohara), tak pri znizeni teploty sa znizi aj tlak. Ak sme napriklad do pohara ulozili
dzem o teplote 50 °C, uzavreli a odlozili do $pajze s teplotou okolia 10 °C, tak sa po dostatocnom case urobi
v pohari podtlak (teplotu dosadzujeme v Kelvinoch)

A T 100kPa - [ 1 283K 12 kP
=pA—Par = a- -—— |~ a.
P =Pa—Parp 323K

Ked uvazime bezny vrchnacik zavardninového pohdra s priemerom 6 cm, ¢ize s pribliznym obsahom &~ 30 cm? =
0,003 m?, sila, ktort musime vyvinut na otvorenie flage je F = ApS = 36N, o je ekvivalent zaveseného 3,6-
kilového zavazia.

Skusme sa este zamysliet nad tym, aky velky efekt sposobuje na otvaranie flasi trenie. Ak si to rozmyslime, tak
zavit v zavaraninovom pohari je naklonenou rovinou. Nami vypocitana sila vytvara pritla¢na silu vo vertikal-
nom smere na tato rovinu Fyy, ktord vytvara treciu silu. Sila Foqi,, ktorou odkricame vrchnak zavdraninového
pohara posobi vo vertikdlnom smere, a jedna z jej zlozZiek vytvara Fy.., < fN, kde N je normalova sila na pod-
lozku a fje koeficient Smykového trenia. Rozklad pritlacnej aj odkrucacej sily najdete v nasledujucom obrazku.
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Foqrr cosa

F,cosa

Fogrr sin

Na to aby sa nam podarilo odkrutit vrchnak flase, musi platit nerovnost

Fodkr cOS(a) > Fpyit (feos(a) + sin(a)) + fFoak, sin(a)

_ . feos(a) + sin(a)
Fota = Fpr cos(a) — fsin(«)

Zlomok, ktory sa nam tu zrazu objavil mozeme vy¢islit napr. pre f = 1 (horny odhad pre koeficient trenia)
a o = 30° (radovo typické stupanie zavitov vo vrchnakoch) na priblizne 3,68.

Spolu s trenim tak na odkrutenie vrchnaka flase potrebujeme typicky silu ekvivaletnu priblizne 13-kilovému
zavaziu (horny odhad).

Na zaver odporucame otvarat zavaraninové pohare tak, ze ho najskdr ponorite do hortcej vody, ¢im umelo
vratite systém do hortcejsieho stavu, vdaka comu velkost podtlaku klesne.

3.2 Zralodia hojdacka vzorak Jaro, opravoval Jaro

Urcite to pozndte aj sami. Odkedy ste sa naucili poriadne fyziku, zZiadny film uz nie je zdbava, lebo v #iom vidite vietky
fyzikdlne chyby. Vo FKS nds zaujalo, akou silou by sa muselo batola zahryzniit do stola, aby sa tam udrzalo? Ako sme prisli
na tito otdzku? Takto!'

Ujasnime si najskor, akd situaciu ideme analyzovat. Jediné, ¢o vieme, je, ze dieta nejakym spdsobom visi na
hrane stola za svoj chrup. Predpokladajme, Ze sa nachddza presne vo vertikalnej polohe. To znamena, ze
tazisko dietata nelezi priamo na tej istej zvislici ako bod, za ktory dieta visi. Tymto bodom je hrana stola,
ako o chvilu uvidime. To ma ale jeden zavazny dosledok, a to, Ze tiazova sila ma nenulovy moment, a teda
sposobi, ze dieta sa vychyli zo zvislej polohy. To samozrejme aj o¢akdvame, kedZze vieme, Ze kazdé teleso sa
snazi nadobudnut minimalnu energiu, ¢o v tomto pripade znamena, Ze tazisko musi byt najnizsie, ako to je len
mozné, ¢o zodpovedd tomu, Ze tazisko je priamo pod osou otdcania, t.j. hranou stola.” Lenze takato poloha je
pre dieta stabilnou, ¢o znamena, Ze ak ho o malo z tejto polohy vychylime, tak sa do nej vrati. To v kone¢nom
dosledku vidime aj z daného videa, kde dieta prekmitéava okolo tejto rovnovaznej polohy. Ak teda pripustime,
ze dieta moze visiet tak, ze jeho tazisko lezi priamo pod hranou, tak nemusi vynakladat ziadnu namahu, aby
sa udrzalo na stole.” Jednoducho stol bude posobit na dieta* silou, ktord akurat vykompenzuje tiazovu silu,
a kedZe obe lezia na jednej vektorovej priamke, tak ich vysledny moment je nulovy. Problém ale nastava, ak
tazisko nie je priamo pod hranou stola a chceme, aby dieta v tejto polohe zotrvalo. V nasich uvahach budeme
pozadovat, aby dieta zotrvalo vo zvislej polohe.

1Lemony Snicket’s A Series of Unfortunate Events — https://www.youtube.com/watch?v=zmEn9azz Wk

2Tu si treba uvedomit, Ze ak povodne dieta viselo za cely horny chrup a o malo sa vychylilo, tak sa rezaky odlah¢ia a dieta zostane
visiet na stolickdch na hrane stola. Preto je hrana stola osou ota¢ania.

Uz druhé vec je, e by pri takomto pokuse zrejme prislo o mlie¢ny chrup.

%jeho hornt celust
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Obrazok 1: Model popisujiici visiace dieta

Uvazujme najskor, ze dieta nevyvija svojim chrupom ziadnu silu, t.j. na stole volne visi zavesené o hornu celust,
anejaka fiktivna horizontalna sila mu brani v otd¢ani sa. Co vieme povedat v takom pripade? Je zjavné, e dieta
sa nebude hybat, teda vyslednica sil musi byt nulova. Ak oznac¢ime vertikalnu zlozku sily od stola pdsobiacej
na dieta N, tak podmienku rovnosti vertikalnych zloziek sil napiseme v tvare

N:FG

kde F; = mg je tiazova sila posobiaca na dieta.

Teraz uvazujme, Ze dieta sa zahryzne do stola silou F. Predpokladajme, Ze tato sila je akurat taka, Ze po od-
straneni fiktivnej horizontdlnej sily sa nebude otacat. Samozrejme, stol stale pdsobi na dieta silou N, no okrem
toho posobi na hornu i dolnu Celust silami velkosti F opaéného smeru.” Stale plati, Ze vyslednica sil je nulo-
va. Ale ¢o ich momenty? Teraz uz sily nepdsobia na jednej vektorovej priamke, preto treba poctivo napisat
rovnicu pre momenty sil. Momenty budeme pocitat vzhladom na tazisko.” Najskor ale potrebujeme zistit,
kde pdsobia sily F. Ked si predstavime, ako sa hlava dietata chce natacat okolo hrany stola, tak jasne vidime,
ze sily posobia v miestach hornych stoli¢iek a dolnych rezdkov. Teraz nam uz ni¢ nebrani zapisat podmien-
ku nulovosti celkového momentu sil. Pripomenme este, Ze moment sily vypocitame ako sucin velkosti sily
a vzdialenosti vektorovej priamky od bodu, vzhladom na ktory moment pocitame. Matematicky vyjadrené
M = pF. Dostavame teda rovnicu
prE = psF + psN

Z uvedenych rovnic je uz trivialne vyjadrit, ze

mgps
Pr — Ps

F—

Skusme odhadnut velkost tejto sily. Uvazujme dieta hmotnosti m = 20kg. Nech vzdialenost stoli¢iek od
taziskovej zvislice je p, = 10 cm a ,,hlbka chrupu’ p, — p; = 2 cm. V takom pripade dostdvame F = 1kN. Je
to vela, ¢i malo? Tato hodnota vdim mozno vela nepovie, tak uvedme kratky prehlad sil, ktoré dokazu vyvinut
svojimi ¢elustami niektoré Zivocichy.”

>To, 7e st rovnakej velkosti lahko nahliadneme tak, Ze si uvedomime, Ze ak by neboli rovnako velké, tak by ich vyslednica bola
nenulovd, a teda dieta by zacalo vo vertikdlnom smere zrychlovat.

No rovnako dobry je kazdy bod leZiaci na zvislici obsahujucej taZisko, pretoze moment tiazovej sily bude v takom pripade nulovy,
ale, samozrejme, mohli by sme si vybrat tplne nahodny bod.

’vzdialenost rezékov a stoli¢iek v prie¢nom profile

8zdroj: http://bit.ly/1WfICpz
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Zivocich Maximalna sila zhryzu
dospely clovek 0,6 kN
nemecky ov¢iak 1,3kN
mastif’ 1,7kN
lev 3kN
hyena 5kN
T-Rex (dolny odhad) 8kN - 13kN
krokodil nilsky 16 kN
T-Rex (horny odhad) 30kN - 60 kN

Tabulka 1: Prehlad sil zhryzu vybranych zivocichov

Na zdklade tejto tabulky vidime, Ze dieta nema $ancu udrzat sa svojim chrupom na stole vo zvislej polohe.
Pre iné zivocichy je, samozrejme, potrebna sila na udrzanie rdzna a zavisi od ich hmotnosti a proporcii tela.
Tentokrat vds vyrazne nabadame, aby ste tieto vysledky neskuasali konfrontovat s experimentom, pokial sa
nechcete dozivotne vyhnut navsteve zubara.

3.3 Do plaviek vzorak Fero, opravoval Fero

Plys sa rozhodol, ze Kvik by mal co najrychlejsie schudniit do plaviek, lebo inak sa s nim na Ziadnom kiipalisku v lete rozhodne
neukdze. Taku hanbu si predsa neurobi! Navrhol teda diétny plan pre Kvika. Skiste porovnat, akymi vsetkymi mozZnymi
sposobmi a v akom mnoZstve ¢lovek Kvikovho kalibru (185 cm, 90kg) strdca teplo, resp. aké sii tepelné vykony takychto
procesov, pri ktorych nevyvija Ziadnu Specidlnu ndmahu (ako napr. dychanie, ...). Kvik je predsa len tvor lenivy, a Ze by
svojho plysdaka vZdy pocival sa takisto nedd povedat.

Najprv sa zamyslime, kolko energie denne prijmeme. Treba si uvedomit, Ze celkova chemicka energia obsia-
hnuta v potravinach je omnoho viésia, ako energia, ktort nase telo dokaze z potravin abstrahovat. My by
sme radi poznali prave tato cast energie. Namahu ndm usetria vyrobcovia potravin. Vdaka nim vieme, kolko
kalorii telo prijme, teda kolko energie dokaze nase telo z potravin uvolnit, ked nieco zjeme.

Denna odportc¢ana davka energie je 2000 kcal. Ak si kaldrie premenime na rozumné jednotky, zistime, Ze je
to okolo 2325 watthodin, alebo 8,4 M]. Predpokladajme, ze ¢lovek, ktory je dennt odporucant energeticku
davku, dlhodobo nepribera (a teda neuskladnuje) ziadnu energiu vo forme tukov - ¢ize vSetku energiu, ¢o zje,
aj minie. Hlavnu Cast jeho energetickej spotreby tvoria metabolické procesy.'” Ako fyzici vieme, ze energia sa
nestraca, takze vsetkych 8,4 MJ sa vyluci. Tuto energiu vylu¢ujeme tepelnym ziarenim, dychanim, potenim.....

Ak pouzijeme Stefan-Boltzmannov zdkon pre ziarenie absolutne ¢ierneho telesa, P = 0ST*, a uvedomime si,
Ze aj miestnost nam vracia energiu naspit, musi platit P = 08 (T}, — Thiestnost ) Kd€ 0 je Stefan-Boltzmannova
konstanta a S je plocha tela, ktori odhadneme ako 1,8 metra §tvorcového. Uvazujme, Ze teplota tela je 37 °C"!
a teplota miestnosti je 20 °C. Po dosadeni dostaneme velmi velké ¢islo, takze si rychlo uvedomime, Ze prirov-
navat sa k ¢iernemu telesu nie je velmi rozumné. Ak by sme nas model vylepsili na tkor jednoduchosti, mali

by sme prist ku hodnote okolo 2 M]J.

“najviac spomedzi vietkych psov
1%Pokial Kvik nie je vrcholovy $portovec, moézme zanedbat energiu spotrebovant na mechanicku précu.
1¢o nie je velmi midry odhad, ale nam postaéi — hlava mé trochu visiu teplotu, aby mohol mozog pracovat v kazdej situacii
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Dalsi sposob, ako stricame energiu, je vedenim tepla'’: P = hSAT, kde h je koeficient, ktory stivisi s materia-
lom a hrubkou vrstvy. Po dosadeni prislunych hodnét, dostaneme vysledok okolo 70 W, ¢o je za den okolo
6 MJ.

Dalsim sposobom, ako vieme stracat energiu, je aj samotné dychanie. Bezné vydychneme za minttu zhruba 20
litrov, ¢o je asi 30 m® za defi. Tento vzduch ohrejeme priblizne o 10 stupriov Celzia. Z kalorimetrickej rovnice
vieme, Ze

Q= cpV AT.

Taktiez nesmieme zabudnut ani na obsah vodnych par vo vydychnutom vzduchu. Ked sa nadychneme, v tele
prebieha reakcia kyslika s glukozou, pri ktorej vznika voda. Tato voda sa vyluci vo forme vodnych par. Dospely
muz'’ za 24 hodin vydychne vo forme vodnych par okolo 0,31 vody. Kedze voda z kvapalného stavu presla
do plynného, potrebujeme vediet koeficient latentného tepla pri izbovej teplote. Zapisané v re¢i matematiky:
Q = |- m, kde I je latentné teplo (voda — vzduch) pri 25 °C. Po vy¢isleni dostavame priblizne 300 kJ.

Energiu vieme stracat aj potenim. Clovek vie za den stratit az 10 litrov vody. Kedze Kvik si nepotrpi na fyzicku
namahu, predpokladajme, Ze denne strati 1 liter potu. Teraz sa zamyslime, ako prebieha mechanizmus potenia.
Potime sa preto, aby sme ochladzovali telo. Celd finta je v tom, Ze vodu na nasej pokozke telo odpari, a na to
spotrebuje energiu Q = Im, kde I je teplo vaporizacie pri 25 stupnioch Celzia. Energia stratena potenim je
rovna 2 MJ.

Teraz sa treba zamysliet nad tym, aké presné boli nase odhady. Stracanie tepla Ziarenim mozno hned zaned-
bat, lebo oproti ostatnym dejom je naozaj malé. Nepresnosti je isto celd hrba, ale my sme sa snazili len ¢o
najpresnejsie odhadnut rad energie, ktoru stratime danym procesom. Treba si uvedomit, ze Cast energie sa
vyluci vo forme chemickej energie v exkrementoch a moci. Tato chemicku energiu sme neuvazovali, pretoze
to je energia, ktoru telo nedokaze abstrahovat z potravy, preto nie je zahrnuta v dennej odporucanej davke...

Ako bonus si v§imnite, Ze najviac tepla stracame tym, Ze nas ochladzuje okolie. Toto je uplne konzistentné
s tym, ¢o ocakdvame. Je zname, Ze Iudia Zijuci v polarnych oblastiach jedia ovela viac ako my. Taktiez existuju
diéty na chudnutie zaloZené na tom, Ze sa ludia menej obliekaju. Cize ak chcete schudnut, zaénite byt otuzili.

3.4 Kovboj poziarnikom vzorak PIy$, opravoval MatoB

Dusan zistil, Ze aj obycajnd hadica sa da pouzit ako vodné cerpadlo. Ponorte jeden koniec do viicsej nddoby s vodou a zacnite
krutit druhym koncom vo vzduchu, akoby ste mali laso. Budete pozorovat, Ze voda v hadici zacne stipat, pripadne az
vystrekovat. Zmerajte zavislost vysky vystupu vody od obvodovej rychlosti konca hadice. Preco vlastne voda zacala stiipat?

. =

N

12https ://en.m.wikipedia.org/wiki/Convective_heat_transfer
hadam uz Kvika mozno povazovat za aspori fyzicky dospelého, aj ked isti ¢lenovia FKS by tvrdili urcite svoje
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Tedria
Mame systém voda + hadica + vzduch. Ked je tento systém staticky, voda v hadici sa drzi na trovni hladiny
vody. Zaroven je v hadici aj mimo nej atmosféricky tlak.

V momente, ked za¢neme trubicou otacat, dochadza k vzajomnému pohybu medzi volnym koncom hadice
a okolitym vzduchom. Predstavme si, Ze sedime na konci hadice, teda okolo nas pradi vzduch rychlostou v
(¢ize povodné v = 0 preslo na v > 0). Podla Bernoulliho rovnice zvysenie rychlosti sposobi znizenie tlaku,
takze vznika podtlak:

1 , 1 ,
Epvzduchvl +P1 = EpvzduchVZ +P2-

V nasom pripade je p; tlak v trubici, ked nou nehybeme, v, = 0 a v, je obvodova rychlost.

Vysledkom je, ze na jednom konci vznika pruadenie vzduchu, a voda na druhom konci hadice je ,,vcucavana“
do hadice. Uroven hladiny vody v hadici stapne. Upravou Bernoulliho rovnice (pri polozeni v; = 0) vieme
stanovit rozdiel tlakov ako

1 2
Ap = Epvzduch €%

Zaroven z rovnice pre hydrostatiku pozname vztah
Ap =P vodagh :

Z druhej a tretej rovnice vieme vyjadrit vysku h, do ktorej voda vystupa:

2
h= P Vzducth

2p vodag

Z tohoto vyrazu je pre nas dolezité, ze vyska vystupu hladiny vody v hadici je zavisla kvadraticky od obvodovej
rychlosti, teda v grafe budeme oc¢akavat parabolu.

Experiment

Pri tomto merani bolo mozné postupovat viacerymi spésobmi. Uvadzame merania troch riesitelov - Ma-
riana Poturnaya, Michaely Leinwatherovej a Mateja Hrma - ktoré nas zaujali peknym prevedenim, ¢i svojou
originalitou. Vysledky ich merani (grafy) uvadzame na konci.

Marian Poturnay:

Pocas experimentu som pouzil lavér plny vody, priehladnd hadicu, telefén s kamerou, fixku a moje ruzové
Pikachu pravitko. Poprosil som brata, aby ma natacal a ja som pritom zobral hadicu. Vzdy som ju chytil za
to isté miesto, aby polomer otacania bol rovnaky (samozrejme som si ho odmeral: 0,5m). Potom som hadicu
ponoril do vody tak, aby vzdy bola pod vodou rovnaka cast (oznacené fixkou), a zacal nou krutit. Voda vysla
do istej vysky. V mieste, kam az dosiahla voda, som chytil hadicu. Potom som ju vytiahol a odmeral vysku, do
ktorej voda vystupila. Nasledne som prestudoval videozaznam, z ktorého som zistil uhlovu rychlost otacania
hadice, z ktorej som vypocital obvodovu rychlost.
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Michaela Leinwatherova:

Pre zvy$enie presnosti som sa rozhodla urobit meranie v idicom aute. Koniec hadice bol vystréeny z okna
kolmo na smer jazdy. Hladinu vody v hadici som merala v zavislosti od rychlosti auta.

Matej Hrmo:

Zostavili sme si aparaturu z Lega, pricom sme pouzili motoréek zo sady Technic. Pomocou jednoduchého
prevodu (1:1) z ozubenych koliesok sme zabezpecili otacanie slamky ponorenej do vody. Gumenou hadi¢ckou
sme pripojili druht slamku kolmo na prvu tak, aby sa mohla volne otacat vo vodorovnej rovine. Aby slamka
nenarazala do konstrukcie a ostala v rovine, pridali sme maly kot¢ z karténu ako stabilizaciu.

Vsetky tri uvedené merania boli Gspe$né, a teda na grafoch zobrazujtcich potrebnu zavislost mozeme vidiet
kvadraticky vytah medzi obvodovou rychlostou a vyskou vystupu hladiny.

Vyska vody
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3.5 Obita orbita vzorék Kvik, opravoval Kvik

Tento priklad je opdt interaktivny. Na jeho riesenie budete potrebovat dostatocne moderny internetovy prehliadac a zapnuty
JavaScript. Plné zadanie ndjdete na http://alchenilka. fks.sk/~sesquideus/orbita/.

1.2 Okrajové pripady

Pociatocnd rychlost hviezdy je nastavend na nulu. Preco sa po spusteni pohne? Je to chyba simuldcie, alebo sa
skutocne mad pohnut tymto smerom?

Skutocne sa ma pohnut. Kedze na telesa neposobia vonkajsie sily, celkova hybnost sa musi zachovavat. Na za-
¢iatku sa planétky sa hybu smerom doprava a hviezda stoji, takze celkova hybnost musi tiez smerovat doprava.
Ked zelena planétka odleti dolava, jej hybnost bude taktiez smerovat dolava, a hviezda to musi kompenzovat
tym, Ze sa zacne hybat doprava. Modru planétku nemusime uvazovat, lebo jej dlhodoba priemerna hybnost
voci hviezde je nulova.

2.1 Prvy Keplerov zékon
Merite rychlost ruzovej planéty. V akych intervaloch rychlosti (aspori priblizne) nastdvajii jednotlivé pripady?

Skusanim lahko zistime, Ze orbita je kruhov4 pri rychlosti 2. Unikovii rychlost, teda najmensiu taku, pre ktort
sa uz planétka nevrati, si moZeme priamo vypocitat, alebo ju najst skusanim (to bude trvat dost dlho). Vyjde
nie¢o zhruba ako 2,83, v ¢om by skusené oko malo rozoznat pribliznt hodnotu /8. Naozaj — kedze sticet
kinetickej a potencidlnej energie sa nemeni, planétka potrebuje tolko kinetickej energie, aby vyrovnala stratu
potencialnej oproti nekone¢nu.

Potencidlnu energiu pozname (alebo si niekde najdeme) E, = ="M, kineticka je '”Tvz a hladdame také v, aby
ich sucet bol nulovy:

—GmM  mvi o o
n tnikovd 0 = Vinikos =
r 2 '
Na kruhovej drahe zas vieme spocitat velkost posobiacej sily, musi platit mTvz = 4%, odkial Viruhows = 1/ -

Ich podiel je prave /2, takze kritickd rychlost musi byt 2 - v/2 = /8.

Navyse si vS§imneme, ze ak je rychlost mensia ako 2, bude planétka zac¢inat v najblizéom bode, inak v najvzdia-
lenejSom. Teda jej draha je:

elipticka s perihéliom (najbliz§im bodom k hviezde) v zaciatku pre rychlosti mensie ako 2,
o kruhova pre rychlost 2,

eliptick s aféliom (najvzdialenej$im bodom) v za¢iatku pre rychlosti medzi 2 a v/8,
parabolicka pre rychlost v/8,

« hyperbolicka pre vsetky vicsie rychlosti.

2.2 Druhy Keplerov zakon
Nastavte hmotnost slnka tak, aby sa drédha zmenila na kruhovii. Je to menej, alebo viac, ako to bolo? Preco?

Hmotnost musi byt 5. Je to samozrejme menej — no a je to preto, Ze chceme, aby posobiaca sila bola mensia,
ako na zaciatku. Pri hmotnosti 40 je pdsobiaca sila vacsia, nez aku treba na udrzanie na kruhovej orbite, takze
ju pritiahne blizsie. Naopak pri primalej hmotnosti je sila prili§ mala a nestiha zmenit pohybovy stav planéty
natolko, aby letela po kruznici. Rovnovaha nastava pri hmotnosti 5.
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2.3 Treti Keplerov zakon
Kolkokrat dlhsiu hlavnii os md Cervend planéta oproti modrej?

Jednoducho zratame pocty obehov a vS§imneme si, Ze kym cervena planéta obehne raz, modra to stihne spravit

sedemkrat. Potrebnt rovnicu
AN T
A,)  \1,)

mame napisanu v zadani, takze si z nej iba vyjadrime

ﬁ _ 72/3,

A
¢o je priblizne 3,66.

3.1 Dvojrozmerny vesmir
Nastavte planéte potrebnii rychlost a teoreticky zdovodnite (staci par slovami).

Znovu potrebujeme nastavit rychlost tak, aby dostrediva sila bola vzdy kolma na rychlost planéty. Teda chceme
ndjst také v, aby ’”TVZ = GMT’” (pozor na to, ze v Newtonovom vzorci pre gravita¢nd silu tu r vystupuje iba v prvej
mocnine). Simuldcia je bezrozmerna, teda G = 1, a m a r sa ndm vykratia. Ostane teda v* = M, takZze velkost
rychlosti je v/12. Este si musime dat pozor na to, Ze rieenia s dve a maji opaéné znamienka. Smer kolmy na
spojnicu planéty s hviezdou pozname, takze v, = /12 a v, = 0.

3.2 Konstantna sila

Je tu mozné utiect do nekonecna? Preco?

Nie je — nech je pociato¢na rychlost akakolvek, konstantna sila bude mat vzdy dost ¢asu na to, aby planét-
ku stiahla naspét k stredu. Alebo inymi slovami, potencialova jama je nekone¢ne hlboka a ziadne mnozstvo
energie nestaci na to, aby sme z nej vysli von. Iba ak tam dame také velké ¢islo, ze simulaciu pokazime ;-)

3.3 Stvorrozmerny vesmir
Ndjdite tu nejakii nekruhovu stabilnii orbitu (aby planéta neusla do nekonecna a nespadla na hviezdu,).

Neda sa to. Kruhova orbita sice existuje, ale nie je stabilnd. Lubovolne mala chyba ju casom nenavratne roz-
bije. Ak je rychlost trochu mensia, planéta neodvratne spadne na hviezdu, ak je védcsia, sila klesa prilis rychlo
a planéta ndm uleti. Stvorrozmerny vesmir by teda najskor bol velmi nudny.

Napriek tomu v simuldcii to kvoli numerickym chybam vo vypocte §lo - ak je draha skoro kruhova, teda
planéta pada velmi pomaly, tesne pred kontaktom s hviezdou sa jej rychlost zvacsi viac, ako by sa mala, ¢o ju
znovu vynesie dalej. Tam je ale vypocet presnejsi, takze znovu za¢ne padat a celé sa to periodicky opakuje.
Napriklad prix = 7,y = 0, v, = —0,02, v, = 0,638.

4.1 Mesiace

Zistite, v akych rozpdtiach rychlosti v smere osi y ostane Mdsiac na orbite okolo planéty aspori tri sedldcke roky.

Uplne najddlezitejsie je hned si uvedomit, Ze Mésiac moze okolo svojej planéty obiehat v dvoch réznych sme-
roch. Rozpitia teda mo6zu byt dve a mali by mat zhruba rovnako velku rychlost voci planéte. Simulacia vsak
pociatocnu rychlost udava v sustave spojenej s hviezdou, takze to az také ocividné nebude. Znovu nechceme
uplne presné rieSenie, staci najst interval s nejakou rozumnou presnostou (napriklad 0,01).
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Najrychlejsi spdsob, ako prist k vysledkom, je vyhladavat binarne - teda najst lubovoIna ,,dobru* orbitu, Tu-
bovolnu ,,zIu“ a potom skusit aritmeticky priemer im zodpovedajtcich rychlosti. Podla toho, ¢i je nova orbita
dobra alebo nie, znovu rozpolime jeden z novych intervalov. Opakovanim tejto schémy najdeme pomerne
presné rie$enie na zopar pokusov.

Nastavena rychlost 0,2 je zjavne prili$ velka a Mésiac svojej planéte ujde. Ak ju postupne zvysujeme, pri rych-
lostiach okolo 0,4 az 0,5 to za¢ne vyzerat nadejne. Napriklad pre 0,43 ho pritiahne hviezda, pre 0,45 uleti do
nekonec¢na a pre 0,47 zas narazi do Sedlaka. Prvu stabilnu orbitu ndjdeme niekde okolo rychlosti 0,55. Naopak
najvyssia mozna rychlost (teda najnizsia voci planéte) je 0,74. Druhou moznostou je nechat Masiac obiehat
okolo planéty v opa¢nom smere. Rovnakym postupom ziskame hodnoty 2,08 az 2,32.

4.2 Lagrangove body
Skuiste nastavit zelenému mesiacu taki rychlost, aby aspori rok vydrzal na zhruba kruhovej orbite.

Znovu binarne vyhladdvame, vyjde nieco ako 1,610 955. Urcite ste si v§imli, Ze aj velmi mald zmena rychlosti
¢asom povedie k velkym zmendm v drahe. Ak by sme si vizualizovali efektivny potencial planétky, situacia
sa podoba balansovaniu guli¢cky na velkej guli. Teoreticky je mozné mesiac malou silou udrziavat na vrchole,
ak ho vsak nechame vzdialit sa, planéta alebo hviezda ho lahko pritiahnu. Hadam vam doslo, Ze cielom po-
dualohy nebolo ani tak ndjst vhodnu rychlost, ako ukazat, ¢o sa deje, ked sa do nej tesne netrafime. Namet na
zamyslenie: skuste si predstavit, ako by to vyzeralo pri pohlade z nerotujtcej planétky.

Bonus: Ak sa chcete hrat, skiiste ndjst bod L.

Toto bolo trochu tazsie. Bolo si treba uvedomit, Ze v bode L; musi byt uhol zeleného mesiacika (teda teraz
uz planétky) voci cervenej planéte konstantny. Vzdialenost sa menit moze, lebo draha nie je kruhova. Vela
orbit vyzera velmi podobne, tito podmienku viak nesplhaju. Navy$e musime menif az dva parametre, ¢o je
omnoho naro¢nejsie ako jeden.

Hned vsak vieme povedat, Ze pociato¢na vzdialenost musi byt o malicko vécsia, nez aka dosiahne cervena
planéta na lavej strane. Rychlost potom donastavujeme, az kym sa orbita nepodoba orbite cervenej planéty.
Hladané hodnoty budu niekde v okoli y = —7,65a v, = —1,173.

4.3 Dvojhviezda

Skuste planétku udrzat ¢o najdlhsie na drdhe, pricom vam nesmie uletiet do nekonecna. Kolko casovych jednotiek
sa vam podarilo? Napiste aj konfigurdciu.

Tu sa dalo vymysliet kadeco, bud skusat rozne chaotické drahy a zapisovat si ¢asy, alebo sa trochu zamysliet,
vymysliet princip a potom uz len overit, ¢i naozaj funguje. Takym riesenim je polozit planétku niekam daleko
a nechat ju obiehat po zhruba kruhovej drahe. Vo velkej vzdialenosti uz gravita¢né pole dvojhviezdy vyzera
skoro rovnako, ako pole jednej hviezdy s dvojnasobnou hmotnostou, takze draha bude stabilna, a aj obezna
doba bude velmi dlha.

Druhou dobrou moznostou je umiestnit planétku na nizku obeznu drahu okolo jednej hviezdy, napriklad
x=42,y=0,v,=0,v, =14

4.4 Cinka

Ndjdite nejakii peknii uzavretii orbitu v tvare osmicky. MoZete menit polohu aj rychlost planétky.

Povodne sme chceli, aby ste si uvedomili, Ze pekna osmicka bude ur¢ite prechadzat stredom, teda bodom [0; 0].
Planétku si teda umiestnime na tieto stradnice a menime jej rychlost. Napriklad rychlost (1,0,98) vedie na
uzavretu drahu. Orbity, ktoré nie st stredovo sumerné, budi pomaly oscilovat (tieto obrazky su fakt pekné).
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Ak to vsak bolo dostato¢ne pomaly a planéta sa po obehu aspon zhruba ,trafila“ do svojej pévodnej orbity,
uznali sme aj to.

4.5 Gravitacny prak
S akou najmensou rychlostou pritom viete vystartovat?

Tu proste treba skusat a hrat sa (varovali sme vas, Ze riesit tato ulohu péat minut pred deadlinom nie je dobry
napad). Ddlezité je uvedomit si, Ze potrebujeme mierit za Yiipiter, aby nas potiahol dopredu v smere pohybu.
Dobré riedenie je napriklad v, = 0,783, v, = 2,504. Velkost v je potom asi 2,624. Drobnymi zmenami sa d4
eSte o nieo mélicko menej. A ak mate fakt vela ¢asu'®, existuje aj uplne iné rieSenie, je viak zna¢ne ndhodné
a druzica sa bude dost dlho nudit niekde v hibkach vesmiru: v, = 0, v, = 2,54

Preco je to dolezité? Mnozstvo paliva, ktoré raketa spotrebuje, rastie exponencialne s rychlostou, ktort chceme
druzici udelit - preto sa takmer vzdy snazime tato rychlost ¢o najviac zmensit, aj napriklad za cenu, Ze poletime
omnoho dlhsie. Okrem toho v skutocnosti Startujeme zo Zeme, takze nas zaujima rychlost voci nej. Planéta
ma rychlost 1,4, takze vysledna rychlost je iba 2,54 — 1,4 = 1,14. A to sa uz oplati :-)

Pri skuto¢nych letoch sa gravitacné praky pouzivaju casto aj viackrat. Napriklad takto vyzerala trajektd-
ria sondy Rosetta, ktord trikrat vyuzila Zem a raz Mars: http://techgenmag.com/wp-content/uploads/2014/01/
rosetta-mission. jpg

Bodovanie

Za kazdu zjavne nespravnu alebo chybajicu odpoved sme strhavali jeden bod; za chybajticu podstatnu ¢ast od-
povede pol boda. Za drobné nepresnosti alebo velmi pekné vysvetlenia sme hodnotenie priamo neupravovali,
ale mohli zavazit pri zaokrihlovani. A ak bolo napisané aspon nie¢o rozumné, jeden bod sa vzdy nasiel.

3.6 Dalekonosna vypekacka vzordk Vladko, opravoval Vladko

Samasec bol nedavno na velmi zaujimavom koncerte, a tak mu napadlo, do akej najvicsej vzdialenosti je schopny ten Meky
Zbirka vypekat svoju vymakanti hudbu pomocou dvoch reproduktorov s vykonom 2 x 750 W vzdialenych 20 m od seba.
Oba reproduktory st otocené kolmo na ich spojnicu a ich zvuk sa $iri izotropne'® do celého priestoru. Okrem koncertu je
vSade tiplné ticho a bezvetrie. Citlivost ludského ucha a dalsie potrebné tidaje na riesenie tilohy si samozrejme nevdhajte
ndjst.

Priemerny ¢lovek je schopny pocut zvuk s intenzitou vdc§ou ako prahova intezita Iy = 1 - 107> Wm™2. Kedze
$irenie je izotropné, pre intenzitu v urcitej vzdialenosti r od zdroja s vykonom P plati:

[-4n* =P

pP
Tmax =
47'[[0

Po dosadeni P = 1500 W dostaneme, ze radovy odhad ry &~ 1,1 - 107 m. Priklad je zratany a mozeme spokojne
submitnut.

No, to teda urcite nie. V Siestom priklade nemoze byt taka jednoducha vec. Na ¢o sme zabudli? KedZze vzdia-
lenost medzi reproduktormi je porovnatelna s vlnovou dlzkou zvuku, musime pri pocitani ratat aj s interfe-
renciou.

'“ako napriklad Kvik, ked by mal pisat bakalarku

13do vietkych smerov rovnako
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Uvazujme, ze membrana reproduktora vykonava harmonické kmity $iriace sa do priestoru bez strat. Zvuk
je pozdlzne vlnenie, ktoré je prend$ané zhustovanim a zriedovanim vzduchu. VInu moézeme reprezentovat
funkciou y(7, t) = A cos (wt — k - 7),kde k = 2% je vlnové &islo, reprezentujiice kolko vinovych dlzok sa zmesti

do 27 a smer vektora k jevsmere $irenia viny'®, a w = 27fje uhlova frekvencia viny. Ked'sa posluché¢ nachddza
v dostato¢nej vzdialenosti od reproduktorov, zvuk od vzdialenejsieho reproduktora prejde vzdialenost vacsiu
o A = dsin ¢, kde ¢ je uhol od kolmice, pod ktorym sa $iri zvukova vlna od reproduktoru ku posluchacovi.
Pre zvukovu vlnu v mieste, kde sa poslucha¢ nachadza, plati:

x,(7,t) = A cos (wt— k- 7)
x,(7,t) = A cos <wt— k-7— kdsin(p>

kd si - kd si
x(rt) = x, (7 t) + x, (7, 1) = 2Acos¥cos (wt— k-7— ﬂ)

posluchac

1. reproduktor 2. reproduktor

Obrazok 2: Poloha reproduktorov

AT y . .. . kdsing = .
Viimnime si, Ze keby sme zanedbali interferenciu, tak by sme vo funkcii nemali ¢len cos =5*£. Co tento ¢len

sposobuje? Obmedzuje hodnotu amplitidy v niektorych smeroch $irenia ¢. Napriklad vieme urcit smery,
v ktorych je intenzita nulova:

kd si
cos 2P
2
kdsingp m
—— = —-+tnn n=20,1,2,...
2 2
, (1+2n)c
sing = ————
LY

kde c je rychlost vzduchu'’. Pre frekvenciu f = 100 Hz st ,,tiché uhly“ 2,38°,7,17°,12,01°... V tychto smeroch
posluchaci nebuda Mekyho pocut. V blizkom okoli ,,tichych uhlov® bude amplitida vyrazne nizsia, a teda
hrani¢na vzdialenost 7,y je kratsia.

16f. 7 je skalarny sucin vektora k s vektorom 7, pre ktory plati K-7F=ke x+ ky-y+k; -z
7Nemylit si s rychlostou objemového elementu, ktord sa dé ziskat zderivovanim funkcie (7, t), lebo nejde o tu istti rychlost.
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Na jej uréenie je potrebné vediet, ako z4visi intenzita zvuku od amplitidy y-funkcie. Zavislost urcuje vztah'®,
I = 3,/Kpop,w*A%, kde py, p, je pokojovy tlak, resp. hustota vzduchu a « je Poissonova konstanta.

Vieme, Ze I o< 1, a teda A o 2;\/& Pociato¢nd hodnota A |,—y= A, sa zisti zo vzfahu pre vykon. Vztah

uvadzame bez odvodenia, ktorého zlozitost by mohla byt pre ¢itatela odpudzujuca’:
1 [k
=, [ P42
2V po
Z ¢oho dostavame:

2P [ p,

AO - 2
w Kpo

Kone¢ne mdzeme vyjadrit intenzitu zvuku ako funkciu vzdialenosti:

1 24 kdsin ¢\ ?
I= E*/KPOPo“’Z <2ﬁr cos > )

Pp, cos kd sin ¢

rmax((/)) = 7, 5

Preco je hranica pocutelnosti v niektorych smeroch radovo 10 000 km? V prvom rade sme ignorovali straty
pri prenose zvuku vo vzduchu. V druhom rade je potrebné si vedomit, Ze ,,bezné“ ticho ma hladinu intezity
cca 15dB?, ¢o znizi skutoénd hranicu o 1 az 2 rady. Takisto musime podotknut, ze Mekyho vypalovacky nie
st monochromatické, teda frekvencia zvuku sa v ¢ase meni a maximd a minima r,,,,(¢) sa postvaja.

Pravdaze, na ziskanie plného po¢tu bodov stadilo vhodne vysvetlit, preco intenzita zvuku klesé oc + a dosta-
toc¢ne kvantitativne nacrtnut, ako by bola do vypoctu vlozena interferencia.

3.7 Relativne tazka uloha vzordk Bu & MatoB, opravovala Bu

Mato sa tento polrok naplno pustil do Stiudia Specidlnej tedrie relativity. V nej ho zaujala takd filozofickd otdzka, na ktori
by rdd od vds pocul odpoved. Vedeli by ste Matovi vysvetlit, ako medzi sebou stivisi fakt, Ze transformdcia polohy a casu (tzv.
Lorentzove transformdcie) sti medzi dvoma inercidlnymi vztaznymi sistavami linedrne’' s faktom, Ze nevieme Ziadnym
experimentom (ani len myslienkovym) rozlisit medzi dvoma inercidlnymi vztaZnymi sistavami*® (tym mdme na mysli, Ze
vsetky fyzikdilne zdakony vyzerajii v oboch inercidlnych vztaZnych sustavich rovnako)?

Nuz, filozofické otazky nechajme filozofom a skusme sa na to pozriet ako fyzici. Skusme zacat z toho ¢o po-
zname, a to ako sa suradnice menia pri oby¢ajnom posune.

Predstavme si, ze mame v priestore dva body, A a B a snazime sa zmerat vzdialenost medzi tymito bodmi
v roznych vztaznych stustavach. Prva sustava, S, je v pokoji a ma pociatok v bode A. Pozorovatel v tejto stistave

180dvodenie vyzaduje hlbsie stadium problematiky vin. V pripade zdujmu mozete siahnut po Feynmanovych prednaskach z fy-
ziky (Ceské vydanie, 1. diel, kap. 47), podrobnej$i, no naro¢nejsi zdroj informacii pontika David Morin vo svojej este nevydanej
knihe ,Waves®, prislu$nd kapitolu najdete na http://www.people.fas.harvard.edu/~djmorin/waves/longitudinal.pdf

9Pripadni zvedavci ho néjdu v spominanych skriptdch D. Morina, v kapitole 5.

2’hladina intenzity sa udava v notoricky znimej stupnici decibelov a plati L = logi

21Pod linedrnymi méme na mysli, Ze nové stradnice (¢as a polohu) vieme vyjadrit ako linearnu kombinaciu povodnych suradnic
(¢as a poloha), teda napr. X' = 2x + 3t.

22Toto druhé tvrdenie je v skuto¢nosti predpokladom na odvodenie $pecialnej tedrie relativity.
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teda vidi ze vzdialenost medzi A a B je . Teraz sa presunieme do sustavy P, ktora je stale v pokoji, ale posunuta
o vzdialenost d od ststavy S. V sustave P stdle vidime, Ze A je od B vzdialené prave I.

d |
—eeee e e
A B
( J o————o

P S
PI SI
Obréazok 3: Body A a B sti od seba vzdialené dlzku |. Pozerdme sa na nich zo Styroch réznych stistav,
S,PaS,P.

Co by sa viak stalo, ak by sa tieto ststavy zmenili na také, ktoré maju pociatok na rovnakom mieste, ale obe
sa hybu konstantnou rychlostou rovnakym smerom, teda P — P, S — §', ako na obrazku? Vieme, 7e presun
medzi dvoma stuistavami nam zmeni priestor podla nejakej funkcie, nazvime ju g. Teda, ak poloha bodu B
v sustave S bola /, tak poloha bodu B v sustave S’ bude g(1).

A B B—A
S 0 I I
P d d+l I
g 0 8(D) 40

Pog(d) gld+1) gld+1)—g()

Tabulka 2: Pozicie bodov a ich vzdialenost v réznych vztaznych sustavach

Sustavy S’ a P’ st viak stale iba posunuté vzhladom na seba, a teda dlzky v nich zmerané sa musia rovnat. Teda
plati

gl) =g(d+1) —g(l).

Z tohoto uz modzeme vidiet, Ze nasa transformacia ¢ musi byt linearna. Napriklad ak by sme tuto rovnicu
zderivovali (pozerali sa, ako sa zmeni hodnota funkcie pri malej zmene parametra [) podla I, dostali by sme
rovnost

g) =g(d+1).

Tato podmienka nam len hovori, Ze v kazdom bode musi funkcia rast rovnako rychlo (derivacia ma byt kon-
$tantna). Takuto podmienku splia jedine linedrna funkcia.

Zatial sme sa cely ¢as rozpravali iba o zavislosti priestorovej transformacie od priestoru. Co v$ak nesmieme
zabudndt je, Ze priestorovd transformacia moze zavisiet aj od ¢asu, teda celd transformdacia ma tvar X' = h(t)x+
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Riesenia 3. kola letnej casti ® (éé)é)

g(t). To sme zatial zjednodusili na tvar ' = ax + g(t)*. Uz vieme, Ze a je konstanta a jediné, ¢o teraz
potrebujeme zistit je, ¢i aj g(¢) je linedrna funkcia.

Vieme, Ze relativna rychlost dvoch vztaznych sustav musi byt zachovand, pretoze inak by sme porusili pod-
mienku, Ze sustavy su inercidlne. Ak by vSak nasa transformdcia zavisela od ¢asu nelinearne, tato relativna
rychlost by sa nezachovavala. Teda vieme, Ze aj tento komponent transformacie musi byt linearny.

Tymto sme teda vyriesili transformaciu priestorovych sturadnic, aviak stdle nam chyba cast, ktora by trans-
formovala casovu siradnicu. Nastastie, tak ako sme vedeli odvodit transformaciu priestorovych suradnic len
vdaka tomu, Ze vieme, ako sa suradnice menia priestorovym posunom, uplne rovnako vieme, ako sa ¢aso-
vé siradnice menia ¢asovym posunom. A teda vieme Uplne rovnaky argument zopakovat** aj pre linearitu
¢asovych transformacii.

Na zaver sa teda este skiusme zamysliet, ako by sa prejavila pripadna nelinearnost transformacie suradnic.
Vyuzijeme znovu trik so sustavami vzdialenymi o nejaké d. Na pomoc si mdzeme zobrat pravitko, na ktorom
sa, ako sa na spravne pravitko patri, nachadzaja v pravidelnom intervale znacky. Ak by transformacia siradnic
nebola linedrna, relativna vzdialenost znaciek by sa menila, to by ale znamenalo, Ze vieme rozlisit medzi dvomi
inercidlnymi sustavami, ¢o by ale bolo v spore s predpokladom tedrie relativity (to, ¢i je tento predpoklad
spravny, fyzici prakticky testuju tak, ¢i produkuje experimentalne a teoreticky konzistentné vysledky).

2 Ak sa vzdjomnd rychlost sustav nement, koeficient a nemoze zavisiet od ¢asu. Verime totiz, Ze fyzikalne zdkony by nemali z4leZzat
od toho, od akého okamihu meriame ¢as. Ak by a zaviselo od ¢asu, aj keby bola vzdjomna rychlost dvoch sustav rovnaka, dalo by sa
to spozorovat.

24V kratkosti, staéi v predoglej ivahe vymenit priestor za ¢as a vietky priestorové intervaly za ¢asové a celd tivaha zostane v plat-
nosti.
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