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RieSenia 2. kola letnej Casti

2.1 Kontakt vzorak Hovorca, opravoval Hovorca

Reproduktoru sa odbornejsie vravieva i elektroakusticky menic. Tento nazov nam napoveda, ako reproduk-
tor funguje - ide o zariadenie, ktoré meni elektrické signaly (audio signaly) na kmitanie membrany repro-
duktora, ¢im vznikd akusticka vlna (zvuk).

Audio signal je teda v podstate zvuk reprezentovany pomocou elektrického signalu — pradu. Preto ak zapoji-
me konektor do pocitaca, mobilu alebo iného zariadenia generujiceho tieto audio signaly, obvodom preteka
prud a reproduktor produkuje zvuk podla signalov.

Preco teda pocujeme praskanie v pripade, Ze sa konektora dotkneme? Odpoved je rovnaka, ako v pripade
zapojenia do zdroja signalov. Ide o nejaky prad nabitych castic - teda naboj sa premiestiuje z nasej koze
do reproduktora (jednosmerny prad), pripadne len kmitaji naboje na nasej kozi, ktoré nasledne rozkmi-
taju nabité Castice v konektore (striedavy prud). Reproduktor si len plni svoju elektroakustickomenicsku
povinnost. Kde sa tam ten naboj ale berie?

Predtym, nez sa pustime do zodpovedania tejto otazky, odportucame, aby ste si spravili niekolko experimen-
tov doma sami. Potrebujete na to reproduktory s konektorom a seba, pripadne ostatnych ¢lenov domécnosti.
Vyskusajte sa konektora chytit. Chytte sa ho aj spotenou rukou. Skuste prilozit konektor ku kablu, napdja-
jucemu reproduktory. Prilozte konektor k mobilu a zavolajte nan. Vo vsetkych pripadoch budete pocut
praskanie, av$ak konektor ani v jednom pripade nie je zapojeny. Co sa teda deje?

V nasom okoli sa vyskytuje mnoho elektrickych poli. Napriklad telefénne hovory zabezpecuju elektromag-
netické vlny. Elektromagnetické pole vznika aj v okoli vodi¢ov, ktorymi preteka prud - napriklad napajacie-
ho kabla. Nasa koza zachytava tieto vlny (sprava sa podobne, ako anténa) a na kozi vznika elektrické napaitie.
Koza sa potom sprava ako kondenzator a uchovava elektricky néboj.

Tento naboj potom ,,pradi® (¢i uz ako usmerneny prud, alebo ako kmitanie nabitych ¢astic na nasej kozi) do
konektora, teda sa sprava ako audio signal potrebny pre fungovanie reproduktora. Pritom pokial obvodom
preteka jednosmerny prud, tak sa nasa koza (ako kondenzator) vybija, a teda budeme pocut hlasné puknutie.
Striedavy prud sa prejavi ako suvislejsie Sumenie o frekvencii 50 Hz (lebo taky prud preteka aj kablom), ¢o
je pre ludské ucho pocutelna frekvencia.

Konektor samotny sa tieZ sprava ako anténa, teda ak konektor prilozime k miestu, kde je pole (napr. do okolia
kabla ¢iku zvoniacemu telefénu), pritomnost nasej koze nie je vobec potrebnd. Preco teda nepocujeme (alebo
pocujeme len velmi tiché) praskanie v situdcii, ked je konektor len tak volne na vzduchu, daleko od vietkého?
Pretoze vzduch je velmi dobry elektricky izolant pri beznych podmienkach.

Merny odpor vzduchu pri izbovej teplote je okolo 10° Qm az 10> Qm. Prad teda velmi dobre nevedie.
Odpor ludskej koze je aj medzi vzdialenymi bodmi vyrazne nizsi, a tak nase telo lepsie ,,produkuje” elektric-
ké audio signaly pre reproduktor. Preto po dotyku s konektorom pocujeme praskanie, resp. pocujeme ho
silnejsie, ako bez dotyku.
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2.2 Klenoty v Rio Pecos vzordk Hovorca, opravovala Nina

Prvou myslienkou, ktora nam napadne po precitani si zadania tlohy, mo6ze byt napriklad: ,,Pockat, ¢o? VSak
predsa nekonecna, nie?” Ak je rieka dokonale ¢ira, tak by skrz vodu malo byt vidno aj v nekonecnej vzdia-
lenosti, nie? Tato myslienka vsak v nasej situacii spravna nie je. Spravnou by bola v pripade, ak by sa hlada¢
pokladov Kubo pozeral na poklad spod vodnej hladiny.

Prave vodna hladina je v tejto tlohe bodom zlomu - a to doslova. Na poklad dopada (i ked cez vodu, ale
predsa) slnecné svetlo, ktoré sa od pokladu odraza do vSetkych smerov. Tieto lic¢e smeruji k vodnej hladine,
kde sa bud odrazia naspit alebo prejdu hladinou a v procese sa zlomia — zmenia smer, respektive uhol voci
hladine.

A tu uz sa dostavame aj k nejakému fyzikalnemu zakonu. Nech svetelny li¢ dopada na rozhranie dvoch
prostredi (v nasom pripade vodnu hladinu) pod uhlom 6, vo¢i kolmici na rozhranie a prechadza rozhranim.
Potom sa podla Snellovho zakona zlomi a opusta rozhranie pod uhlom 6, vo¢i kolmici na rozhranie, pricom
plati

sinf;, n,

b

sinf, n
kde 7, je index lomu prvého prostredia a n, je index lomu druhého prostredia.

vzduch n,

voda n,

Obrazok 1: Snellov zdkon

Vidime vsak, Ze tato rovnica, Snellov zakon, velmi dobre vymedzuje, aky musi byt uhol 6,, aby lu¢ vobec
presiel rozhranim. Vieme totizto, Ze uhol 6, musi byt mensi ako 90°, inak 1a¢ rozhranim neprechadza, ale
odraza sa nazad do vody.

vzduch n,;

voda n,

Obrazok 2: Kriticky uhol
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Aby teda lu¢ vobec vysiel z vody (a tak mohol byt uvideny nad hladinou hladiacim Kubom), musi platit
0, < O, kde 6y je tzv. kriticky uhol, teda taky uhol 6, pre ktory by platilo 8, = 90°. Tento uhol je v nasom
pripade rovny

. np . . .
0y = arcsin (— sin 90°) = arcsin — = arcsin = 48,704°.

n n; 1,331
Nastat teda mozu tri pripady. Ak bude 6, > 6, lu¢ vychadzajici od pokladu sa odrazi od hladiny nazad
do vody, a teda sa ku Kubovi nedostane. Ak bude 6, = 6, 1G¢ sa $iri rovnobezne s hladinou. Kubo ma o¢i
v nejakej vyske nad hladinou, avak velmi malej. V hrani¢nom pripade (kedy oko povazujeme za bod prave
na hladine) teda takyto 1a¢ uvidi. No a samozrejme pre 6, < 0y Kubo lu¢ uvidi.

L

O,

p

Obrazok 3: Vysledna vzdialenost

Teraz uz lahko vidime z obrazka, ze pre maximalnu horizontalnu vzdialenost L, v ktorej Kubo poklad uvidi,
musi platit

L
tan 0 = —,
H
takze

L=Htan 6, ~ 113,845 m,

¢o je najvacsia horizontalna vzdialenost, v ktorej Kubo poklad uvidi.

2.3 Kolotocova socha vzordk Nina, opravoval Hovorca

Na zaciatku, kym je koloto¢ v pokoji, posobi na Tomadsa len tiazova sila F, = mg dand jeho hmotnostou.
Touto silou je dalej napinané lano, na ktorom je sedacka, na ktorej Tomas sedi. Zo zakona akcie a reakcie
tomu zodpovedajucou silou opacného smeru pdsobi na lano aj rameno kolotoc¢a. KedZe tiazova sila posobi
priamo nadol, aj lano so sedackou visia priamo pod zavesom lana.

Nasledne, ked sa koloto¢ roztodi a odstrediva sila za¢ne na Tomasa pdsobit smerom von od osi otacania,
¢im ho vychyli smerom von a o AR zvacsi polomer jeho obeznej drahy. Zadanie ndm tu dovoluje hmotnost
lana (zavesu) slobodne zanedbat, takze o lane mézeme nadalej predpokladat, Ze je rovné a napinané v smere
vyslednice tiazovej a odstredivej sily pdsobiacej na Tomasa. Odchylku zavesu od jeho pokojového stavu
oznacme ¢.

Pozorné oko si tu mdze v§imnut, Ze nam vznikol pravouhly trojuholnik, ktorého preponu tvori vychylené
lano dlhé 5 m, odvesna protilahla k ¢ (rovnobezne zo zemou) je AR a odvesna prilahldk ¢ jedlha5m—-1m =
4 m (dlZka lana ktoré na jej mieste viselo, kym bol koloto¢ v pokoji minus 1 m o ktory sa Tomas zdvihol od
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zeme po roztocen{ koloto¢a)'. Potom odchylku ¢ si mozeme vyjadrit ako ¢ = arccos(%) = 36,87° a dlzku
odvesny AR vypocitame z Pytagorovej vety ako

52 = 4% + AR?
52— 42 =9 = AR?

3=AR.

Tymto sme ziskali nielen polomer Tomasovho obiehania R, = R+ AR = 3 m + 3 m = 6 m, ale aj pomer
medzi velkostami tiaZovej a odstredivej sily pdsobiacej na Tomasa. To preto, Ze tiazova, resp. odstrediva sila,
maju rovnaky smer ako k ¢ prilahla, resp. protilahla odvesna, a preto, Ze koniec lana je napinany vyslednicou
tiazovej a odstredivej sily, ¢ize lano (prepona v pravouhlom trojuholniku) ma s touto vyslednicou rovnaky
smer. Ziskame teda, Ze

4m:3m=F,;:Fy

Cize
P 4
g~ 3 od
Tu F, = mga Foy = mw?R,, takze
3mg = 4mw’R,
3
w= _g.
4R,

KedZe w je uhlova rychlost, v ktorej 21t/s by znamenalo jednu otocku za 1 s, vyslednt dobu obehu T'modzeme
vypocitat ako

T_27t_ 27T B 2146 m

w /3 /3-981m/s?
IR,

5,67 s

2.4 Kolko toho papier znesie... vzordk Marcel, opravoval Marcel

Prva vec, ktort treba urobit hned, ako si precitame zadanie, je zadefinovanie si nasho problému. Tak to
spravime aj my.

Zadanie od nas chce nameranie zavislosti nosnosti harmonikového mosta od poctu jeho zubov. Pocet zu-
bov budeme ratat ako pocet vrcholov smerujucich iba hore (alebo iba dole). Teda ak prehneme list A4 na
$tyri Casti, na§ most bude mat dva zuby. Taktiez je vhodné, aby sme pri nasich meraniach menili iba tento
parameter, kedZe jeho vplyv na nosnost chceme preskiumat. Preto sme sa rozhodli, Ze nase mosty budi mat
vzdy konstantnu Sirku 10 cm a zataz budeme vzdy rozkladat na rovnaky povrch (vyrobili sme si vedierko
so zavesom, do ktorého sme pridavali zavazia). Aj tieto parametre maju totiz na nosnost velky vplyv: napri-
klad je rozdiel, ¢i sustredite zataz do jedného bodu, alebo ju rozlozite po celom povrchu. Posledna vec, ktoru
si musime zadefinovat, je kolaps mosta. Budeme nim chapat akékolvek zrutenie, ¢i uz by to bolo preklopenie,
zo$myknutie, alebo pokrcenie a spadnutie.

Samotna realizacia experimentu by mala byt pomerne jednoducha. Vezmeme A4, prehneme ju na sprav-
nych miestach a mame most. Najdeme medzeru, ktora je o kiisok kratsia ako dlzka A4, polozime, pripadne
upevnime most a za¢neme merat.

!dusa matematika sa uz iste tesi, ze vidi Pytagorejsky trojuholnik, ostatni po¢itame dalej
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Obrazok 4: Aparatiira: most

Pre kazdy pocet zubov mosta je vac¢sinou vhodné urobit viacero merani. Pokial ste papier skladali vzdy
rovnako presne, ukaze sa, Ze vysledky sa medzi jednotlivymi meraniami pre ten isty pocet zubov mosta
nebudu skoro vobec odlisovat.
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Obrazok 5: Graf zavislosti nosnosti od poctu zubov

2Vo véeobecnom pripade si musime dévat pozor na rozptyl nagich merani a odchylku nameranych hodnét od priemernej. Cim
je tato odchylka vyssia, tym viac merani by sme mali spravit, aby sme si boli findlnym vysledkom naozaj isti.
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Ako vidite, merali sme’ v rozpiti od jedného po dvadsat zubov, av$ak nie tplne vsetky poéty zubov. Dovod
je prosty: z mensieho mnozstva merani vieme predpovedat, ako bude vyzerat zvysok zavislosti. Ak budeme
zvy$ovat pocet zubov az po 8, nosnost mosta bude rast az po 360 g. Pri velmi malom pocte zubov zvykol
most skolabovat najma kvoli ohybaniu zubov, ktoré boli prili§ dlhé do stran. Po prekroc¢eni hranice 6smich
zubov zacinali byt zuby mensie. Tym sa ale stavali aj menej pevnymi, a teda sa pri zatazi kréili.

Obrazok 6: Prvy méd zlyhania: ohnutie mosta

3Za poskytnuté data dakujeme TMFékom z GJH, ktori ttto tlohu riesili pred priblizne 6smimi rokmi pre vietky mozné typy
mostov. Pre zaujimavost, z jednej A4 sa d4 vyrobit most, ktory unesie 14 kg. Ano, &itate dobre.
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Obrazok 7: Druhy méd zlyhania: pokrcenie mosta

2.5 Kazdy rocnik treba valec! vzorék Patrik, opravoval Patrik

Ako to pri ulohach podobného typu chodi, na tvod si zostavime rovnice pre sily a momenty sil. Treba si v§ak
dobre uvedomit aké sily pdsobia a hlavne ktorym smerom.

Vo vertikdlnom smere nam pdsobi trecia sila T, od steny s posobiskom v bode dotyku a smerom, ktory
spomaluje valec, teda smerom ,.hore®. Tiazova sila F,, ktorej posobisko bude v fazisku valca so smerom
»dole“ a nakoniec normalova sila N; od podlahy s pdsobiskom v bode dotyku s podlahou a smerom hore.

V horizontalnom smere nam pdsobi normalova sila N, od steny, s posobiskom v bode dotyku a so smerom
»doprava“. Trecia sila T} od podlahy s posobiskom v bode dotyku a smerom ktory spomaluje valec, teda
»dolava®

NSOUONNNANNDNNANN

Obrazok 8: Sily dokreslené do obrdzku zo zadania.
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V poslednom kroku pred zostavenim rovnic je dolezité si uvedomit, ktoré sily budt mat vzhladom na os ro-
tdcie valca moment. Sily F,, N;, N, nemaju vzhladom na os moment, takZe v nadej momentovej rovnici
sa budu nachadzat jedine sily T} a T,. Rovnako vieme, Ze rotacia valca sa postupne spomaluje, preto je jeho
moment ¢, kde I je moment zotrvacnosti a € uhlové zrychlenie, resp. spomalenie.

Zostavme si teda rovnice:
T2 +N; = Fg,

TIZNZ)
ISZ—R'(T1+T2).

Vieme, Ze pre treciu silu plati T' = fy, tiazova sila je F, = mgavztah pre moment zotrva¢nosti valca je I = 3mR2.
Preto nase rovnice napiSeme ako

fNZ + Nl =mg,
AN =N,
1 2
EmR &= —Rf (N1 +N2) .
Z druhej rovnice dosadime N, do prvej a vyjadrime si Ny,

mg fmg
N, = .
1+ j2 - 2T 1+p

Zistené N; a N, dosadime do momentovej rovnice, no predtym v nej vykratime jedno R:

sz1+N1 mg = Nl

1 R~ fmg
EMR“:_][(HJ‘2 1+j2)
AR 1+
R 1+f

Mozeme si vSimnut, Ze ndm vyslo uhlové zrychlenie zaporné, a teda sa jedna o spomalenie. Taktiez vidime,
ze sme si ho vyjadrili cez vSetky zadané parametre. Na to, aby sme zisitli pocet otociek, po ktorych valec
zastane, potrebujeme si vyjadrit uhlova rychlost v zavislosti od ¢asu. Pre ¢as po ktorom valec zastane plati,
ze v nom je rychlost nula, a preto

Q(t) =wy—leg[t=0 = t=—-

Pre uhol, o ktory sa valec otoci, plati

1 w: 1 w: 1 w?
p(t) = wot = 2 |e| £ = T2 - e 5 = =
2 el e 2el

A teraz uz mame vyhraté, pretoze pocet otociek je vlastne iba opisany uhol predeleny uhlom jednej otacky,
coje 2m:

¢ wj Rwj 1+f

T2 4rmle] 8fgn 1+f
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2
Pocet otociek, po ktorych valec zastane, je N = g}% : %
2.6 Kovovy zavit (séria ,,Vyhadzovanie) vzorak Lucka, opravovala Lucka

Pozrime sa najprv, ¢o sa deje s letiacim zavitom pocas jeho dobrodruznej cesty. Na zaciatku sa po vyhode-
ni nachddza v statickom magnetickom poli, takZe jedind sila, ktora zavit citi je gravitacnd. Potom sa vSak
dostane na rozhranie, kde sa uz za¢nu diaf zaujimavé veci. Nas v§ak zaujima, ¢o sa deje, ked pada dole cez
rozhranie, a preto sa budeme venovat tomuto pripadu. Po prechode cez rozhranie na zavit pdsobi opit len
gravitacna sila, ¢ize v uréitom bode za¢ne padat dole (¢i uz vplyvom gravitacnej sily alebo stropu). Takze,
podme sa pozriet ¢o sa bude diat, ked bude zavit padat cez rozhranie.

Z Faradayovho zakona elektromagnetickej indukcie vieme, Ze ak mame uzavrety vodic a jeho vnutro sa na-
chadza v ¢asovo meniacom sa magnetickom poli (to, ¢o sa deje mimo vodi¢a nas nezaujima), tak sa vo vodici
vytvara elektricky prud (nazyvany aj indukovany). Teraz potrebujeme este zalovit v pamiti a spoment si na
to, ako vyzera Lorentzova sila, konkrétne jej zlozka popisujica magneticku silu. Ta je dana ako vektorovy
sucin rychlosti ndboja s magnetickym polom a to celé je vyndsobené este nabojom, Cize

F.=q(7xE).

Vidime, Ze ak mame nenulové magnetické pole a vo vodi¢i maji naboje nenulovu rychlost vzhladom na
vodic (¢ize nim tecie prad)*, ktora nie je rovnobezna s magnetickym polom, potom na vodi¢ posobi nenulova
magneticka sila.

Takze si to zhriime: pri prechode rozhranim sa vo vnutri vodi¢a meni magnetické pole z 0 na B, ¢ize podla
Faradayvho zdkona elektromagnetickej indukcie sa ndm indukuje prud, takZe nastdva pohyb nabojov vo vo-
di¢i, a preto je rychlost nabojov nenulova. Z faktu, Ze zavit nemenil svoju orientaciu a z obrazku v zadani
vieme, Ze zavit sa pohybuje v rovine kolmej na B. Ked sa teraz vratime spat k magnetickej sile, vidime, ze B
a v budu vzdy na seba kolmé, pretoze naboje nemo6zu uniknit z vodica a teda z vektorového stcinu sa stane
obycajné nasobenie.

Este v§ak musime zistit znamienko. Teraz prisiel ¢as pozriet sa na zibky Lenzovmu zakonu: Indukovany
prad md taky smer, Ze svojim magnetickym polom p6sobi proti zmene magnetického pola, ktord ho vyvolala.
V naSom pripade sice magnetické pole smeruje od nas, ale pre nas je dolezita zmena magnetického pola.
Kedze nas zavit pada tak pole sa zmensuje, ¢ize zmena je dana opa¢nym smerom, ¢iZze k nam a teda prud
bude dany polom od nas.

Uz sme skoro v cieli, staci, ak si zopakujeme Ampérov zdkon a pomocou pravidla pravej ruky vidime, ze ak ma
magnetické pole smerovat od nas (tak ako na obrazku v zadani), potom prud musi tiect v smere hodinovych
ruciciek.

Pozrime sa aka sila posobi na jednotlivé strany zavitu. Na bokoch zavitu je sila rovnako velka, ale opacne
orientovana, ¢o v idedlnom pripade spdsobi, Ze sa tieto sily navzajom vyrusia, avsak svet nie je idealny a teda
zavit sa vplyvom tychto sil mierne zdeformuje.

“Striktne vzaté, elektrény maja z pohladu termodynamiky stalé nejakt nenulovti rychlost, avéak teraz méme na mysli usmer-
neny pohyb elektrénov.

otazky@fks.sk 9 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 2. kola letnej casti ° é)é)é)

Nas vsak zaujima sila F,, ktord pdsobi proti gravitacnej sile a bude sposobovat to, ze zavit sa po case pri
prechode cez rozhranie ustéli. Takze mame rovnicu

Fg = Fz,

mg = qvB.

To, ¢o nepozname, je v naSom pripade rychlost pohybujicich sa nabojov. KedZe v je konstantna, v = s/t
a ak s = L, magneticku silu vieme napisat v tvare

Pg:L(%)B:Lﬂi
Takze potrebujeme zistit velkost indukovaného prudu. Tak podme na to.

Indukovany prud vznika v désledku indukovaného napitia, ktoré je dané ako zaporna mala zmena magne-
tického toku A® za maly cas At.

Us=-—
At

Predpokladajme, Ze zavit pada uz ustalenou rychlostou, takze moézeme napisat, Ze zavit poklesne o Ay = vAt
a teda celkova plocha sa zmeni o AS = LAy = LvAt. Pole B sa nam v ¢ase nemeni, a preto

A® = ASB = LvAtB.

Z toho dostavame vztah pre U,
U= -LvB.

Dosadenim U = RI dostdvame, ze I = 2. Tento vysledok dosadime do vztahu pre magnetickd silu a z rov-
nosti magnetickej a gravitacnej sily dostavame vztah pre rychlost ako
mgR
y= 8%
B?I?

Na zaver sa pre zaujimavost mozZeme pozriet na to, ¢o sa deje, ked zavit leti hore a pri tom prechadza cez ro-
zhranie. KedZe magnetické pole sa nam postupne zvicsuje, zmena magnetického pola bude smerovat k nam
a teda opit z Lenzovho zakona dostavame, Ze prud pdjde proti smeru hodinovych ruciciek, takze magnetic-
ka sila bude smerovat dole a teda z Flemingovho pravidla favej ruky zistujeme, Ze zavit bude spomalovany.
Takze sa nam moze stat, ze ak Lucka vyhodi zavit s malou pociato¢nou rychlostou, tak zavit nemusi cely
prejst rozhranim.

2.7 Kometu spatril jsem, povézte, kam leti? vzordk Majo, opravoval Majo

Kométa ma hmotnost m a hviezda M. Keby sme vedeli s istotou povedat, ze m << M, tato tloha by sa stala
omnoho jednoduch$ou. Toto ale nemusi platit. Preto sa aj hviezda bude nejako hybat.

Aby sme mali nejaky bod, ktory sa nehybe, a mohli urcovat suradnice vzhladom nan, presunime sa do su-

. . > v > v —> —> ’ 7 . > v . ’
stavy spojenej s taziskom. Ked oznacime x; a xj, polohové vektory kométy a hviezdy v taziskovej sustave,
dostdvame vztah

mx;, + Mx;, = 0. (2.7.1)

https://www.fks.sk/ 10 otazky@fks.sk


https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

‘ é)é)é) Riesenia 2. kola letnej casti

r v AN a . e 7 LN 7 . v, —> —> Ve s
Zaroven mozeme pre tato situdciu popisat rozne zakony zachovania. Oznac¢me vy a vj, vektory okamzitych
rychlosti kométy a hviezdy. Zo zakonu zachovania hybnosti mame vztah:

mv;, + Mv, = 0. (2.7.2)

Zo zakonu zachovania momentu hybnosti zase mame:

mx; x v + Mxj, x v, = f (2.7.3)
Napokon zo zakonu zachovania energie mame
1 1 GmM
im IVZIZ + _MWZ - T _-E (2.7.4)
2 2 EEEA

R
Konstanty | L | a E vieme dopocitat z informdcii o tom, ako vyzera situdcia v najvzdialenejsom bode orbity
kométy a prvych dvoch rovnic. V tom pripade dostaneme dalsie dve rovnice:

X — Xno| = R, (2.7.5)
V| = v. (2.7.6)

Pouzitim rovnice 2.7.2 v rovnici 2.7.3 dostavame

- —  — — — —  — — — — — —
L :mxko><Vk0+Mxh0xth:mxkokao—mthkaozm(xko—xho)kao.

Vektor x;, — Xp,, je kolmy na vektor v,,. Vdaka 2.7.5 a 2.7.6 pre velkost celkového momentu hybnosti plati
- — —>| |
‘ L | =m |xk0 - xho‘ ‘ka| = mRw. (2.7.7)

Podobne postupujme pre energiu. Najprv do 2.7.4 dosadme 2.7.5:
1 2 1. 52 GmM
E=- + M| - =,

2 m ‘Vko‘ B ‘Vho‘ R

Dalej do tohto vztahu dosadme 2.7.2:

1 e 1m? 52 GmM 1 m 2 GmM
E:—m‘vk0| + - vk0| ——— =1+ = |m|vg| ——.
2 2M 2 M R

Napokon pouzitim 2.7.6 mame:

1 GmM
E=—(1+T)mv2—L. (2.7.8)
2\ M R

7 v . 7 . v . 7 . s> > > > pv 7
Mame teda Styri vektorové rovnice so $tyrmi neznamymi vektormi xi, xj,, vk, vi. KedZe vektory, ktoré
pouzivame, su trojrozmerné®, v skuto¢nosti mame 10 rovnic s 12 neznamymi®. Potrebujeme este do nich
ponahadzovat predpoklady tak, aby sme dostali tolko rovnic, kolko neznamych.

>Lebo Zijeme v trojrozmernom vesmire — teda aspon tak ho popisujeme a vnimame.
SPrvé tri rovnice su rovnosti vektorov, a tak nest tri kusy informacie, v kazdej zlozke jednu. Naproti tomu rovnica 2.7.4 je
rovnost skaldrov, a tak nesie len jeden kus informacie.
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Prvy predpoklad, ktory pouzijeme, je, ze si uvedomime, Ze celd situacia sa odohrava v rovine. Takze mozeme

) . v 2 4 —_ > —> —> 7 ’ . v 7
nastavit tretiu zlozku kazdého z vektorov xi, xj,, vk, v, nulovi. Tymto sme sa dostali k tomu, Ze mame 7
rovnic s 8 neznamymi - stale to je malo.

Do druhého predpokladu zabalime to, kedy oc¢akdvame, Ze budu k sebe kométa a hviezda najblizsie. Ked
’ . . .y — — —_— . 7. 7 .y ’ .
bola kométa v najvzdialenejSom bode, vektory vy, a xi, — X3, boli navzajom kolmé. Ni¢ nam teda nebrani
. > . 7 7 —> —> . —> . 7
zaviest suradnicovy systém tak, aby bol vektor x;, — x;,, v smere osi x a vektor v,, v smere osi y. Potom st
—> —> v I by > v 7 ’ . . ’ —> —>
vektory vy, a vj,, rovnobezné s osou y a kedze tazisko mame v strede suradnicovej sustavy, vektory xi, a xj,
st rovnobezné s osou x.

V pripade, ked bude kométa najblizsie, ocakavame, Ze budi mat vsetky tieto Styri vektory opa¢nu orientaciu,
ako ked bola kométa najdalej’. Sturadnice vektorov v bode, kde nastane minimum vzdialenosti, zapisme
v tvare

x—)k = (-xk) 0) O) > ;h) = (xh, 0, 0) N
7]: = (0> Vk,O), 7}: = (0, Vh,O).

Este predtym, ako sa pohneme dalej, si uvedomme, Ze takymto sposobom vieme zapisat vektory v prave
2 bodoch - ten, kde je vzdialenost kométy a hviezdy najmensia, a ten, kde je najvacsia. Toto pozorovanie
sa nam este zide.

Ked vyuzijeme tieto Styri zapisy vektorov, nade $tyri rovnice sa ndm zjednodusia na tvar

mx; + Mxy, = 0, (2.7.9)
mvy + Mvy, = 0, (2.7.10)
mxivie + Mxyvy, = L, (2.7.11)
1 1 GmM

—mv? + —Mv? — E. 2.7.12
2mvk 5 v, ( )

[k = X
Toto st uz naozaj len $tyri rovnice so $tyrmi neznamymi, ako sme potrebovali. Teraz ich uz len vyriesit.

Bez ujmy na vSeobecnosti si povedzme, ze x; > 0. Z 2.7.9 potom mame, ze x;, < 0. Preto x; — x;, > 0, a tak
sa mozeme zbavit absolutnej hodnoty v 2.7.12.

Povedzme, Ze sa pokusime vyjadrit x;. Vyjadrime x;, z2.7.9 a v, 2 2.7.10 a dosadme ich do 2.7.11 a 2.7.12:

m

Xn = _Mxlw
m

Vi = _A_/Ivka

2
L = mxpvi + Mxkvk)

1 1 m? GmM
E:EmviJr e e

V- .
DM F x+ 2y

’Symetria nas nepusti — celd situdcia musi byt nutne symetrickd podla osi x. Ak teda nemé byt najmensia vzdialenost dosiahnut4
v dvoch réznych bodoch (uvazujeme, Ze nenastal pripad, Ze je dosiahnutd v kazdom bode), musi sa nadobudnut v tom bode
eliptickej trajektorie, ktory je presne oproti tomu, kde je vzdialenost najvacsia.
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Po upratani
m
m({l+—|xv =1L,
(1 52 v

_m(1+ﬁ)vz_Gn’l—M
270 M) (14 g)

1
S

Vyjadrime z prvej z rovnic v, a dosadme ho do druhe;j:

L

m(1+ﬂ)xk)

M
1 m L ’ GmM
—m(1+—) L o emM
2 M m(1+1\m4)xk xk(1+1\m4)

Upracme tuto rovnicu, zbavme sa $karedych menovatelov a upravme na kvadraticka rovnicu:

Vi =

1 L? GmM

— —_ :E)

2m(1+ ) x(1+5)
L2
— -~ Gm*Mx;, = Em (1 + ﬂ) X7, (2.7.13)
2 M

12
Em(l + ]\%)xi + Gm*Mxj, — 5 =0

Skor ako prejdeme k rieseniu tejto kvadratickej rovnice, tak si uvedomme, ze my pozname jedno jej rieSenie —
nim je rieSenie, kedy bude kométa v najvzdialenejSom bode. Tato rovnica sice vyzera $karedo, ale ma nejaké
pekné rieSenie. Z toho vyplyva, Ze aj druhé rieenie nebude az tak skaredé, resp. ze diskriminant budeme
vediet odmocnit®.

Néjdime najprv diskriminant 2.7.9:

D = G*m*M? + 2Em (1 + %) I

8KedZe vieme jedno riesenie, mohli by sme zvolif aj takyto postup: najdeme xi, = ﬁR a celt rovnicu 2.7.13 (aj s dosadenym
E a L) predelime dvojclenom (xk - ﬁR) a ndjdeme rieSenie rovnice, ktort dostaneme. Tento postup je ale podobne nechutny
ako ten, ktory sa chystame spravit.
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® oo

Nadisiel ¢as na dosadenie EaLz2.7.8a2.7.7:

1 M
D = G*Pm*M? +2(§ (1 + ﬂ)mv2 - Gl)m(l + ]\%)mszvz

=m

M R

G2M2+2(1(1+E)v —@)(1+E)R2v2]
2 M R M

e (1 57) 225 (1 5 R
M M
G2M2+(( T)sz‘* 2GMRV)(1+@)]

M M
[ 2
G*M? — 2GMRY? (1+ﬁ)+R2 4(1+T) ]
_ M M

(GM - RV (1 ¥ %)] .

Diskriminant skuto¢ne vysiel dostato¢ne pekny, a teda ho mozeme jednoducho odmocnit. Pre rieSenia 2.7.13

preto plati

1
20 ) me - S

5 (- (1+3)
+

_ R R
T () v 29 (1 2)

Ked si vyberieme znamienko minus, dostdavame riesenie

—2GM 2 (1+2)
((1+5)v -2%) (1+5)
1 M

Xk, = (1+%)R= m+MR.

xkl = R,

Toto je presne riesenie, ktoré je v najvzdialenejSom bode pohybu kométy. Oc¢akavali sme, Ze ho dostaneme,

takze toto nam potvrdzuje, Ze sme (pravdepodobne) nespravili chybu vo vypocte.

Ked si vyberieme znamienko plus, dostavame riesenie

Z 2.7.9 vieme dopocitat aj xy,:

2 (14 m
X, = V(+M) R,

((1+5)v-2%) (1+5)

https://www.fks.sk/
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V najblizsom bode su tak kométa a hviezda vzdialené

(11 5)v

21+ )V

ka - th

Este by sa patrilo overit, Ze tato vzdialenost je najviac R. To nastane vtedy, ked
(14 )%
GM
29 - (1+5)v?

( m)z GM
1+ — v <—ry
M R

] M
re R(m+M)

V tejto nerovnosti nastane rovnost vtedy, ked bude rychlost taka, zZe kométa bude obiehat po kruznici. Pre
vyssie rychlosti bude kométa ,na opacnej strane hviezdy“ dalej od hviezdy ako R, resp. pre nizsie rychlosti
blizsie ako R. Zadanie ale tvrdi, Ze rychlost v bola v najvzdialenejsom bode, a tak je taito podmienka splnend’.
Takze mozeme s ¢istym svedomim prehlasit, Ze kométa sa dostane k hviezde najblizsie do vzdialenosti

(10 5)v

25 (1+3) 7

<R,

ka - xhz =

?Aj vdaka tomu si mézeme byt isti, Ze nikdy pri vypocétoch nedelime nulou. Zaroven vdaka tomu vieme overit, Ze oba vy-
sledky xi,, st vdcsie ako 0, ¢o sme vyuzili pri vypocte. Taktiez vdaka tejto podmienke nenastala situdcia, Ze by kométa ,,usla“ po
parabolickej ¢i hyperbolickej trajektorii.
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