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RieSenia 1. kola letnej Casti

1.1 Vytecna vzordk Matus a Jaro, opravoval Matus

Ur¢ite ste si niekedy v3imli, Ze ak si zoberieme otvorenu flasu naplnent vodou a za¢neme tlacit na jej steny,
vieme ovplyvnit rychlost, akou z nej voda vyteka. Bezne trva radovo sekundy kym vytecie plne napustena
flasa. Ale ak na flasu sko¢im, za¢ne pdsobit na vodu vo flasi silny tlak, ktory ju donuti rychlejsie opustit
nadobu.

Taktiez vieme, Ze v kvapalinach vznika hydrostaticky tlak. Na kvapalinu posobi gravitacna sila, ktora spo-
sobuje, Ze na kazdu ,vrstvu® kvapaliny vyvijaju tlak vSetky vrstvy nad nou. Preto ¢im hlbsie v kvapaline
sa nachadzame, tym vacsia tlakova sila na nas posobi.

Rovnaky argument mdzeme pouzit aj pri dvoch dierach v stenach nadoby z nasej tlohy. Jedna diera je nizsie,
a preto na kvapalinu v jej okoli pdsobi va¢si tlak, ktory ju nuti pradit von z nadoby rychlejsie.

Ak by nam vsak takéto vysvetlenie nestacilo a chceli by sme byt fyzikalne korektnejsi, mozeme sa odvolat
na Torricelliho zdkon. Ten nam priamo hovori, Ze vytokova rychlost idealnej kvapaliny je priamo umerna
druhej odmocnine vyske vodného stlpca. Teda ¢im hlbsie sa nachddza vytok, tym rychlejsie bude kvapalina
z nadoby vytekat.

Dobre, vieme uz, ze z nadoby bude vytekat za rovnaky ¢as viacej kvapaliny smerom k Hovorcovi, pretoze ten
ma svoju dieru umiestnenu nizsie ako Jaro. No to uz mame skoro vyhraté! Zo zakona akcie a reakcie vieme,
ze dva hmotné body na seba pdsobia rovnako velkymi silami opa¢ného smeru. Napriklad ak ste niekedy
videli nejaky historicky vojnovy film z novovekej éry, tak ste si mohli v§imnut, Ze ked vystrelime gulu z dela,
delo sa pohne opa¢nym smerom. Rovnaké to bude aj pri nasej nadobe.

Z Jarovej strany posobi na nadobu rovnaka sila, aka pdsobi na vytekajucu kvapalinu z jeho diery. Z Hovor-
covej strany posobi na nadobu opit rovnaka sila, akd posobi na vytekajicu kvapalinu z Hovorcovej diery.
KedZe ale vieme, Ze obe diery st rovnakej velkosti a kvapalina vyteka z Hovorcovej strany rychlejsie, tak musi
na nu posobit vicsia sila. Avsak tieto dve sily pdsobiace na nddobu st opa¢ného smeru, takze vyslednu silu
ziskame ako absolutnu hodnotu rozdielu tychto dvoch sil. Smer vyslednej sily bude totozny so smerom véc-
$ej z dvoch sil. Vysledna sila pdsobiaca na nadobu preto pdsobi smerom k Jarovi a vozik s nadobou sa preto
taktiez vyberie smerom k Jarovi.

1.2 Vyhodné vycizelovanie vzorak Nina, opravovala Nina

Pozrime sa najprv na to, ¢o sa Lucka naucila pred svojim krokom do prazdna. Naucila sa lopticku vyhodit
tak, Ze lopticka ma vzhladom na nu vzdy rovnakd pociatoént rychlost. O tejto rychlosti vieme, ze ak Lucka
stoji na zemi (a teda sa nehybe), lopticka vystapi presne do vysky I. Z toho vieme urcit pociato¢na rychlost
lopticky hned po tom, ako ju vypusti z ruky, pretoze musi platit

N ?tz
F=wiv L0 (1.2.1)
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V

Rychlost lopticky v ¢ase t bude 0, takze vy + gt = 0 Cizet = 2+ Po dosadeni do (1.2.1) ziskame rychlost,
ktorou Lucka hadze loptu,

Ay Sy (1.2.2)

V momente, ked Lucka vykroci v ustrety slobode a volnému padu, je vo vyske H a ona aj lopticka maju
vertikalnu rychlost 0. Nésledne viak Lucka aj s lopti¢kou padne volnym padom do vysky h, &ize do hibky
H - h, ¢o sa da vyjadrit rovnicou H - h = ‘%ﬁ, kde t, je ¢as, za ktory padne do hibky H - h. Z toho vidime, Ze

bude padat cas
2(H-h)
nzw————
4
—~ — |2(H-h
Vi=4 —( ) .
\l 4

V tomto momente sa zacinaju diat zaujimavé veci. Zadanie nam vravi, ze Lucka sa naucila vyhadzovat lop-
ticku rychlostou vy vzhladom na seba, nech sa s fiou uz deje ¢okolvek. To znamena, Ze ak v; a ¥; st rychlosti
Lucky a lopticky po vyhodeni lopticky, musi pre ne platit

a jej rychlost v hibke H - h bude

V=V + V. (1.2.3)

Zaroven si vSak mozeme v§imnut, Ze na sustavu Lucka-lopticka posobi jedina vonkajsia sila a to tiazova. Prva
impulzova veta ndm hovori, Ze ¢asova zmena hybnosti je tmernd vyslednici vonkajsich sil posobiacich na
sustavu. Sila, ktorou Lucka vyhodi lopticku, pdsobi pravdaze na lopticku a lopticka pdsobi rovnako velkou
silou naspét na Lucku, ¢o znamend, ze ide o vnutorné sily vramci sustavy a tieto nemézu zmenit celkovu
hybnost sustavy. Nech Lucka vyhodi lopticku tak, Ze sa prestanu dotykat, ked su obe ich taziska presne
vo vyske h. Potom musi platit

(M +m) vi = Mv] +mv,, (1.2.4)

kde v; je zaroven rychlost spoloéného taziska Lucky a lopticky v momente, ked sa prestant dotykat a vy,
V] st samostatné rychlosti Lucky a lopticky v tom istom momente. Do (1.2.4) teraz dosadime (1.2.3), ¢im
ziskame

(M+m)vi = Mv, +m(v] + V),

z ¢oho dostaneme rychlosti Lucky a lopticky

V= - v
L— VvVl — Vo >
M+m
- = M
V=V + WV
M+m
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Rovnica pre zvy$ok pohybu lopticky je

- B
h =vit,+=2=,
2
— 72
h=(v+v H+ 852
(7 °M+m)2 2

—_ > . > .7 v AV o 7 . a . . .
Tu vi, ¢ aj vy maju smer dole, takze mdzeme vektory nahradit skaldrmi s rovnakymi znamienkami:

M 5
h:(v1+vo )t2+&,
M+m 2

z ¢oho rie$enim kvadratickej rovnice pre ¢, ziskame

2 )\ H ()

Tu je ale spravnym rieSenim len

¥

pretoze len to je kladné.

2
M W%( Ao vi M) 2
m g M+m g

Pre celkovy cas este treba spocitat t; a t,, ¢im ziskame

T s ) [T ) 2
\ g m g
=f ( z ¢ ( wiw) 1)
g\M+m
1.3 Vive la résistance! vzorék Kubo, opravovali Kubo

Pre zaciatok si zavedme znacenie, nech sa v tom celom Iahsie orientujeme. Uzly zo skupiny A nazvime
Ay, A,, ..., Ay obdobne uzly zo skupiny B nazvime By, B, ..., By. Tolko pre zaciatok.

Celé rieSenie ulohy zvladneme jednym, velmi jednoduchym trikom. Ak maji dva body v obvode rovnaky
potencidl, nete¢ie medzi nimi prad. Netecie medzi nimi prad ani v pripade, Ze su prepojené vodi¢om, ¢i
rezistorom. Ako v ktoromsi svojom ucebnom texte k FKS napisal kedysi Juro Tekel, ked’ je medzi takymi
dvoma bodmi vodic, moZeme ho kludne rozpojit, nakolko by tadial aj tak prud netiekol; ak tam bol rezistor,
moZeme ho predat a kupit si Zuvacku.

Ako vsak mozno zistit, Ze dva body maju rovnaky potencidl, ked uz je to také uzitocné? (Aj vy mate radi
zuvacky?) Existuje niekolko trikov so zrkadlovym prevracanim schémy ¢i pocitanim napiti a teda potencia-
lov v jednotlivych bodoch. A potom existuje jedna naozaj jednoducha tivaha. Ak mame v obvode dva body,
do/z ktorych tect rovnaké prudy, ak su to body symetrické a ich vymenou by sa ni¢ nezmenilo, vtedy maju
rovnaky potencidl.
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Merajme teraz odpor medzi bodmi A;,A,. Ak sa poriadne pozrieme na obvod, zistime, ze vsetky body
z B maju rovnaky potencial - ak by sme napriklad medzi sebou prehodili body By, a By, situdcia v obvode
sa nezmeni. A uplne to isté plati o bodoch Aj, A4, ..., A, - tieZ maju vSetky rovnaky potencidl. Rozpdjanie
v nasom pripade prili$§ nehrozi - ved Ziadne dva body z A, resp. z B nie su vzdjomne spojené. MozZeme vsak
vSetky body s rovnakym potencidlom spojit do jedného uzla! Pozrime, ¢o nam to spravi so schémou - tu uz
pamaitajme, ze kazda z elips predstavuje jeden bod.

N
iﬁ“ﬁo A;
v1°¢
6» //
("e/.

Obrazok 1: Upravend schama zapojenia

Vidime, ze z uzla A, vedie do velkého uzla s b bodmi b paralelne zapojenych rezistorov, teda odpor medzi
tymito dvoma uzlami je %. Toto celé je k tomu pripojené este raz sériovo (medzi uzlami b a A,), teda plati,
ze odpor medzi dvoma bodmi z A je rovny Ry = 2%, Samozrejme, uplne symetricky, ak by sme vzali dva
body z B, odpor medzi nimi by bol rovny Rpp = 22

a

Ak budeme merat odpor medzi bodmi A, a B, opit vieme scucnit do jedného bodu A’ vsetky uzly z A
a do bodu B’ vsetky body z B (samozrejme, okrem A; a B; - body A’, B’ budu potom obsahovat a — 1, resp.
b — 1 pévodnych uzlov). Jeden rezistor vedie medzi bodmi A; — By; b — 1 rezistorov medzi bodmi A; — B';
(a—1)(b-1) rezistorov medzi bodmi A’ — B’ a napokon a—1 rezistorov medzi bodmi A’ - B;. Opit si mézeme
nakreslit obrazok.

Obrazok 2: Schéma zapojenia - spojili sme body s rovnakym potencidlom.

Jednoducho vieme povedat, Ze medzi A, B, st dve paralelné vetvy, jedna s odporom R, druha, zlozitejsia,
s odporom R,, ktory dopocitame. Vieme vsak povedat, ze celkovy odpor medzi nadimi dvoma bodmi je

Rup = ﬁ, ¢o si vieme napisat i krajsie, tento vyraz vak plati pre prave dve paralelna odporné vetvy: Ryp =
R Ry

RR, . oz . / / . . _ R R R

e, Odpor R, predstavuje tri sériovo zapojené paralelné skupiny rezistorov, teda R, = 377 + @Doe
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toto vieme upravit na spolo¢ného menovatela, na tvar

(a-1)+1+(b-1) a+b-1
Re= = Do-1D X aone-nr

Toto vieme dosadit do nasho vztahu

b- b-
Ran = RR, (a—a;-)(bl—l)Rz B (a_af)(bl_l)R ~ a+b-1 P b- lR
AB R+ Rx R+ a+b-1 R a+b-1+(a-1)(b-1) a+ b -1+ (a _ 1)(b _ 1) ab

(a-1)(b-1) (a-1)(b-1)

A teda po nepeknych, no jednoduchych tpravach dostaneme odpor medzi jednym z bodov z A a jednym
zbodov z B je rovny Rup = “2-1R.

1.4 Vodu zmieSame so zmesou... vzorak Marcel, opravoval Marcel

Na zaciatok sa musim priznat, Ze hoci som sa UFu venoval dost dlho, na tuto ulohu si vobec nepamitam...
No, podme k veci. Presne tak, ako pise zadanie, budeme zmiesavat sol' s cukrom, nasledne tato zmes zmie-
$avat s vodou a zistovat kolko tejto zmesi sa roztopi vo vode.

Pozrime si najprv kolko priblizne o¢akavame, Ze sa rozpusti takejto zmesi vo vode. Rozpustnost kuchynskej
soli podla tabuliek je 355 g/l a cukru priblizne rovnako. KedZe nechceme minut privela cukru a soli, tak by
sme mohli rozpustat zmes soli a cukru v 100 ml vody.

KedZe rozpustnost zavisi od teploty vody, budeme sa snazit tuto teplotu poc¢as merania nemenit (¢o by ale
nemal byt problém). Inak bude experiment prebiehat pomerne priamociaro: Do priehladnej odmerky nale-
jeme 100 ml vody, v nejakej miske si namiesame zmes v pozadovanom pomere a nasledne budeme pomaly
prisypavat zmes az pokial sa neprestane rozpustat.

Merania sme zapisali do tabulky:

Percento soli vzmesi Hmotnost zmesi

0 45,0 g
15 550¢g
25 58,0
33 450 g
50 52,0 g
66 50,0 g
85 42,0 g
100 350¢g

A nasledne z merani urobili graf:
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Obrazok 3: Graf zavislosti hmotnosti zmesi v nasytenom roztoku od percenta soli v zmesi.

Povedzme najprv nie¢o o chybach merania a az potom zhodnotme vysledky. Ako najva¢siu chybu merania
by sme tentokrat asi oznacili to, ze ur¢ovanie toho, kedy je roztok nasyteny sme nerobili nijako exaktne, ale
len spdsobom: ,,Ked to dost pomie$am a uz sa to nerozpusti, tak je to nasytené®. Problém bola u nas napriklad
sol, ktora obsahovala niektoré krystaliky, ktoré sa nerozpustili ani v pripade Ze roztok nebol nasyteny.

Hmotnost bola merand na desatinu gramu, ¢o je v porovnani so subjektivnym zistovanim nasytenosti roztoku
velmi presne.

Co sa tyka vysledkov, tak z nich asi nevieme vyvodit ziadnu zavislost. Je to spdsobené velmi velkou chybou
merania v rozoznavani nasyteného roztoku, ktora bude asi aj vac¢sia ako rozdiel medzi najvacSou a najmensou
nameranou hodnotou.

Ako by sme mohli experiment zlepsit? Asi by bolo treba venovat mu vela ¢asu, aby sa dala zmes cukru a soli
pridavat postupne, a mat ¢as na ich dokonalé rozpustenie. Za zvazenie by stal aj opacny postup: nie pridavat
cukor a sol do vody, ale vodu do cukru a soli. Takto by sme mohli pridat tolko vody, kolko by bolo treba na
rozpustenie zmesi a meranie by mozno bolo presnejsie.

Iny mozny postup je, ze nasypeme vela cukru a soli do vody a potom zistime kolko sa jej nerozpustilo. To by
ale znamenalo zistovat hmotnost toho, ¢o sa nerozpustilo, kvoli comu by bolo asi treba tuto zmes susit, aby
sme ju nevazili aj s vodou.

Takyto postup nam pride na prvy pohlad este menej presny ako ten, ktorym sme to merali. (A medzi nami,
to uz je teda co povedat.)

1.5 Viete... Klin sa bodom vybija vzordk Rony, opravoval Rony

Na zaciatok sa zamyslime, ¢o sa bude s klinom a hmotnym bodom diat. Hmotny bod je tahany tiazou dole,
no v ceste mu stoji naklonena rovina tvorena klinom. Tym samozrejme myslime normalov silu, ktorou klin
posobi na bod, aby sa neprepadol cez jeho povrch. Newtonov 3. zakon vs$ak kaze pre kazdua akciu, rovnako
velku a opacnu reakciu, teda hmotny bod bude tlacit opacnou silou na klin, ¢im sp6sobi, Ze klin sa mu
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bude uhybat zrychlenim, ktorého velkost ozna¢me A. Podobne ozna¢me horizontalnu zlozku zrychlenia
hmotného bodu a,.

Ak si teraz oznac¢ime horizontdlnu zlozku normaélovej sily ako N, a napiSeme Newtonov 2. zakon pre obe
telesd v tomto smere, dostaneme

MA = N,,
ma, = N,.
Z toho jednoznacne vyplyva, ze
ma, = MA. (1.5.1)

Dalej sa v rieSeni d4 pokracovat aj cez energie, no my si ukdzeme dve rieenia cez sily. Prvé sa da velmi lahko
aplikovat na vSetky podobné priklady, druhé je sice ¢istejsie, no je tazsie ho najst.

Riesenie 1 (pomocou fiktivnych (zotrvacnych) sil a neinercialnych sustav)

Predstavme si, ze sa nachadzame vo vztaznej ststave K spojenej s klinom. Klin v$ak zrychluje vzhladom na
prednaskovu salu, teda tato sustava je neinercidlna. V praxi to znamena, Ze na hmotny bod bude posobit
zotrvacna sila F, = mA, vid obrazok. Presne tato sila je to, ¢o nas tlaci do sedadla ked sedime v zrychlujucom
aute. Na hmotny bod v tejto ststave navyse pdsobia vsetky sily, ktoré nan posobili v inercidlnej ststave (tiaz
F, a normalovd sila N).

Preco sa oplati presunut do zrychlujticej sistavy K? Predsa preto, Ze klin sa v tejto ststave nehybe, a tak
to vlastne vyzerd, akoby hmotny bod len sklzol dole po naklonenej rovine zrychlenim a’. Toto zrychlenie
ndjdeme tak, Ze vypocitame priemet sil F, a F, na smer pohybu a pouZijeme Newtonov 2. zékon

1 1

V2 V2

Teraz chceme vyjadrit a, pomocou a’, aby sme mohli pouzit (1.5.1). Prv najdeme horizontalnu zlozku a;,
zrychlenia a’ v sustave K. KedZe a’ smeruje pozdlz naklonenej roviny, plati

ma' = Fgsina + F,cosa = —=(F, + F,) = (mg+mA).

1
a,=a cosa = —a'.

V2

V horizontalnom smere sa teda bod pohybuje so zrychlenim a/, vzhladom na klin, ktory sa pohybuje so zrych-
lenim A v opa¢nom smere vzhladom na prednaskovu salu. Tym padom zrychlenie a, hmotného bodu vzhla-
dom na miestnost ndjdeme ako

1
axza;—Azi(g—A).
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Dosadenim do rovnice (1.5.1) a upravou dostaneme finalny vysledok

m
m+2M

g.

RieSenie 2
Avsak pokial zo zrychleni pocitujete zavraty, riesit sa da aj v inercialnej ststave. Prv sa zamyslime po akej
trajektdrii sa bude bod pohybovat. V tom nam pomoéze obrazok:

Vidime, Ze ked sa bod pohne o x dolava a klin sa pohne o X doprava, tak na to, aby bod zostal na povrchu
klinu, musi vertikalne klesnut o

y=y+y,=Xtana +xtana

:X+x:x(1+ﬁ),
M

kde v poslednom kroku sme vyuzili rovnicu 1.5.1, kedZe x = Jat?, X = 1A, mx = MX. To ale znamend, Ze

bod sa pohybuje po priamej trajektorii pod uhlom f voci horizontéle,

tanﬁ:Z:(l+%).

X

V tejto (inercidlnej) sustave posobia na bod len dve sily, tiazovad F, a normélova N. Aby sa bod hybal po
priamke, musi aj vyslednd sila (vektorovy stcet F, + N) na bod smerovat po tejto priamke:
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Viimnite si, Ze silu N sme prekreslili tak, aby za¢inala na konci F, - tak sa graficky scitavaju sily. Zo sinusovej
vety v trojuholniku tvorenom vektormi N a F, dostaneme

N B Fq
sin (90° - B) ~ sin (90° + B — &)’
N - mg cos 3 o COS/)’. .
cos (a - fB) cos a cos 3 + sin asin 8
1
N=m R )
cosa + sinatan f3
mM
N=v2 :
g +2M

Teraz si uz len staci v§imnut, Ze horizontalna zlozka normalovej sily je

mM
m+2M

N,=Nsina=¢

a kedZe N je jedind horizontalne posobiaca sila na klin, mdme MA = N;, alebo

m
m+2M

A=g

1.6 Volta by sa v hrobe obracal vzorak Legolas a Hovorca, opravoval Hovorca

Elektromagneticka cast rieSenia

Oznacme si elementdrny naboj ako q. Potom elektrény vzdialené od seba d na seba pdsobia elektrickou silou
(elektrickou zlozkou Lorentzovej sily) velkosti

_1 e
° dmey d?’

pri¢om tato sila je odpudiva.

Elektrdn letiaci rychlostou v vytvara vo vzdialenosti d kolmo na svoj pohyb podla Biot-Savart-Laplaceovho
zakona pre bodovy naboj magnetické pole velkosti

Ko 9V
=220
4 d?
pri¢om toto pole bude kolmé na smer pohybu druhého elektronu, takze magneticka sila (magneticka zlozka
Lorentzovej sily) pdsobiaca medzi elektrénmi bude mat velkost

b

F,=gvB = )
m= VPSP

Tato sila je zase pritazliva (staci sa trocha pohrat s vektorovymi si¢inmi vo vztahu pre magnetickua zlozku
Lorentzovej sily, alebo si spoment, ze vodice so stihlasnym smerom prudu sa pritahuja).
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Vysledna sila teda bude nulova vtedy, ked sa budu velkosti elektrickej a magnetickej zlozky rovnat, ¢ize do-
stavame rovnicu, ktoru uz staci len vyriesit:

Fe:Fm)
1 @y @V
dmeg d>  4m &2
v2=—1 =c
€0l
v=og,

kde c je rychlost svetla. To je moZno prekvapivy, relativisticky vysledok.

Relativisticka cast rieSenia

Prvou rozumnou uvahou je nasledne tlohu znova vyriesit, tentokrat véak pouzijuc relativistické vztahy pre
magnetické a elektrické pole pre bodovy naboj pohybujuci sa rychlostou v vo vzdialenosti d od miesta, v kto-

rom pole hladame. V nasom pripade si mdézeme dovolit niekolko zjednoduseni, nakolko spojnica elektronu
a miesta, v ktorom polia hladdme, je vzdy kolma na smer rychlosti (elektrony sa hybu spolu).

Relativistické vztahy sa teda zjednodusia na (vraviac Cisto o velkostiach):

_, 1

4rey d?’

B lE v q 1
= —V = —_—
c2 ycz4ﬂ£0d2

kde y = —A= je Lorentzov faktor.
-2

Podmienka nulovej sily zostdva rovnakd, mozZeme riesit.
qE = F, = F,, = qVB,

qzl_vzqzl

y47‘[80 2 e 4mrey d?’
V2=
v=c

Vidime, ze dostavame rovnaky vysledok. Toto overenie je dobré urobit, avsak v dalsich tivahach sa zaobideme
aj bez neho.

Ked sa presunieme do vztaznej sustavy spojenej s elektronmi, udeju sa dve veci. Po prvé, v tejto ststave
nebude ziadne magnetické pole (lebo v nej skratka elektrony stoja), a teda sa elektrony budu odpudzovat.

Po druhé, zadanie sa meni na ind otazku - ako rychlo ma utekat pozorovatel pre¢ od elektrénov, aby sa mu
zdalo, ze sa elektrony neodpudzuju? Je vSak zname, Ze sily spdsobuju zrychlenie. Takze elektrony urcite budu
zrychlovat smerom od seba a hladana rychlost pozorovatela je teda taka, ze neuvidi elektrény zrychlovat. No
a to nastane presne vtedy, ked sa bude pozorovatel vzdalovat od elektrénov rychlostou svetla, lebo vtedy budu
»zamrznuté“ v jednom ¢asovom momente a teda ich zrychlovat neuvidi.
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Poznamky po opraveni

Gravita¢na sila, ktorou na seba elektrony pdsobia — aspon taka ta klasickd - je v tejto ulohe zanedbatelna.
Nebolo cielom tlohy uvazovat relativisticku gravita¢nu silu - ak ste ju do svojich vypoctov zahrnuli, samoz-
rejme na Skodu to nebolo ale na plny pocet bodov to nebolo vyzadované.

Viaceri ste v ulohe uvazovali akou rychlostou sa sprostredkovava elektromagneticka interakcia a teda ako rych-
lo musia elektrony pred nou utekat aby ich nedobehla, ¢o je tiez zaujimava uvaha. Riesenie Jozka Csipesa
dokonca predviedlo Lorentzove transformacie pre sustavu spojenu s elektronmi a laboratérnu ststavu. Na-
kolko je toto rie$enie podla moéjho skromného nazoru velmi pekné, po dohode s riesitelom si zasluzilo svoje
miesto aj vo vzorovom rieseni.

1.7 Violet, indigo, blue, green, yellow, orange, red vzordk Majo, opravoval Majo

Pocas ,,cesty” luca sa stantl 3 zaujimavé veci: lom, odraz a zase lom. Tieto javy popisuju Zakon lomu a Zakon
odrazu. Menej populdrna cast z tychto zdkonov hovori, Ze zlomeny ¢i odrazeny luc leZia v rovine urcenej
dopadajicim li¢om a kolmicou na povrch v mieste dopadu. Preto je tato tloha len dvojrozmerna, hoci
vodna kvapka je trojrozmerna. Touto rovinou je rovina obsahujica dopadajuci luc a stred gulovej kvapky'.

Vsimnime si este jednu vec. Vyslime z bodu, v ktorom nastal odraz, dva luce. Jeden proti smeru dopadaju-
ceho laca a druhy v smere odrazeného laca. Tieto dva luce st navzajom symetrické podla priamky spédjajucej
stred gule a bod, v ktorom sa ¢ odrazi. Celd situacia tak musi byt symetrickd podla tejto priamky.

Teraz si uz vieme nakreslit pekny obrazok toho, ¢o sa udeje:

b

Obrazok 4: Draha lica kvapkou.

Uz na obrazku sme si oznadili kruznicu, niekolko bodov a niekolko uhlov. Oznacili sme si:

o k kruznicu, ktort vytne rovina, v ktorej sa nachadzaju lice na povrchu kvapky,

« O stred gulovej kvapky?,

!Stred gule totiz zakazdym lezi na kolmici dopadu.
*KedZe sa nachddzame v rovine obsahujucej O, je to sicéasne stred kruznice k.

otazky@fks.sk 11 https://www.fks.sk/


https://fks.page.link/36-2-1-6
mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 1. kola letnej casti ° é)é)é)

« Abod, kde nastal prvy lom,
» Bbod, kde nastal odraz,
« Cbod, kde nastal druhy lom,

o uhol ABO,

« 3 uhol dopadajiceho luca a priamky AO,

y uhol dopadajiceho luca a priamky BO°.

Nas bude najviac zaujimat este iny uhol - uhol dopadajiceho a vystupujuceho luc¢a. Ten vieme vyjadrit
ako sucet dvoch uhlov. Uhla, ktory zviera dopadajuci lu¢ s priamkou BO, a uhla, ktory zviera vystupujuici
la¢ s priamkou BO. Pre prvy z tychto uhlov mdme meno y a druhy ma zo symetrie podla priamky BO tiez
velkost y. Potrebujeme preto maximalizovat uhol 2y*.

Hoci y je ten uhol, ktory potrebujeme nejako vyjadrit, mame o nom malo informacii. O uhloch « a f vieme
toho povedat viac. Trojuholnik OAB je totiz rovnoramenny, a teda aj uhol OA B ma velkost o. Mzeme vidiet,
ze pri bode A je  uhol dopadajiceho luca a « uhol zlomeného lica. Zo Snellovho zakona® preto mame

sinf_ (1.7.1)
SN &

Tu n = 1,331 je relativny index lomu na rozhrani voda-vzduch.

Stéle viak potrebujeme nejako vyjadrit y. Pozrime sa na uhly pri bode A. Uhly y a 8 spolu tvoria uhol medzi
kolmicou dopadu a rovnobezkou s BO. Vdaka rovnobeznosti s BO vieme tento uhol preniest na stuhlasny
uhol k bodu O. Tento uhol je susedny k uhlu AOB, a preto ma velkost 2a. Preto

y=2a-p. (1.7.2)

V podstate by nam v tomto momente stacilo vyjadrit napriklad 8 z rovnice 1.7.1 a najst maximum y ako fun-
kcie a. Vyjadrenie f3 by ale nebolo velmi pekné a ani by neviedlo k o ni¢ krajsiemu rieSeniu. Preto sa touto
cestou nevydame®. To nam ale vdbec nebrani vnimat 8 ako nejakd funkciu a. Zatial ju nijako blizsie nespe-
cifikujeme, ale vieme, zZe pre nu plati rovnica 1.7.1.

Tym padom sa nam ale podarilo vyjadrit y ako funkciu jednej premennej’. Potrebujeme najst jej maximum.
Na hladanie extrémov funkcii jednej premennej mame velmi silné kladivo — derivacie®.

Aby pre nejaky uhol « nadobidala funkcia y () extrém, musi byt jej derivécia podla a nulova. Derivovanim

vztahu 1.7.2 dostavame podmienku

dy dp
= — = 2 _— 1. .
0 da da (1.7.3)

3Na obrazku je znédzorneny pri rovnobezke s priamkou BO cez bod A.

“Teoreticky by sa mohlo stat, Ze y bude vi&sia ako 45°, a teda by bol uhol 2y vi&si ako 90°. Vtedy by sme za uhol dopadajiceho
a vystupujiceho luca brali jeho doplnok do 180°. Ak by sa toto stalo, tak pri prechode zo stavu ,svietime priamo do O kedy
2y = 0° do stavu s 2y > 90° by sme niekde presli stavom, v ktorom 2y = 90°, pretoZe y sa meni spojito. 2y = 90° by potom bolo
hladanym maximom. V skuto¢nosti ale bude platit y < 45°.

>Toto je iny nazov pre Zakon lomu.

Kazdopadne Ti odportcam si to vyskusat. Ak vie§ derivovat ¢okolvek, tak je to dokonca jednoduchsia cesta.

"T.j.y =2a-p(a)

oy .
8 Ak Ta toto slovo zasko¢ilo tak silno, Ze si sa prave od prelaknutia takmer zadusil vecerou, tak sa Ti ospravedliujem.
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Potrebujeme este z rovnice 1.7.1 vyjadrit derivaciu § podla «, preto zderivujme aj ju. Pritom nesmieme

zabudnut derivovat sin  ako zlozend funkciu:

d(sinf)  d(sina)
do ' da

cos f—— = ncosa,
da

% _ cosa
da cosp’

Po dosadeni do (1.7.3) dostavame

cos

cosf3

Spolu s upravenou rovnicou (1.7.1) tak riesime sustavu

2-n

2cos 3 =ncosa,

sinf} = nsina.

=0 = 2cosf =ncosa.

(1.7.4)

Pri jej rieSeni by nam pomohlo, keby sme vedeli dat dokopy ¢leny obsahujtice n. Ked si spomenieme na
vzorcek sin® a + cos? a = 1, ako dobry népad na tpravu vyzera umocnenie oboch strdn rovnice na druhu

a sCitanie — zbavime sa totiZ premennej a:

4 cos® B +sin® B = n’,

Ked znova pouzijeme vzoréek® sin® a + cos® & = 1, po par ipravach prideme k tomu, Ze

4cos® B+ (1 - cos®B) = n?

2
5 n-—1
cos” B =
p 3
n* -1
cosff =
p 3
2 _
B = arccos

Vyuzitim (1.7.4) vieme lahko najst aj a:

=59°31'36".

2 2\/n2—1 \/4n2—4
cosa=—cosff=— =\/ ——
n n 3 3n?

2

4” o l4 "
o =arccos\y/ ——— =40°21'21".
3n?

*V§imni si, ze v skuto¢nosti vyuzivame aj to, ze uhol & ma velkost najviac 90°.

b
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Napokon z (1.7.2) mame hladanu velkost uhla 2y:

4n? -4 nw-1_ .,
2y =4a —2f3 = 4arccos 3 — 2arccos 3 =42°22"11".

Na to, aby bol uhol dopadajiceho a vystupujiceho luca ¢o najvacsi, musime na kvapku zasvietit pod uhlom
B =59°31'36". Uhol dopadajticeho a vystupujticeho luca v tomto pripade bude 2y = 42°22/11".
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