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RiesSenia 2. kola zimnej Casti

2.1 Nad vecou vzordk Patrik, opravoval Patrik
Pri svieteni svetla na sklo istd cast svetla prejde, cast sa odrazi a zvySok svetla sa pohlti.

Pozrime sa najprv na situdciu, pri ktorej je vonku tma. Ked sedime v elektricke, tak v nej svieti svetlo, ktoré je
spravidla ovela jasnejsie ako vonkajsie svetlo. Vysledkom toho je, Ze odraz vnatorného prostredia od skla uvidime
jasnejsie ako vonkajsie prostredie. Ak by sme v noci stéli vonku, tak by svetlo odrazené z vonkajsieho prostredia
bolo ovela menej jasné ako svetlo prepustené z vnttorného prostredia.

Pozrime sa teraz na pripad, ked je rano. Vonku je zna¢ne viac svetla ako v elektricke, a teda vidime, Ze to bude fun-
govat presne naopak. Ked stojime vonku, svetlo odrazené od skla je omnoho jasnejsie ako svetlo, ktoré prechadza
z tmavej elektricky. Keby sme sa nachddzali v elektricke, bolo by svetlo, ktoré by prislo z vonkajsieho prostredia
ovela jasnejsie ako svetlo, ktoré by sa odrazilo z interiéru elektricky. Preto by sme videli vonkajsie prostredie lepsie
ako odraz elektricky.

2.2 Kocurkovo vzordk Lucka, opravoval Hovorca

Na to, aby sme vypocitali sily lan, ktoré posobia na pismeno O potrebujeme napisat rovnice, v ktorych budu tieto
sily vystupovat. Hned na zaciatok sa zbavime jednej rovnice. KedZe pismeno je po cely ¢as vo vodorovnej polohe,
tak vieme Ze moment sily je nulovy a teda sila od Iavého lana sa rovna sile od pravého). Tu sa vSak musime na
chvilu pozastavit a urobit zopar predpokladov. Tato uloha sa dala preto riesit viacerymi spdsobmi, ktoré zavisia

Ty

od toho aké predpoklady uvazujeme. Predstavme si, Ze pismeno O tla¢i na lano silou — F a teda lano tla¢i na
ﬁ

pismeno rovnako velkou, ale opac¢ne orientovanou silou F, ktorej velkost chceme vypocitat. Ak by sme poznali

smer sily F,tak by sme vedeli z geometrie pismena a stoZiara napisat rovnicu, v ktorej by vystupovala. Avsak na to,
aby mohla takato situacia nastat musia byt splnené nasledovné predpoklady: hrany pismena musia byt zaoblené
a nezanedbatelne hrubé (uvazujeme 3D objekt nie 2D) a trenie medzi lanom a pismenom je nulové. Uvazujme
maly kusok nehmotného lana. KedZe nas kuisok lana sa nijak nenatahuje ani netrha, vieme z toho usudit, Ze velkosti
sil, ktoré posobia na lano z susednych malych kiaskov musia byt rovnako velké. Z tychto vlastnosti vyplyva, Ze sila
F ma smer dany osou uhla, ktory zviera dolna a horna ¢ast lana.'

Skusme teraz najst rovnicu, v ktorej bude vystupovat sila F. Asi najjednoduchsia cesta bude napisat si rovnicu,
ktora popisuje véetky sily posobiace na pismeno. Okrem sily od lana nam na pismeno posobi este aj gravitacna
sila, av8ak treba si uvedomit, ze vSetky tieto sily maja rézny smer, takze s nimi budeme pracovat ako s vektormi.
Zavedieme si x-ovu os rovnobezne s pismenom O (prechadzajucou cez body, v ktorych je pismeno pripevnené)a

— —
'N4§ maly ktisok lana tla¢i na pismeno malou silou § F. Ak by sme zistili silu § F, potom by uz len stacilo spocitat vietky takéto

— —
malé sily a tak by sme zistili celkovu silu F. S¢itanim sil od susediacich dielikov lana na na§ maly kasok ziskame silu § F . Doty¢nicové
zlozky sa vyrusia a teda zostane nam iba zlozka smerujice kolmo na povrch pismenka. Ak teraz opat vektorovo s¢itame vsetky takéto

— —
malé zlozky J F, tak dostaneme celkovu silu F smerujtca v smere osi uhla, ktory zviera dolna a horna ¢ast lana.
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y-ovu os prechadzajtcu tycou. Teraz si rozlozme jednotlivé sily do smerov nami zadefinovanych osi (samozrejme
bude potrebné pouzit trochu trigonometrie).

Vseobecne je nasa rovnica zadand ako

e
Fo+ F=0. (1.2.1)
V smere osiy
—-mg+2F, =0 (1.2.2)
a v smere 08i X
F,-F,=0. (1.2.3)

x\ﬂ =
=
Az
i’
ﬂ|

Tretia rovnica (1.2.3) ndm ni¢ nové nepovie, iba, ze F, = F,. V druhej rovnici (1.2.2) je F vynasobené 2, pretoze
-

pismeno drzia dve lana. Na pravych stranach nasich 3 rovnic je 0 (0 ), pretoZe pismeno si iba hovie a nehybe

z ¢oho vyplyva, ze celkova sila je nulova.

Podme si teraz vyjadrit silu F pomocou zadanych hodnét. Sila F posobi pod uhlom y vzhladom na y-ovu os, takze

mozeme napisat F, = Fcos(y). Zaroven vieme, Ze y = 9;—(” +90. Rovnicu (1.2.2) vieme prepisat ako

-mg + 2F cos(y) =0, (1.2.4)
kde
cos(y) = sin( ¢ - 6) ) \/1 —cos(¢) cos(0) —sin(¢) sin(@)‘
? V2
Takze vysledok je
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me___ e, V2 (1.2.5)

F == bl
2cos(y) 2 \/1-cos(¢)cos(8) - sin(g) sin(6)
pri¢om cos(6) = \/ﬁi}l—hﬁ’ sin(6) =

Par poznamok na zaver:

r -k 4 - _Rr
e ©03(9) = e 2sin(e) = e

Viaceri z vas tlohu pochopili tak, Ze bolo potrebné vypocitat sily od spodnej a hornej ¢asti lana. Ak si napiSeme
rovnicu pre vsetky sily posobiace na nase pismeno dostaneme vieobecne

—-mg + 2T1y - 2T2), =0, (126)

av$ak v naSom pripade plati, Ze T} = T, = T z ddvodov, ktoré sme uviedli uz na zaciatku, preto dostavame rovnicu

—mg + 2T cos(0) — 2T cos(¢) =0, (1.2.7)

z toho vyplyva, Ze

mg
T = . 1.2.8
2(cos(0) — cos(¢)) (12.8)
Dalsiu mald pozndmku by som venovala tomu, Ze k rovnici (1.2.4) sa dalo dopracovat aj cez momenty sil. Kedze
si moézme vybrat lubovolny bod, vyberme si napr. bod, v ktorom sa lano dotyka pismena. Vieme, Ze v tomto bode
je moment sily nulovy, a preto mozme napisat rovnicu pre momenty sil ako

FxF,+27 x F =0, (1.2.9)

po rozpisani vektorového sucinu dostavame

—mgr + 2F cos(y)r =0, (1.2.10)

alebo —mgr + 2T cos(0)r — 2T cos(¢p)r =0
po vydeleni r dostavame rovnicu (1.2.8).

Na zaver by som chcela spomentt este iny sposob riesenia tejto ulohy, a to pomocou virtualnych prac. Pri tomto
postupe nepotrebujeme robit ziadne dalsie predpoklady na rozdiel od prvého pristupu. Majme teda vSeobecny
pripad, ¢ize pismeno nemusi byt na vnitornom okraji zaoblené a medzi lanom a pismenom moze pdsobit trecia
sila. To znamena, Ze vo vSeobecnosti sily T} a T, nie st rovnaké. To, ¢o potrebujeme najst je uhol y, ktory nepozna-
me. Povedzme teda, Ze pismeno si uz hovie vo svojej rovnovaznej polohe. Princip virtualnych prac nam hovori, ze
ak vykondme malé myslené posunutie v okoli rovnovaznej polohy, tak celkova préca je nulova. Co to ale znamena
v nasom pripade? Na bod, v ktorom sa lano dotyka obruce, posobi sila od lana T sin(0) — T, sin(¢) = —AT. To
vsak sposobi napdtie v pismene O a preto sa zacne defromovat, takze si predstavme, zZe tento bod sa posunie o ér
(zvacsenie vzdialenosti o 6 medzi ty¢ou a bodom dotyku), avsak v dosledku toho pismeno klesne o mala vysku
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8h. Cize préca, ktort by sme vykonali pri posunuti 87 sa rovna zmene potenciélnej energie a preto mézme napisat
rovnost

2ATOr = mgdh. (1.2.11)

AT je vynasobené faktorom 2, pretoze na pismene sa nachadzaji dva body dotyku.

Ak by sme teda nasli vztah medzi §r a §h, tak by sme vedeli tito rovnicu vyriesit. Ale ako ndjst takdto rovnicu?
Svietielkom na konci tunela by mohla byt konstantna dlzka lan bez ohladu na polohu pismena.

I=\/(H-h)?+7+\/h2+(R-r)? (1.2.12)

I=\/(H-h+08h)?+ (r+06r)2 +\/(h-0h)>+ (R-r— 0r)> (1.2.13)

Celkom nepekny vyraz, avsak nezabudajme, zZe pracujeme s malymi posunutiami, preto prichadza na rad zaned-
bavanie. Vieme, ze plati nasledujuce priblizenie

Ox

Ox ox
Vv - 1+ 2% (14 2y = a2
x+0x=x\/1+ Vx( +2x) \/;C+2\/E

X

(1.2.14)

2

Pouzime tuto aproximdciu v rovnici (1.2.13) a zanedbajme ¢leny rddu dx2. Dostaneme tak rovnicu

H-h)Sh+ 18 hoh+ (R -1)d
l=\/(H—h)2+r2+((H_)\/T;:r:+ hh(R—@LM. (1.2.15)

Ak teraz ddme do rovnosti rovnice (1.2.12) a (1.2.15) dostavame

(H - h)dh + rdr _ héh+ (R-r)dr
V(H=-h)2+1 \/h2+(R—r)2’

pri¢om v rovnici spoznavame trigonometrické funkcie, ktoré sme popisali uz pri vztahu (1.2.5). Vyjadrime si ér
a dosadme do rovnice (1.2.11)

(1.2.16)

mg sin(6) - sin(¢)
2 cos(0) —cos(g)

T, sin(0) — T, sin(¢) = (1.2.17)

Takze teraz mame dve rovnice o dvoch neznamych - (1.2.17) spolu aj s rovnicou sil vo vertikalnom smere (1.2.7).
Po ich vyrieSeni dostavame prekvapujuci vysledok

2https://en.wikipedia.org/wiki/Binomial_approximation
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mg 1

"2 cos(h) - cos(¢)’

¢o znamena, Ze aj bez nasich predpokladov sa sily T; a T, rovnaju, takze dostavame rovnaké rieSenie ako v prvom
pripade.

2.3 Rychlo a zbesilo vzorak Mary, opravovala Lucka

Riesenie problému rozdelime na dve ¢asti:
1. Ked voda vyjde z potrubia na vzduch:

Na ¢iastocky vody sa mozeme pozriet ako na teleso, ktoré bude konat zvisly vrch nahor.
2. Kedje voda v potrubi:

Bude sa jednat o Bernouliho rovnicu.
1. Voda po vystupe z potrubia

Jedna sa o zvisly vrh nahor a mézeme si lahko odvodit, Ze najvyssi bod, do ktorého voda moze vyjst je

2
Yo

Hypox = — (1.3.1)
28

kde v, je rychlost vody tesne po tom, ¢o opusti potrubie a g je gravitatné zrychlenie. Asi najrychlejsi spdsob je
odvodenie pomocou zdkona zachovania energie, ktory hovori, Ze sucet kinetickej a potencialnej energie je kon-
$tantny. Ak si teda vyberieme nulovu vysku vo vyske zemského povrchu, tak v tomto bode ma ¢iastocka kvapky
potencialnu energiu nulovt a naopak v najvy$§om bode ma kvapka nulovu kineticka energiu. KedZe tieto dve
energie sa musia rovnat dostavame rovnicu pre H,,,,. Iny sposob odvodenia. Cize nam treba len zistit rychlost v,
ktorou voda opusta potrubie.

2. Voda v potrubi

V potrubi bude platit Bernoulliho rovnica (v podstate zakon zachovania energie):

1 1
p1+ Epvf +pghy =pr+ Epvg + pghy (1.3.2)

Hibku h,, v ktorej je prva ¢ast potrubia zvolime ako referen¢nt hibku, a teda ki, = 0. Tlak p, mame zadany. Tlak
v oblasti 2, ¢ize v oblasti, kde voda opusta potrubie, bude priblizne rovny atmosférickému tlaku. Hibka, resp.
vy$ka h, sa meria vzhladom na hibku prvej ¢asti potrubia (ktort sme si zvolili h; = 0), a teda zo zadania h, = 2 m.
Jediné nezname ostavaji rychlosti. Avsak vieme, Ze z nestladitelnosti kvapalin vyplyva rovnica kontinuity

Sivi =S5,

Hoci obsahy priamo nepozname, vieme aky je ich pomer, S; : S, = 3, pretoze velkost diery na povrchu (S,) je
tretinovd oproti prierezu privodného potrubia (S,). Cize pre rychlost v, plati
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N
Vi=—W"
S
Tento vyraz dosadime do Bernoulliho rovnice (Rovnica 1.3.2) aj spolu s h; = 0 a zistime, Ze mame rovnicu s jednou
neznamou v,, pre ktoru dostavame vyraz:

2 1
vy = ((pr—p2) - pghs) ST o2
P1-(3)
Tiez si viimneme, 7e rychlost v, je rychlost vy, ktorou voda opusta potrubie pri povrchu. Cize uz len dosadime
Rovnica 1.3.3 do Rovnica 1.3.1 a dostaneme vysledok. Po vy¢isleni je v5 = 540 m?s~2 a po dosadeni do Rovni-
ca 1.3.1 vyjde Hyuqe = 27 m, kde sme pouzili g = 10 m/s?.

(1.3.3)

Iny pohlad na problém

V predchadzajiicom rieseni sme brali tlak 360 kPa ako tlak prudiacej kvapaliny po ustaleni. AvSak iny pohlad by
bol, ze 360 kPa je ,,pokojovy tlak®. Tlak, ktory je v potrubi, ked voda netecie.

Povodnych 360 kPa pozostavalo z tlaku vo vode a pgh;. Ked sa hydrant odtrhne (ako keby otvorime kohutik
hydrantu), voda v potrubi sa zacne hybat v désledku ¢oho sa znizi tlak. Avsak povodna energia (ano, 360 kPa
predstavuje energiu) sa musi zachovat. Preto

1
360 kPa = p; + Epv% + pghy,

kde p; predstavuje novy tlak, ked sa uz kvapalina hybe s rychlostou v;.

Pouzitim Bernoulliho rovnice (Rovnica 1.3.2) dostdvame

1 1
360 kPa = p; + Epvf +pghy =p, + Epvg + pghy,

1
360 kPa = p, + Epvﬁ + pgh,

kde p, je atmosféricky tlak, 4, = 2 m ajedinou neznamou ostava rychlost v,, ktort potom vlozime do Rovnica 1.3.1
a dostaneme hladany vysledok.

Koment 1: Ak by si chcel(a) lepsie porozumiet Bernouliho rovnici a ¢o sa vlastne deje, odporucam tento odkaz
na sekciu v Khan Academy. Je tam velmi podobny priklad. Koment 2: Uznavali sme obe riesenia.

2.4 Nudné prednasky vzordk Marcel, opravoval Marcel

Zadanie ulohy pomerne jasne urcuje ¢o by sme mali odmerat. Potrebujeme odmerat zavislost tonu, ktory flasa
vydéva ked fikame do jej hrdla od vysky vzduchového stlpca vo flagi. Ako vzdy, ked meriame zavislost dvoch
veci, mali by sme sa snazit nemenit ni¢ okrem tychto dvoch veci. To znamena nemenit flagu (celkom jednodu-
ché), nemenit polohu flase voci prudu vzduchu (s trochou lepiacej pasky je to celkom jednoduché) a mat stabilny
zdroj prudu vzduchu. To sme zariadili tak, Ze sme do flase neftikali ustami ale ofukovacou pistolou z kompresora
pripojenou na regulovany vystup. Tento vystup dava konstantny tlak bez ohladu na tlak v kompresore. Ofukova-
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ciu pistol sme uchytili vo zverdku, aby sa nehybala. Aby sme s flasou nehybali, pocas experimentu sme do nej iba
lievikom dolievali vodu zafarbent modrym potravinarskym farbivom, aby bolo lepsie vidiet hladinu.

Co sa tyka samotnych vysledkov, zvuk bol zaznamendvany na mobil, kvoli tomu Ze ma dobry mikrofén. Na
zaznamenavanie vysky vzduchového stlpca slazil fotoaparat na stative. Tieto dve stopy sme nasledne v pocitaci
synchronizovali.

Spracovanie nameranych dat prebiehalo najprv v Adobe Premiere Pro, kde sme audio stopu z telefénu zosynch-
ronizovali s video stopou z fotoaparatu, zaznamenali miesta, ktoré treba analyzovat (flasa vydava zvuk), a tieto
miesta nasledne analyzovali v Audacity. Pomocou moznosti Analyze -> Plot Spectrum sme si vykreslili histogram
frekvencii a nasli frekvenciu ktora sa vyskytovala najviac.

Typické vysledky vyzerali priblizne takto (Audacity za nas aj najde peak, ktory je v tomto pripade v 354 Hz)

FrequenqAnahvstm_-

50Hz 100HZ 200Hz 400Hz 810Hz 1000HZ 2000Hz 4000Hz  7000HzZ 20000Hz

Cursor: 249 Hz (B3) = -29 dB Peal: 354 Hz (F4) = -09 dB [¥] Grids

Algorithe: | Spectrum ~| Size: (1024 | [ Bpot.. |

Function: |Hann window ~| fvis: [Log frequency  ~| [ Replot.. |

Obrazok 1: Typické vysledky frekvencnej analyzy

Zo zaznamenaného tonu flase sme ignorovali prvu chvilku (priblizne 0,2 s), kvoli tomu, Ze zo zaciatku redukovany
vystup nedava konstantny tlak, ale mierne vys$si a az po chvili sa ustali na kons$tantny. Merania sme nasledne
zapisali do tabulky a do grafu. Flasu sme naplnili 3 krat, dokopy sme pocas toho urobili 24 merani.

Vyska vzduchového stlpca [cm]  Frekvencia [Hz]

35,3 cm 79 Hz
34,3 cm 98 Hz
33,1 cm 121 Hz
30,3 cm 116 Hz
28,5 cm 119 Hz
24,5 cm 128 Hz
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Vyska vzduchového stIpca [cm] Frekvencia [Hz]

21,3 cm 144 Hz
18,4 cm 163 Hz
15,5cm 181 Hz
14,4 cm 200 Hz
14,1 cm 200 Hz
12,7 cm 217 Hz

11 cm 251 Hz
9,7 cm 294 Hz
8,2 cm 354 Hz
7,8 cm 374 Hz
6,9 cm 444 Hz
6,1 cm 513 Hz
5,7 cm 595 Hz
5,5cm 623 Hz
5,4 cm 686 Hz
4,1 cm 888 Hz
2,9cm 1328 Hz

Nasledne sme merania zakreslili do grafu:
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2500 T T T T T T T

2000 4

1500 4

1000 T

Frekvencia [Hz]

500 7

| | | [ |
LI B e T

0 | | | | |
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Vyka vzduchového stipca [m]

Obrézok 2: Graf zavislosti ténu od vysky vzduchového stlpca.

Hodnoty sme fitli funkciou f(x) = a/(x + ¢) + b, kedZe teoretickd o¢akdvana zavislost je f = k¥, kde fje frekvencia,
v je rychlost zvuku, [ je vyska vzduchového stlpca a k je konstanta.

Na zaver je este sluné spomenut chyby merania. Vyska vzduchového stlpca bola pomocou kamery od¢itava-
nd s presnostou na milimetre a frekvencia bola merana z mikrofénu telefénu pomocou Audacity s presnostou,
akou zaznamendva mikrofén.

Asi najvacsia chyba merania bola ale v tom, ze aby sme flasou nehybali pocas merania, sme museli nastavit jej
spravnu polohu hned na zacdiatku. To ale pri nizkych ténoch nebolo jednoduché, lebo sme tak nizke tony nepoculi
dostato¢ne hlasno. Problém bol aj, Ze tieto nizke, rovnako ako aj vysoké frekvencie uz mikrofén nezaznamenaval
spravne.

2.5 BIsi koloto¢ vzorak Hovorca, opravoval Hovorca

Nez sa pustime do rie$enia samotnej ulohy, objasnime si, ¢o sa nds vlastne zadanie pyta. Mame spocitat pretazenie.
Pretazenie je v istom zmysle len obycajné zrychlenie, avSak udava sa v nasobkoch tiazového zrychlenia g. Na
¢loveka v pokoji na Zemi tak pdsobi pretazenie 1 g, technicky vzaté teda nejde o pretazenie. Ak ale sedi napriklad
v rakete a smeruje na Mesiac, pociti pri vzlete vyrazne vacsie pretazenie.

Inak to nie je ani s blskou vo Vladkovom aute. Nasou snahou bude identifikovat, s akym zrychlenim sa pohybuje
blska. V tomto bode isto za¢inaju blikat vystrazné kontrolky vo vasich hlavach, ktoré sa pytajua ,,A v ktorej vztaznej
sustave?“. Skutocne, tato otazka je klucova pre vyrieSenie ulohy. Blska sa nachadza v neinercialnej sustave pevne
spojenej s tachometrom. Rucicku tachometra pritom povazujeme za jednu z osi tejto ststavy, zvysné dve kolmé
osi (ako je srdcu blizke) orientujeme v smere kolmom na tachometer a v smere otacania sa rucicky tachometra.
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V tejto sustave nas bude zaujimat pretazenie (lebo v tejto sustave sa blska citi byt). Definujeme este inercidlnu
sustavu, ta bude spojend so Zemou. Neskdr sa zamyslime, ¢i je takato definicia dobra :).

Pokusme sa lepsie charakterizovat, ¢o sa vlastne deje v neinercidlnej sistave. Po prvé, v neinercialnej sustave
A 7 r 7 . . .7 . . . . sy [os e . . v / —>
posobi rovnaka realna sila, ako v inercidlnej. Touto silou je sila tiazova, jej zrychlenie uz pozname - ¢ .

Po druhé si zahraju tzv. neinercialne (fiktivne) sily. Tieto sily st styri. Zrychlenie, ktoré citi blska, sa da vyjadrit
nasledovnym vztahom:

—

—> F — =, = — =y — =y

d'=—-a-20x v -wx(@xr")-€x7
m

Komplikovany vztah by sme mali napisany, podme si ho aj vysvetlit, pekne ¢len po ¢lene. Najprv vsak dodajme,
ze ¢iarkované vektory s vzhladom na neinercialnu sustavu.

- —
Prvy ¢len je . F je tu redlna sila, ktord pdsobi na blsku, vydelend hmotnostou blsky ndém déva to sldvne tiazové
zrychlenie. Tento ¢len je teda identicky rovny g .

Druhy ¢len je —aq. Tento ¢len zodpovedé za zrychlenie neinerciélnej sustavy vzhladom na inercialnu - ide o zrych-
lenie auta. Zo zadania vieme, Ze ma velkost a, = 2 Oolé‘m/ b £m/s?. Toto zrychlenie prislucha sile, ktorti normélne
pozname pod ndzvom zotrva¢na. Vektoruchtlvy Citatel si aklste domysli, Ze toto zrychlenie ma smer proti (pozor

na to minus!) pohybu auta. Je to presne ta ,sila, ktora nas tla¢i do sedaciek” ked na to dupneme :).

Treti ¢len, —2@ x ¥, je slavny aj pod ndzvom Coriolisova sila — teda presnejsie jej prisluiné zrychlenie. @ je tu
uhlové rychlost ruc¢i¢ky tachometra, v je rychlost bliky v stistave spojenej s tachometrom. Nakolko sa v§ak blska
v tejto sustave (vzhladom na rucicku tachometra) vobec nehybe, tento ¢len je rovny nule.

Stvrty ¢len, @ x (Tu) X 7), si Castejsie predstavime ako tzv. odstredivé zrychlenie, zrychlenie odstredivej sily.
Pripometime si Ze 7’ je vektor v stistave tachometra smerujtci k blike, teda je to vektor ruci¢ky tachometra.
Vektor uhlovej rychlosti, smerovo zhodny s vektorom otacania (uréeny znamym pravidlom pravej ruky), je kolmy
na 7, a vektorové stéiny (alebo iné pravidlo, tiez pravej ruky) nim prezradia, Ze smer tejto sily je smer ru¢icky
tachometra, smer ,,od stredu” tachometra, odkial sa aj berie nazov odstrediva. Pripomenme, Ze tento smer sa pocas
pohybu meni! Ktory smer nds vo vysledku bude zaujimat si povieme az trochu neskor. Velkost uhlovej rychlosti

E
je 290 = 2% = To-1 rugicka tachometra ma dizku 0,05 m, teda velkost tohoto clena je 2%~

je celkom malo, ale stale to budeme brat v uvahu.

0057 /82 = 3% m/s2. To uz

3600

Piaty ¢len je — € x 7. Prislu§na sila sa nazyva Eulerova. Vidime, Ze Z, ktory je uhlovym zrychlenim tachometra,
je zo zadania rovny nule, teda aj cely ¢len je nulovy.

Teraz uz vieme, ktoré neinercialne ¢leny skutocne hraju rolu - zotrvacné a odstredivé zrychlenie. Pridd sa aj realne
tiazové zrychlenie. Najvicsia velkost vysledného zrychlenia by bola vtedy, keby vsetky vektory smerovali rovna-
kym smerom. To v8ak dosiahnut nevieme - jediné, ¢o vieme ovplyvnit, je smer vektora odstredivého zrychlenia.
Vieme ho sklopit ¢o najviac do smeru tiazovej sily (do smeru zotrvacne;j sily ho sklopit nevieme, na ti bude vzdy
kolmy), a to vtedy, ked rucic¢ka tachometra smeruje ¢o najviac nadol - pri rychlostiach 0 a 300 km/h. Zo zadania
pozname uhol, ktory pri takejto rychlosti (napr. tej vacsej) vektory zvieraji, dokazeme teda vektor odstredivého
zrychlenia rozlozit do smeru tiaZovej sily a smeru kolmého na obe zvy$né zrychlenia. S¢itanim vektorov v tomto
pripade dostaneme ¢iselny vysledok priblizne rovny (uvazujic g = 9,81 m/s?) a’ = 12,8726 m/s? = 1,3122 g.
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Teraz by sme si mohli povedat, Ze to staci. Avsak zadanie nas urguje, aby sme kazdy efekt bud zapocitali, alebo
prehldsili za neskodny. Co sme teda este nezapoéitali? Uviedli sme Zem ako inercidlnu sustavu, ¢o tak celkom
nebude. Pre potreby nasho vypoctu je to ale dobré priblizenie, ako uvidime nizsie.

Zem nie je rovna. Zem je gula a auto po nej ide nejakou rychlostou, ¢o znamena, zZe sa pohybuje s dostredivym
zrychlenim. Proti tomu je rovnaka ,,odstrediva“ sila, ako sme uz opisali, ale jej zrychlenie sa ndm tentoraz lahsie
vyjadri ako %, a smer ma proti tiazovému zrychleniu. Ak ho zapocitame aj pri maximalnej rychlosti 300 km/h,
opravu na tiazové zrychlenie robi na trefom desatinnom mieste. Vacsej chyby sa teda uz dopustame nezobrazim
presnej hodnoty g. Oprava na vysledku vzhladom na tento efekt sa prejavi na $tvrtom desatinnom mieste, ¢iselny
vysledok bude 1,3122 g. Tu pride na rad otazka, ¢o uz zanedbat a ¢o e$te nie. Ak ste zanedbali tento efekt, treba
si uvedomit, Ze efekt odstredivej sily na tachometri je radovo rovnaky. Potom by bolo potrebné zanedbat aj ten. Je
dolezité zanedbavat ,v§ade rovnako, nemozeme z dvoch rovnako vaznych efektov jeden zaratat a druhy vynechat.

:)

Zem, ako gula, sa toci okolo svojej osi. Nastastie, tu trochu zavadzam, toto sme zapocitali :). Tento efekt je uz
zapocitany v hodnote tiazového zrychlenia. Teda nas nemusi trapit, Ze by sme ho obisli — ale nech tu explicitne
je. V hodnote ale nie je zapocitané, Ze auto sa hybe - teda tu bude posobit Coriolisova sila vzhladom na otacanie
sa Zeme. Asi ale nikoho neprekvapi, ze tento efekt je skuto¢ne zanedbatelny. Inak by sme predsa museli kompletne
prerobit nase ponimanie tiazového zrychlenia pre telesa pohybujuce sa klasickymi rychlostami :).

Zem obieha okolo Slnka. Tu si dovolime tvrdit, Ze tento efekt nespdsobuje pretazenie voci Zemi. Presne preto pre
teleso v pokoji uvazujeme pretazenie 1 g.

Efektov sa da najst skutocne vela, tie vyssie opisané by sa dali povazovat za najviac stuvisiace s ilohou. Z vasich rie-
$eni chcem este ocenit pocitanie odporu vzduchu blsky pri pohybe na tachometri, tento efekt skuto¢ne nenapadol
ani mne :)

Pozn.: V tomto vzorovom rie$eni neuvadzame odvodenie vztahu pre neinercialne sily. Rovnako to ani nepova-
Zujeme za nutnu sucast riedenia, teda za nepritomnost odvodenia body strhavat nebudeme. Ak by vas zaujimalo
odvodenie, s trochou porozumenia vektorom a derivacidm odporucam text prednasok Doc. RNDr. Vladimira
Cerného, v ktorom néjdete podrobné odvodenie.

2.6 MagneTyc¢ vzorak Nina

Mame magnetické pole tvaru valca, ktorého os je zhodna s osou z v danej suradnicovej sustave. Magnetickd

. . S . . . . . . .

indukcia B tohto pola je potom dana ako linedrna rastica funkcia B (7), ktorej smer je zhodny so smerom

—> —> —> . . V7 e e Ve . . . ’ —> . , e s

o x r,kde o jevektor v smere osi z, za¢inajuci v pociatku siradnicovej sustavy,a r je vektor udavajuici polohu.
v ‘ LN (o A ;o o /= - = c 1

Z toho, ¢o mame zadané o B (7) je jasné, Ze ju mozeme zapisat ako B(7) = a- (0 x 7) pre nejaké a > 0.
— . . Vv > . 7 v e

Vektor 0 je vektor v smere osi z, ¢ize bude mat tvar (0, 0, 0,) pre nejaké o, > 0. Konstanty a a 0, nemame

. A v, 1 .. v 7 . > v 7 v, . 7 . —> .
nijak bliZ$ie uréené a ani ich nebudeme uz dalej potrebovat v nasich vypoétoch inak, ako v ramci B( 7)), preto ich
mozme hned na zaciatku zlucit do jednej konstanty, ktora by bola ich su¢inom a tuto odteraz oznacovat o,.
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Madéme teda
B(?) S

=(0, 0, 0,) x (rx, 7 rz)
= (—oz Ty 07" T 0)
=0,- (—ry, Ty O).
Z toho je jasné, ze magnetické pole vo valci bude mat smer obiehania okolo osi z a v smere osi z bude nulové.

Pozrime sa teraz na silu posobiacu na nabité Castice v takomto magnetickom poli. V elektromagnetickom poli
— — — —
posobi na castice Lorentzova sila F = g ( E+VxB ), kde g je naboj castice, E je intenzita elektrického pola,

— —
V je rychlost Casticea B je magneticka indukcia. V nasom pripade je intenzita elektrického pola E = 0, pretoze
tam nemame Ziadny vodi¢ pod prudom alebo iny zdroj elektrického pola, takze nam zostava

— - =
F=¢q- ( vV X B)
—
=q-(Vx (0: (=1 7, 0)))
[
=q-0;- ( v X (—ry, Ty 0))
Posledné nezname v nasich rovniciach, na ktoré sme sa este nepozreli, st poloha a rychlost ¢astice. O pociatocne;j
polohe vieme len to, ze ¢astica bude vo vzdialenosti ry od osi valca. KedZe zatial sa cela uloha ukazuje ako inva-
riantnd na otocenie okolo osi z alebo posun po osi z, mézeme si ako pociatoénu polohu Castice zvolit ry = (7, 0, 0).

O pociato¢nej rychlosti vieme, Ze je rovnobeznd s osou z ale s opa¢nym smerom, preto vy = (0, 0, v,,) pre nejaké
Vo, < 0.

[
Mozeme si vSimnut, Ze takto je y-ova suradnica pre polohu aj pre rychlost nulova. Navyse, ak do sily F dosadime
tuto polohu a rychlost s nulovymi y-ovymi siradnicami, tak aj sila v y-ovom smere bude nulova. Hla:

? =q-0,- (7 X (—ry, T 0))
=q- 0, (Vs 0,v,) x (0, 7, 0))
=q-0, (V.1 0, vy1y)

=(q-0; Ty (_Vz> 0, Vx)-

Naozaj y-ova suradnica sily zostala nulova, ¢o nam ukazuje, Ze Castica sa bude cely ¢as hybat v rovine y = 0 a menit
sa bude len r, a r,. Pohyb castice teda vieme vykreslit na rovinu y = 0 a nepotrebujeme riesit ziadne 3D.

N
Podme sa pozriet, ¢o eSte z rovnic vieme vy¢itat o krivke, po ktorej sa bude castica pohybovat. Vektor sily F
a vektor rychlosti ¥ st na seba kolmé, o sposobi, Ze velkost rychlosti ¢astice sa poéas pohybu nebude menit
a menit sa bude len jej smer (pozri rovnomerny pohyb po kruznici). Tato nemennost | V| = \/v2 + 12 znamena,

ze ak by sme z F odstranili r,, tak velkost sily posobiacej na Casticu by sa tiez nemenila a bola by stale kolma na
jej rychlost, ¢o by sposobilo, ze ¢astica by sa v magnetickom poli pohybovala po kruznici.
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Pritomnost r, v tomto vzorci ndm potom napoveda, Ze ¢im dalej od osi valca castica bude, tym rychlejsie sa bude
menit jej smer (draha bude viac zakrivend) a naopak, ¢im bliZsie sa k osi dostane, tym menej sa bude jej draha
zakrivovat. TieZ moézeme nahliadnut, Ze smer, do ktorého bude Castica zatacat, sa zmeni iba pri prechode osou val-
ca (Pohyb je plynuly, takze musi pri prechode z otac¢ania sa jednym smerom na opac¢ny v nejakom momente ist
rovno, ¢ize s nulovym zrychlenim, ¢o sa stane pri prechode osou, ked r, = 0. Zmeni sa tu aj znamienko pri r,, ¢o
sposobi zmenu smeru.).

Ak sa pozrieme do ¢asu t = 0 a dosadime do F konkrétne hodnoty, ziskame 73)0 =e- 0, Ty (4, 0, 0). Na prvy

— —
pohlad vidime, ze F, p6sobi v x-ovom smere. Konstanty e a v, st zaporné, zatial ¢o ostatné su kladné, takze F
poOsobi v zapornom x-ovom smere, takze elektron sa bude otacat smerom k osi. Tu sa moézu stat dve veci:

1. Elektrén zvladne zmenit smer o 180° skor ako dosiahne os valca a za¢ne sa otacat smerom od osi valca.
V tomto pripade zvy$ok otocenia o dal$ich 180° ma istt spatna symetriu k prvej ¢asti pohybu, takze vieme
spravit u¢eny odhad a povedat, ze elektron nadobudne opit pociato¢ny smer v presne r, vzdialenosti od
osi valca a pritom sa bude nachadzat opa¢nym smerom nez vyrazal (bliZ$ie pri osi sa otd¢a pomalsie, takze
v opa¢nom smere travi viac ¢asu). Vieme si to predstavit ako taky krazivy pohyb s celkovym posunom
dozadu (ako ked sa na pruzinku z pera pozriete $ikmo).

2. Elektrén prejde skor osou valca ako by zvladol zmenit smer o celych 180°. V takom pripade sa pred
osou elektron prestava tocitk nej, v momente, ked prejde cez os pdjde rovnomerne priamociaro a za osou sa za-
¢ne zase tocit k osi (ale tentokrat opaénym smerom, lebo uz je z druhej strany osi). Pohyb elektronu
za osou ma tiez istu symetriu k pohybu pred nou. Je to dana tym, ze v rovnakej vzdialenosti od osi na
jednej a druhej strane ma rovnaku v,, ale opa¢nu v,, a teda ¢o ho predtym v x-vom smere spomalovalo, ho
teraz zrychluje a naopak. Zaroven sa ale vymenili aj smery od a k osi, takze situdcia sa akoby preklopila cez
os. Elektrén v tomto pripade moze chodit z jednej strany osi z na druhd (ako napriklad funkcia sin(z)).

—
Méme teda nejaky odhad toho, ako by sa ¢astica mohla hybat a vieme aka sila F = g-0,-7, (-v,, 0, v,) na tiu bude
posobit v lubovolnom momente. Z toho potom mozeme odvodit vztahy, ktoré budeme nasledne nahadzovat, do
nasej simulacie:

To = (Txo, 0, 0)
Vo = (0) 0) VZ)
a; = % . (_VZ," 0, in)

e

Yiz1 =1 + 'Vl'dt
Vie1 =V + aidt.

Nasledujtce trajektorie vznikli simulaciou, pricom kazda prislicha inej pociatocnej ry. VSetky z tychto trajektorii
zobrazuju pohyb elektréonu v priebehu 3 s. Tiez je dobré si vSimnut, Ze vSetky st rovnako dlhé (lebo sme mali
konstantnu rychlost, len smer sa menil). Ako vstupné tdaje som okrem toho pouzila dt = 107 s, v = 1 m/s
a0, = 10712 kg/(s?mA). Dréhy rovnakych tvarov sa daju ziskat menenim pociato¢nej rychlosti alebo konstanty
0.
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Z tychto grafov vidime, Ze s pociato¢nou vzdialenostou 0,05 m, bola peridda priblizne 1 s a ak tato vzdialenost
nechame rast, rast nam bude aj perioda, a to az do momentu, kedy elektrén prestane prechadzat osou valca. V tom
momente sa peridda zmensi na polovicu (prestanu sa striedat ¢asti pohybu nalavo a napravo od osi, pohyb, ktory
by sme predtym prisudili polperidde, zrazu tvori celt periddu) a za¢ne naspit klesat.

Preco je to tak? Pre prostredné vzdialenosti je to tazko urcit, nakolko tieto trajektorie st menej stabilné. Zo vzorca
F = q- 0,1 (~vs, 0, v,) si odvodime vzorec pre zrychlenie @ = L
riesenie.

(=v, 0, v,), ktory nema pekné vSeobecné

Ak v$ak v tomto vzorci predpokladame niektoré z okrajovych podmienok, vieme ziskat viac. Zoberme si situaciu,
ked pociatocné r, je velmi malé voci v. Potom zjavne pocas celého pohybu bude v, skoro konstantna a blizka v.

; _ —qozvyTy S T . ;s Ay . )
To vytvori a, = ===, kde jedind vyrazne sa meniaca premennd je r,. M6zeme teda tento pohyb aproximovat
. ’ . , .7 m,
kmitavym harmonickym pohybom s periédou 27 p—

Zoberme si aj situdciu z opa¢ného konca spektra. Majme pociatocné vy, ktoré je velmi malé voci ry. Potom r,

sa pocas pohybu bude menit len velmi malo, nakolko dostredivé zrychlenie vytvarané magnetickou indukciou ho

stoci spit skor, ako sa zvladne priblizit k osi. Ak zoberieme r, konstantné, tak ho mézeme nahradit r, a zo vzorca

a = % (=v, 0, v,) vidime, Ze a je konstantne velké (lebo v bola konstantne velkd) a kolmé na v. Ide teda

o rovnomerny pohyb po kruznici, ktorého dostredivé zrychlenie bude vsade rovnako velké |a,| = q:’ﬂﬂ\ /v + 2.
VoM,

Elektron sa teda bude pohybovat po kruznici s polomerom R = é = a peridda jeho pohybu bude T = 272 =

qozto
me

qozro "

2.7 Ako hlboko sme Klesli II. - AZ na dno vzorak Dvojka, Hovorca, opravoval Majo

Co sa vlastne deje, ked Lucka ponara pohdr do ¢aju? Nuz, vzduch vo vnitri pohdra sa stlaca, a to izotermicky
(kedZe ho tam ponara pomaly). Nds zaujima, ako bude toto stld¢anie prebiehat a ako ovplyvni vysku hladiny ¢aju
po dotlaceni pohara na dno.
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Dej ponarania si vieme rozdelit na dve Casti. V prvej Casti eSte pohdr nie je cely ponoreny a nejaka jeho cast vytrca
z hladiny. V druhej ¢asti je pohar ponoreny cely a uz iba klesa na dno. Mozete sa spytat: preco nas zaujima prva
Cast deja? Nestacilo by povedat, ze objem vzduchu v pohari jednoducho umiestnime na dno pohéra a zistime,
ako velmi sa stla¢i? Nestacilo. VSimnite si totiz, ze v prvej ¢asti deja hladina v odmernom valci stupa (kedZe na to,
aby sa objem ponorenej ¢asti vzduchu v pohari nezvacsoval, by musela byt hustota ¢aju nekonecna), v druhej ¢asti
deja sa vSak objem ponorenej ¢asti vzduchu (ktory je teraz ponoreny cely) zmensuje. Teda hladina v odmernom
valci dosiahne maximalnu vysku v okamihu, ked bude pohar akurat cely ponoreny. A pokial by sa stalo, ze sa vtom
momente nejaka Cast caju preliala von z odmerného valca, treba to zaratat. Najprv teda vyratame, o kolko stipne
hladina, ked je pohar tesne pod hladinou.

Nez sa pustime do préce s ¢islenymi hodnotami, pouzijeme oznacenie. Nazvime si vysku pohara h a vysku odmer-
ného valca H. Ozna¢me si L vysku hladiny ¢aju v odmernom valci. Ozna¢me si [ vysku vzdusného stlpca v pohéri.
Taktiez si ozna¢me P tlak vzduchu v pohari a V objem vzduchu v pohari. Hustotu ¢aju (zhodnu s hustotou vody)
ozna¢me p. Dalej oznaéme S, obsah podstavy pohdra a S, obsah podstavy odmerného valca. Zavedme objem
pohdra V = S,h, ktory je zhodny s pociato¢nym objemom vzduchu, a tlak P, = P4 ako pociato¢nt hodnotu tlaku
vzduchu v pohari rovna hodnote atmosférického tlaku.

Ponorme pohar do ¢aju. V rovnovaznom stave plati P4 + plg = P a zo stavovej rovnice pre izotermicky dej mame
PV = PyV,. Po dosadeni a tprave obdrzime
_ PV
Py +plg
Plati V = §,I. Po dosadeni tohto a e$te hodnoty Vj; mdme rovnicu
pgl + Psl—=Psh =0

Rovnicu vyriesime vzhladom na I. Z dvoch korenov je kladny len jeden:

—P, ++/P +4P,hpg
2pg

l:

To je vyska vzdusného stlpca v pohdri. Zmena vysky hladiny v odmernom valci bude teda AL = £ = SP I. Po
dosadeni zadanych hodnét vycislime AL = 4,9525 cm a rovno vidime, Ze ¢aj sa skutocne z odmerneho valca
vyleje, kedZe rozdiel medzi L a H je velky len $tyri centimetre. Povedzme teda, Ze odmerny valec je naplneny az
po okraj (teda nastavime AL = 4 cm) a pozrieme sa na druhu cast deja: zatlacanie pohara nadol.

Prv, nez sa vrhneme na ratanie druhej casti deja, musime si predefinovat zopar velicin. KedZe sa nam ¢aj prelial,
skomplikoval sa vztah medzi AL a I. Preto si nastavme L = H = 100 cm a povedzme, Ze AL je na zaciatku druhej
¢asti deja nulové. Taktie si zapamitame hodnotu vysky vzdusného stlpca v pohari hned na zaciatku druhej Casti
deja, ktort sme vypocitali pred chvilou: I, = 9,9050 cm. Mozme tak napisat novy vztah: AL = “;—‘; (I-1), z ¢oho
vidime, ze AL bude zdporné (hladina klesne).

Ked pohér klesne az na dno odmerného valca, bude vzdialenost vrchu vzdusného stipca v iom od hladiny ¢aju
vo valci presne H+ AL - h. Vyska ¢ajového stipca, ktory tlaci na vzdusny stipec, je H+ AL — h + 1. NapiSeme si teda
rovnicu tlakovej rovnovahy: P, + pg(H + AL — h + 1) = P. Zo stavovej rovnice vieme, ze Pl = P4h. Ked to véetko
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Riesenia 2. kola zimnej Casti ® é@é}

dosadime spolu s vyrazom pre AL, dostaneme rovnicu

lZ & _ _S_p — =
194 1+S +1 PA+PgH h Slo PAI’l—O

v

Riegenie tejto rovnice vzhladom na / ma jeden kladny koren, ktory je

(v pa(H-h- 1))+ V(Paspe(H-1-21)) +apg(1+ ) Pan
) 2pg<1+§—‘v’)

Po vy¢isleni obdrzime hodnotu I = 9,1275 cm. Z toho zistime, Ze AL = —0,3888 cm, teda hladina ¢aju bude
vo vyske 99,6112 cm.
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