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RiesSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Dlhé diely vzorak Marcel, opravoval Marcel

Zamyslime sa najskor nad spésobom, ako kvapalinovy teplomer funguje. Teplomer si m6Zeme predstavit ako va-
lec, v ktorom je nejaka kvapalina. Kedysi sa pouzivala ortut, ta je dnes z dévodu, Ze je jedovata, nahradena liehom,
gallistanom, alebo inymi kvapalinami. Ur¢ite ste sa v skole u¢ili, Ze teplomer funguje na zaklade tepelnej roztaz-
nosti, a teda, ¢im ma v nom kvapalina vys$s$iu teplotu, tym ma vac¢si objem. Mozno ste sa aj ucili, Ze to funguje tak,
ze ak mame teleso s objemom V a koeficientom objemovej roztaznosti f3, tak objem telesa pri zmene teploty o ¢
vypocitame nasledovne

Vohriate = (1 + tﬂ)V’

a teda rozdiel objemov je

AV = 1BV

Toto v preklade znamend, Ze zmena objemu je priamo umernd objemu telesa, rozdielu teplot a koeficientu roztaz-
nosti. Objem kvapaliny v teplomeri sa zmeni o toto AV a kvoli tomu kvapalina vystupi do vacsej vysky. !

Ako by sme mohli ovplyvnit velkost dielikov na teplomeri? Ak by sme ich chceli zvacsit, tak nam asi ako prvé
napadne toto: ak zmensime prierez valca, znamena to, ze ak sa objem kvapaliny zvacsi o nejaké AV, tak sa vyska
hladiny zvacsi o viac ako keby bol prierez vacsi.

Problém vsak je, Ze ak zmensime prierez valca, v ktorom je kvapalina, tak zmensime aj jej objem, a kedZe rozdiel
objemov (AV) je priamo umerny jej objemu, neroztiahne sa o AV ale o mene;j.

D4 sa to ukazat aj zo vzorcekov, ale my sa nad tym skusime zamysliet inak. Predstavme si, Ze mame nejaky valec
naplneny kvapalinou, a pri zmene tepldt o At sa v nom zvysi hladina o d. Teraz zvac¢$ime prierez valca na dvoj-
nasobok, ohrejeme kvapalinu o At a pokusime sa zistit, o kolko vystapila vyssie. My si avSéak mozeme predstavit,
zZe namiesto zvacSenia prierezu valca na dvojnasobok, sme dali dva také isté valce vedla seba. V kazdom z nich
hladina stipne o rovnaké d. A pozorovali by sme to isté v pripade, ak by sme nedali dva rovnaké valce vedla seba,
ale iba by sme zdvojnasobili prierez toho pévodného.

Dobre, ale ako sa to potom v tych teplomeroch robi? Ved predsa bezne vidime teplomery s rozdielnymi velkostami
dielikov. Pointa je, Ze nasa Givaha o zmene prierezu bola spravna, ak ho zmensime, tak sa naozaj zvacsi vzdialenost
medzi dielikmi, ale iba ak zachovame objem povodnej kvapaliny. To je dovod preco je na spodku teplomerov
nadrzka s kvapalinou, a to je aj spdsob ako menit vzdialenost medzi dielikmi — menime pomer % kvapaliny.

!Tento vztah je v skutoénosti, rovnako ako vela veci vo fyzike len velmi dobra aproximdcia a méZe sa stat, Ze sa koeficient tepelnej
roztaznosti meni s teplotou. Pre nase, rovnako aj ako pre vi¢$inu praktickych tcelov, nam ale takato aproximadcia staci

otazky@fks.sk https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 1. kola zimnej Casti ® é@é}

1.2 Ako hlboko sme klesli vzorak Zelé, opravovala Lucka

Ako pri vdcsine prikladov z mechaniky, zistime si, aké sily nam pdsobia na ktoré telesa. Pozrime sa najprv na
prazdnu nadobu vo vode. (Pre zjednodusenie budem mensiu nadobu nazyvat iba nadoba). Ako prva kazdému
hned napadne gravitacna sila. KedZe nadoba sa po urcitom case po ponoreni ustali, musi na fiu posobit este dalsia
sila, ktora je rovnako velka, len opa¢ne orientovana, nazyvana ako vztlakova sila. Ti pozornejsi si v§imnd, Ze by sme
vedeli pouzit Archimedov zdkon. Ten nam vravi, Ze ak ponorime teleso do kvapaliny, tak ho kvapalina nadlahcuje
a posobi nan vztlakovou silou, ktora sa rovna tiazi kvapaliny s rovnakym objemom ako je objem ponorenej ¢asti
telesa. Cize v nasom pripade je ponorenou ¢astou telesa ndédoba odo dna az do vysky A

Mozeme tak zistit hmotnost nadoby:

Fg:sz

m,g=p,Vig
m,g = p h'kSg
m, = p W'kS (1.2.1)

Teraz zistime vysku v hladiny vody v nadobe po naliati maximalneho objemu vody tak, aby sa neponorila. Opét
pouzijeme Archimedov zékon:

F,=F,
(m, +m,)g= p,Vig
m, +m, = p hkS
m, = p hkS — m,

Po dosadeni m, = p kSv a m, z rovnice 1.2.1, dostdvame

p,kSv=p kS(h-h")
atedav=h-"H.

Vysiel nam podozrivo pekny vysledok a patrilo by sa vediet preco. Necakane, pri tejto ivahe opdt pouzijeme
Archimedov zdkon. Na to vak potrebujeme vediet objem vytlacenej kvapaliny, ¢o je v tomto pripade V,, = kS(h —
h'). Dostdavame tak rovnicu m, = p kS(h — h’) , pricom m, = p kSv, ¢ize v = h — I’. Sta¢i si uvedomit, Ze priliatie
vody do malej nddoby nezmeni rozdiel hladin, pretoze zvysenie hladiny vody v malej nadobe o x spdsobi zvacsenie
tiazovej sily, ktoré musi byt vyrovnané podla Archimedovho zékona zvac¢senim vztlakovej sily, ktoré zodpoveda
ponoreniu malej nddoby voci hladine vo velkej nadobe o x. To vsak plati len za predpokladu, ze obidve kvapaliny
maju rovnaku hustotu.

Konecne sa dostavame k zaveru. Vysku hladiny vi¢sej nadoby H vzhladom na jej dno vypocitame pomocou suctu
objemu vody v nej a objemu vody vytlaceného nadobou.
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V=V,+V,
HS = hS + hkS
H=h+hk

Nakoniec este od H odpocitame h — v = h’ a vyjde nam nas hladany vysledok h + hk — h'.

1.3 Hydrolevitacia vzorék Hovorca a Patrik, opravovali Hovorca a Patrik

Na tvod tejto tlohy sa zamyslime, ako sa sustava sprava energeticky. Kuzel sa nehybe, z ¢oho vyplyva, Ze nekona
pracu, no taktiez, Ze na nom praca nie je konand. Kedze plati zakon zachovania energie (ZZE), tak celkova energia
vody bude stale rovnaka.

Avsak, ak je energia vody stale rovnaka, znamena to predsa, Ze tesne pred a tesne po odkloneni vody, kedy je
rozdiel h zanedbatelne maly, musi mat voda rovnaku kinetickd energiu, a teda rovnaku rychlost. (pod m myslime
maly element vody)

E = E; + E, =E, = E, + mgh
=E, = Ey, + mgh

a kedze E; = E, tak

Ek1 = T :Ek2

Vieme, do akej vysky sa voda dostane, ked nema v ceste prekazku, takze vieme vyratat celkovu energiu vody.

Zo ZZE vieme, Ze tato energia bude stale rovnaka, a to aj vo vyske h, v ktorej bude hracka levitovat.

my?
EHZO = mgH = mgh + T

Z tohto vztahu si vieme vyjadrit rychlost vody, ktora naraza do hracky.

v =+/2g(H-h) (1.3.1)

Vieme, Ze je hracka v pokoji a teda podla 1. Newtonovho zdkona musi byt sucet sil rovny 0. Prud vody posobi
nejakou silou Fy,0 = F,. Vidime, Ze po zrdzke je hybnost vody ind, a preto nie¢o muselo sposobit tito zmenu.
(Nezmeni sa velkost hybnosti vody ale jej smer) Hracka pdsobi podla 3. Newtonovho zdkona na vodu rovnako

otazky@fks.sk 3 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 1. kola zimnej Casti ® é@é}

velkou reakciou Fy ,, a preto mézeme povedat, Ze zmena hybnosti vody je krytd reakciou prekazky. Z toho vidime:

FHZO - Fg = FHZO - tho =0

. _Ap
HzO_E
Ap _
At

KedZe sa voda po zrazke odrazi v horizontdlnom smere symetricky, tak nas bude zaujimat iba ¢o sa deje s verti-
kalnou zlozkou. Maly element vody mal pred zrazkou hybnost p; = mv, a po zrazke hybnost p, = mv,. Rozdiel
hybnosti preto bude Ap = mAv. Vertikdlnu zlozku vody po zrédzke vyrdtame ako v-cos(«), a teda rozdiel rychlosti
je: v(1 - cos(a)).

_m-v-(1-cos(a))

M-g= t (1.3.2)
Pozname objemovy prietok Q, z ktorého si vieme vyjadrit hmotnost ako
\%4
Q=7
m
V=—
p
m:Q.p.t (1.3.3)

Po dosadeni 1.3.1 a 1.3.3 do 1.3.2 dostadvame:

M-g=Q-p-\/(2g(H-h))-(1~-cos(a))
VgH-h)) = — L8

Q-p-(1-cos(a))
_ M ¢
2-Q-p2-(1-cos(a))’

Podme si intuitivne overit, ¢i je na$ vysledok spravny. Ked budeme zvysovat H, tak voda strieka do vyssej vysky,
a teda m4 viac energie, ¢ize hracka bude levitovat vyssie. Cim vicsia hmotnost hracky, tym nizie bude levitovat,
lebo od¢itame vicsie ¢islo. So zvdcsujucim sa prietokom vyska rastie. Ak zvysime hustotu, tak do hracky bude
naraZaf viac ¢astic, a teda vyska narasta. Cim je vi¢sia hodnota uhla, tym je mensi kosinus a vyraz 1 - cos je Vicsi,
teda voda vystrekne vyssie. MoZeme si to predstavit tak, ze ak by sa voda odrazala pod 180° uhlom, tak by vsetku
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svoju vertikdlnu energiu odovzdavala hracke, ¢o by bolo vlastne maximum energie, ktoru jej vie dat. Vidime, Ze
intuitivne ndm vzorec vysiel, a teda sme tymto vyratali vysku h, v ktorej bude hracka levitovat.

1.4 Povrchna $pongia vzorék Krtko, opravoval Krtko
1.5 Mravec mravec, ide ti koniec! vzorék Nina, opravovala Nina

Prva rozumna vec, ktorti by sme mali o Ferdovej kanojke zistit, je hibka jej po¢iatoéného ponoru, t.j. v ¢ase, ked
sa zakliesnila, ale este v nej nebola Ziadna voda. A ked uz budeme pri tom, preco si tito hibku nespocitat rovno
pre lubovolny moment po zakliesneni. Kanojka je v kazdom momente v takej hibke (vyske), aby sa tiazové sila
potapajica kanojku rovnala vztlakovej sile nadndsajucej kanojku, t.j. F, = F,..

Tiazova sila posobiaca na kanojku aj s Ferdom je
Fy = (my + my)g,

kde m, je hmotnost Ferda aj s kanojkou a m, hmotnost vody natecenej do kanojky. Vztlakova sila nadnasajuca
kanojku je F,, = Spy,, kde py, je tlak v hibke /. Na vypocet tlaku v hibke i ndm véak vzorec p = pgh stait nebude.
Voda v Hrone totiz tecie, zatial ¢o Ferdova kanojka vzhladom na breh stoji. Na pomoc si preto vezmeme Bernoul-
liho rovnicu. Ta nam hovori, Ze ak kvapalina prudi ustalene, tak sucet % + ? + gh je na kazdom jej mieste rovnaky.
Nastavme si & = 0 na hladine. Potom sucet na hladine bude % + V; +gh= %3 Stget v hibke & mé byt rovny suctu
na hladine, ¢ize

v_(z):&_}_ﬁ_l_gh:&_{_w_{_
2 p 2 p 2
Nasledne z toho vyjadreny tlak bude

v2 — (vy — h/10 s)?
prep A0

gh.

2
(h/120 s) —gh) .

5 gh) =p (voh/IO s —

Vztlakova sila posobiaca na kanojku ponorenti do hibky & teda bude
sz = SPh
h/10s)?
=Sp (voh/lo s — % —gh) .
Spomenme si teraz, Ze chceme aby F, = F,, a dosadme:
F,=F,

(h/10s)*
2

(my +my)g =Sp(voh/10 s — gh)
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Tu vidime, Ze jedind neznama v tomto vztahu je /& a navyse je to kvadratickd rovnica pre h. Upravime ju teda
a zistime jej korene.

200 s2 - (my +my)g

0=h+h(-20s-v,+200s*-g) + S
p

200 §2 - (m; +my)g
Sp

h=10s-vy—100s*- g+ 10s-vy—100s%-¢)2 -
g g

Ak za m, v tomto vzorci dosadime 0, ziskame hibku ponoru lodi¢ky v Case, ked este v kanojke nie je voda, t.j.
v momente ked sa zakliesnila. Za ostatné premenné dosadme podla zadania vy = 50 cm, g = 1000 cm/s?, S =
20 cm?, m =2 gap = 1 g/cm?. Tymto ziskame dva vysledky, z ktorych jeden bude hibka ponoru v momente, ked
sa kanojka zakliesnila.

Ziskané vysledky su priblizne —198999 cm a —-0,1 cm. Najprv si v§imnime, Ze oba vysledky su zdporné, to je
fajn, kedZe hibke (vyske) h sme 0 nastavili na hladinu, t.j. pod hladinou je vyska zaporna. Dalej sedliacky rozum
nasepkava, Ze pri hibke skoro —2 km by kanojka aj s Ferdom uz d4vno neplavala na hladine. Oproti tomu ponor
—0,1 cm je pri vyske boku kanojky 2 cm tplne v poriadku, a teda

h=-99500 cm + \/(—99 500 cm)? — 10000 cm?/g - (m, + m,)

h =-99500 cm + \/9 900230000 cm + 10000 cm?/g - m,.

Teraz uz poznadme ponor kanojky v zavislosti od hmotnosti vody natecenej do vnitra. Dal§im krokom by preto
malo byt zistit, akou rychlostou bude do kanojky vtekat voda. Tu si opdt zavolame na pomoc Bernoulliho rovni-
cu. Ale pozor, okolo kanojky uz nejde o nevirové prudenie, preto ju tentokrat nepouzijeme na cely objem vody
s ktorym pocitame. O Bernoulliho rovnici vSak vieme, ze plati aj vo virovom prudeni, ak je ustalené a uvazujeme
pritom len kvapalinu pozdlZ jednej z pridnic. Zoberme si teda jednu z pridnic vtekajicich do vnutra kanojky
(tu prudenie nie je sice uplne ustalené, avSak zmeny v prudniciach buda dostato¢ne malé na to, aby islo o dobru
aproximaciu). Na tej uz Bernoulliho rovnica platit bude. Zaroven mozme nahliadnut, Ze tato prudnica ide, pred-
tym ako sa dostane ku kanojke, aj ¢astou rieky, kde priudenie este povazujeme za nevirové. Potom je na nej sucet
Bernouliho rovnice rovnaky ako bol na hladine a teda

L I

h,
2 p 2 &
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kde pj, je tlak spdsobeny vodou, ktora uz natiekla do kanojky. Potom p,, = pgh,, kde h, = ’;“—; je vyska hladiny
vody v kanojke vzhladom na dno, t.j. tato bude narozdiel od 4 kladna. Z toho vieme odvodit, ze

2
Vv =4[V Pyl
p
=\/Vi - 2gh, - 2gh

Rychlost vtekania vody teda zavisi od okrem zo zadania pevne danych veli¢in, len od hmotnosti vody v kanojke
m, a hlbky ponoru k. Hlbka ponoru k viak z4visi len od hmotnosti vody v kanojke a teda po dosadeni za h bude
rychlost zavisiet len od m,.

ﬂd vy

Oznac¢me si hmotnostny tok vody cez dierku ako Q, potom Q =

sz—/ Qdt

2
o 4

2
f ”d\l V2 2g @wz)dt.

Ked dosadime & = —99 500 cm + \/9 900230000 cm + 10 000 cm?/g - m, ziskame

T nd? My T
= [ = /-2
e ./0 4 \/V" 85

¢o je nie velmi pekna diferencialna rovnica. Ako sa vSak spomina v zadani, tuto riesit nepotrebujeme. Namiesto
toho si pomozeme nejakou tou vypoctovou technikou *.

a plati vztah

+-99500 cm + \/ 9900230000 cm + 10000 cm?/g - m, 1) dt

A ¢o si to vlastne chceme naprogramovat? Pozname vztah pre hibku ponoru v zavislosti od hmotnosti vody
v kanojke

h =-99500 cm + \/9 900230 000 cm + 10000 cm?/g - m,,

vztah pre rychlost vtekania vody v zavislosti od hibky ponoru a hmotnosti vody v kanojke

Vv, = \/vg —Zg(?—; +h).

Aby sme tento kruh uzavreli, potrebujeme nejak z rychlosti vody urc¢it, kolko vody natecie do kanojky. Vieme, ze
My = fo vv dt, ale toto predsa pocitat nechceme.

Excel, OpenOffice Calc, naprogramujem si to vo svojom obltbenom programovacom jazyku. ..
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Mozeme si vSak vSimnut, Ze hmotnost vody v kanojke sa musi v ¢ase menit plynule (pretoze voda do kanojky
pritekd casom postupne). Potom sa m, vo vztahu pre h meni plynule a teda aj h sa musi v ¢ase menit plynule.
Podobne potom h a m, sa menia plynule vo vztahu pre v, a teda aj v, sa meni v ¢ase plynule.

Z toho, ze rychlost nam v ¢ase neskace, ale meni sa plynule vyplyva, Ze hmotnost vody natecenej do kanojky
za prvu sekundu mozeme aproximovat tak, ze okamzita rychlost v, nahradime konstantnou rychlostou v, z ¢asu

0 s. Potom
s 2 nd?
m = —vyydt=—wvy-1s.
21s _/; 1 0 4 0

Nasledne by sme mohli hmotnost vody natec¢enej do kanojky za druht sekundu spocitat tak, Ze spocitame nova
hibku ponoru (voda natecena do kanojky nam ju trochu ponori) a z nej novti rychlost natekania vody na zaciatku
prevej sekundy v, , a z nej opit aproximujeme hmotnost vody natecenej v druhej sekunde, atd. (Ano, teraz pricha-
dza ta chvila, ked by bolo uz vhodné, si to tukat skor do Excelu ako do beznej kalkulacky. Ved robit tento vypocet
ru¢ne by bolo naozaj naro¢né, kto vie kedy to dotecie, preto by bolo lep$ie proces automatizovat a naprogramovat
si to).

Privypocte v, si moéZeme v§imnut, Ze narast hmotnosti kanojky za prva sekundu sposobil narast rychlosti vtekania
vody. Z toho moézeme usudit, Ze priemerna rychlost vtekania vody pocas prvej sekundy bola vyssia ako vy a teda,
ze aj mnozstvo natecenej vody by pri presnom vypocte bolo tiez vacsie. Na druhej strane, vidime, ze rychlost
sa zmenila z pociato¢nej vy = 50,01 cm na v; = 50,03 cm. To nie je zase az tak vela.

Napriek tomu by sa v$ak dalo argumentovat, Ze zvysujica sa hmotnost kanojky s vodou vnutri ndm zvysi rych-
lost vtekania vody a to zase spétne zvysi kolko vody bude v kanojke, ¢ize tieto dva procesy sa budd navzdjom
podporovat.

Aby sme aj tento proces vzajomného ovplyvnovania sa rychlosti vtekania vody a prirastku vody v kanojke ¢o
najlepsie zachytili, mézeme si interval s ktorym pocitame rozdelit na mensie kusy. Po poradi od prvého v kazdom
z nich najprv spocitame prirastok vody do kanojky za dany interval a nasledne, v dalSom intervale, uz pocitame
s kanojkou zatazenou aj vodou z predchadzajuceho intervalu. Zjavne takyto vysledok je presnejsi.

Skusme si teda porovnat, ako nam narastie rychlost za prvi sekundu, ak si ju rozdelime na intervaly dizky 0,5 s,
0,2 5,0,1 s alebo 0,01 s. Prekvapivo rozdiel nie je vobec velky, ba skor naopak. Rozdiel medzi rychlostami v prve;j
sekunde pocitanymi s intervalmi velkosti 1 s a 0,01 s ma prvu efektivnu cifru az na 6smom mieste za desatinou
¢iarkou. Ak tento pokus zopakujeme pre rychlosti v 10. sekunde, rozdiel rychlosti bude mat prva efektivnu cifru
na 7. mieste za desatinou ¢iarkou. To pre nds znamena, ze aj ked sa narast hmotnosti vody v kanojke a rychlost
vtekania do nej tvoria previazany systém, tento systém je stabilny a teda nasa aproximacia bude celkom presna.

A 7e kolko ndm to teda vy$lo? S intervalmi dlzky 1 s sa vysledok javil niekde medzi 92 s az 93 s. Pri desatine
sekundy bol medzi 92,4 s a 92,5 s a pri stotine medzi 92,49 s a 92,5 s. M6Zeme teda Ferdovi oznamit, Ze na to aby
sa naucil plavat mu zostava len nieco okolo 92,49 s.

1.6 Bob the builder vzorék Dvojka, opravoval Dvojka

Predstavme si najprv, ¢o ocakavame, Ze sa s kockou stane: chvilu sa povezie na beziacom pasme, a ked sa dosta-
tocne vytrepe na plosinku, za¢ne brzdit, az uplne zastavi. Pocas tohto deja na nu budu pdsobit dve sily: trecia sila
od beziaceho pasa F_, a trecia sila od plosinky F._.
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Trecia sila ma zopar vtipnych vlastnosti - napriklad nikdy nevybudzuje pohyb. Inymi slovami, pas na kocku
nebude posobit vacsou trecou silou nez plosinka, pokial sa bude kocka pohybovat rychlostou v (teda voci pasu
stat), a plosinka nebude na kocku pdsobit vic¢sou trecou silou nez pas od chvile, ked kocka zastavi.

Druh4 cast predoslej vety znamena, Ze maximalnu vzdialenost kocka dosiahne v okamihu svojho prvého zastave-
nia, a od toho okamihu zotrva v pokoji — prva cast predoslej vety je véak o nieco zlozitejsia. Aby sme pochopili
jej vyznam, musime si vyjadrit maximalne velkosti oboch trecich sil. Vieme, Ze maximalna velkost trecej sily
povrchu na kocku, ktora na nom spociva cela, je mgf, a tiez vieme, Ze tato maximalna velkost je priamo imerna
velkosti sty¢nej plochy kocky a povrchu. (KedZe kocka pdsobi vsade rovnakym tlakom. Kebyze je to cudnejsi tvar,
napriklad pologula, bolo by to zlozitejsie.)

Zavedme si teda suradnicu x, ktora vyjadruje vzdialenost medzi okrajom plosinky a stredom spodnej hrany kocky
rovnobeznej so smerom pohybu kocky.

plosinka

Potom ocividne

5—X 5+tx
F%maxzmgf a >F<—max= gf 4

Spomenme si, Ze trecia sila nevybudzuje pohyb. Pokial F. ., < F_, ..y, pre skutocné trecie sily bude platit F. = F_,
a kocka zotrva v pohybe rychlostou v. Akonahle ale nastane F.,,;, > F_,,0x, kocka za¢ne spomalovat. Ako vieme
rychlo zistit, do tejto dynamickej fazy sa dostane, ked x > 0, teda polovica kocky bude na plosinke. Od chvile,
ked sa kocka dotkne ploSinky, po zaliatok brzdenia prejde Cas t, = ;.. Ked bude kocka brzdit, obe trecie sily
nadobudnt svoje maximalne hodnoty, a teda pohybova rovnica F = ma pre kocku bude vyzerat nasledovne:

d?x
F,-F_=-2mgf- =m—
a dr?

V tomto na prvy pohlad zbadame rovnicu harmonického oscilatora, ktorej rieSenim je funkcia casu:

x(t) :Asin\/zg—ft+Bc03\/2g—ft
a a

Pozrime sa na okrajové podmienky nasej rovnice: V case t = 0 s prave zacala faza brzdenia, teda

x(08) =0, Viocka (0 8) = %

=V

t=0s
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Z prvej podmienky okamzite vidime, ze B = 0. Aby sme vyuzili druhu, zderivujme x(t) podla ¢asu, aby sme
vyjadrili rychlost kocky vi,q, ako funkciu ¢asu, a pozrime sa na jej hodnotu, ked t = 0 s:

dx(t)
Sdt

Viodka = A Z%fcosw2%ft

Vkocka ( 0 S)

Vkocka ( t) =

o
s,

a
A = v/ —
V 2¢f
Vidime teda, ze amplitida nasho harmonického oscilatora je v T Kedze vsak trecia sila nikdy nevybudzuje

pohyb, vieme, Ze po dosiahnuti prvého maxima vychylky sa nas , oscilator” uvedie do pokoja, kde zotrva. My
chceme, aby toto nastalo, ked x > 3a, kedze vtedy je kocka celd na plosinke. Kedze amplituda je umernd rychlosti
pésu, najmensia rychlost pasu v, pre ktoru této podmienka bude platit, bude takd, ze x = 1a. Teda

1 [ a
EQ—V@
RN

2

Vieme teda uz rychlost pasu, sta¢i nam uz len zistit, ako dlho bude trvat faza brzdenia. Inymi slovami, kedy

dosiahne vyraz sin y/ Z%f t maximum (pre najmensie kladné £)? Nuz, ked

Inymi slovami, ked

tzﬂ‘/@_

Uz k tomu len priratajme ¢as od dotyku kocky a plosinky po zaciatok brzdenia a obdrzime vysledok
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[a [ a [ a s
T=ty+t= gfﬂ'r @: Zf(1+5)

1.7 Radi(k)alne riesenie vzordk Majo, opravoval Majo

Zem sa okolo Slnka pohybuje po elipse, pricom Slnko lezi v jednom z ohnisk. V tejto tlohe sa tak budeme musiet
vysporiadat s pohybom po elipse’. Aby sme ho vedeli popisat, potrebujeme vediet popisat polohu Zeme vzhladom
na Slnko. Musime preto vybrat nejaké vhodné siradnice. Milovnikov kartézskych suradnic hned sklameme,
pretoze tie nepouzijeme. Ako to uz byva pri pohybe po niecom kruhovitom, oplati sa pouzivat polarne suradnice.
Ich stred si umiestnime do Slnka, teda do ohniska elipsy.

Polohu Zeme vzhladom na Slnko tak budeme popisovat dvojicou (7, 8), kde r predstavuje vzdialenost Zeme a Slnka
a 0 je orientovany uhol, ktory zviera usecka spdjajiica Zem a Slnko s tiseckou, ktora spdja ohniska elipsy (v jednom
z nich je Slnko). Za kladny uhol ur¢ime ten, v ktorom Zem obieha okolo Slnka.

Slnko (druhé ohnisko)

Ked uz mame zadefinované polarne siradnice, pripomenme si, Ze obe zlozky polohy r aj 6 sa budd neustale menit.
Na druhej strane tloha od nas chce zistit, kedy je radialna rychlost najvicsia. V reci tychto siradnic to znamena,
ze chceme vediet, kedy sa r najrychlejsie meni®.

My navyse vieme, Ze mame danu elipsu. Preto pozndme dlZky jej osi a, b, a teda aj jej excentricitu e°. Pre danu
elipsu tak musime byt schopni vyjadrit zavislost r od 6.

Preto uvazujme trojuholnik tvoreny ohniskami a Zemou. Vzdialenost Zem-Slnko je r(0). Vzdialenost ohnisk je
2ae. Napokon, pre kazdy bod elipsy plati, ze sucet jeho vzdialenosti od ohnisk je rovny 2a. Preto je vzdialenost
Zeme od druhého ohniska elipsy rovna 2a — r(0). Z kosinusovej vety pre zmieneny trojuholnik tak dostdvame:

*Hlboky povzdych.
*V tomto vidno najvi&siu vyhodu polarnych siradnic oproti kartézskym v tejto tlohe - priamo pracujeme s r.
5 Ak neviete, ¢o tieto pismenka znamenaju, tak si to mozete pozriet napriklad tu: https://en.wikipedia.org/wiki/Ellipse.
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(2a-1(0))* = r(0)* + (2ae)* - 2(2ae)r(6) cos 0
4a*> - 4ar(0) + r(0)* = r(0)* + 4a’e* — 4aer(6) cos 0

a-r(0) =ae*—er(6)cosb

_a(l-e?)
r(0) = 1-ecosf
r(0) 2a - r(0)
0 ae
' a
b

Tym méame vyjadrenu vzdialenost radialnej vzdialenosti r od uhla 6. Derivovanim tohto vztahu podla ¢asu, do-
stavame vztah pre radialnu rychlost®:

o a(l—e*)(esin0)0
"0) = (1-ecosb)?

Z praktickych dévodov, ktoré uvidime neskdr, si tento vztah upravme tak, aby obsahoval aj r(6):

r(6)esin(6)0

1-ecosf

7(6) =

Pozorny ¢itatel si uz mohol vdimnut dve veci. Prvou z nich je, Ze sa nam vo vztahu objavila 6, teda uhlova rychlost
v danom case. Jej sa v dalSom priebehu budeme chciet zbavit. Druha vec, ktoru si ¢itatel mohol vSimnut, je, Ze
doteraz bolo toto vzorové rieSenie len o matematike. Zislo by sa tak pouzit nejaku fyziku. Fyzikov Pavlovov reflex
by sa mal pri tlohe s planétami hned snazit pouzivat Keplerove zakony. Teraz pride naramne vhod druhy Keplerov
zakon’. Jedna z formuldcii druhého Keplerovho zédkona je, Ze obsah plochy, ktort opise sprievodic za nejaky maly
¢as dt, je rovnakd pre kazdy takyto ¢asovy interval. Matematicky, S = % je konstanta.

Aby sme vedeli vyuzit, ¢o nam povedal druhy Keplerov zakon, potrebujeme vypocitat ‘i—f. V tomto svete nekonecne
malych vyzera tito ploska ako rovnoramenny trojuholnik s ramenami dizky r(6) a uhlom oproti zakladni d6.
Tento trojuholnik ma preto obsah:

%Ak je vdm z tohto zle, tak sa na to nepozerajte.
7Zvysok ulohy potom bude uz len znova matematika.
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ds = %rz(@) sind@

KedZze d6 — 0, tak sin d0 = dO a mdzeme pisat:

ds 1,,.d6 1

r(0)
do-/ (6

Podla druhého Keplerovho zakona je preto %r2(9)9 konstantné. Ked nasc¢itame takéto plosky pre vsetky casové
intervaly df z periédy obehu Zeme T, dostaneme :

~(6)6

IR %)
N[ =

Navyse o elipse vieme S = 7ab a 0 Zemi vieme T. Do vyjadrenia pre #(0) sa ndm zide vediet hodnotu ()6, tak
ju odtialto vyjadrime:

2mab

00 o

A dosadme do vyjadrenia pre #(6), do ktorej hned potom dosadme aj vyjadrenie r(6):

H0) = 2mabe sin 6
"~ T(1-ecosf)r(H)

2ntbesin 0
T(1-¢?)

#0) =

Kone¢ne mame vyjadrenie radidlnej rychlosti, v ktorom je jedina premenna uhol 6. Ostatné ¢leny su konstanty.
Najvicsia radialna rychlost sa preto dosahuje v extrémnych hodnotach sin 6. To st hodnoty 1 a —1, ktoré sa lisia
len v tom, Ze v jednom pripade sa takou rychlostou Zem priblizuje a v druhom vzdaluje Slnku. Tieto hodnoty
sa nadobudaju vtedy, ked 6 = Z aked 6 = 3.

8Formélne by sme to mali zapisat ako integrély fos ds=1r (6)6 fOT de.
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Takze najvyssia radidlna rychlost sa dosahuje vtedy, ked sa Zem nachadza v takom bode, zZe usecka spdjajuca Zem
a Slnko je kolma na hlavnu os jej eliptického pohybu.
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