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Riesenia 2. série letnej Casti

2.1 Bulvarna potopa vzorék Jaro, opravoval Jimi

Peto si predneddvnom vo svojom oblitbenom bulvarnom denniku precital vetu: ,Vedci predpovedajui, Ze topenie obrovskych
ladovych kryh pldvajicich na vode v dosledku globdlneho oteplovania zdvihne hladinu svetového ocednu o jeden meter.“
Vysvetlite za pomoci vasich znalosti z fyziky, ako presne sa zdvihne hladina svetového ocednu pri roztopeni ladovych kryh
plavajiicich na vode.

Predstavme si ladovu kryhu o objeme V plavajucu na hladine ocednu. KedZe nevykazuje ziadne zrychlenie,
musia sa vSetky na nu pdsobiace sily navzajom kompenzovat. Zrejme jedinymi relevantnymi silami posobiaci-
mi vo vertikdlnom smere s tiazovd sila F; = Vg posobiaca nadol a Archimedova vztlakové sila F,, = V'p,g
posobiaca nahor, kde V' je objem ponorenej ¢asti kryhy. Z rovnosti sil dostivame podmienku

VQI = VQV

Teraz si predstavme, Ze kryhu z vody vytiahneme. Na zdklade uvedenej rovnosti dostaneme, Ze vo vode zostane
diera' s objemom zodpovedajicim ponorenej ¢asti kryhy V' = % V.

Zamyslime sa nad tym, aky objem vody vznikne roztopenim ladu s objemom V). Lahko nahliadneme, Ze to,
¢o sa musi pri roztapani zachovat, je hmotnost. Z rovnosti hmotnosti ladu pred roztopenim a vzniknutej vody
dostaneme

Vior = V,0v,

o jeale tiplne identickd rovnica, akii sme dostali aj pre rovnost sil.” To znamend, Ze voda vzniknuté roztopenim
ladu prave zaplni ,,dieru®, ktora po Iade vznikla, a teda hladina vody sa vobec nezdvihne.

Vo vsetkych doterajsich tivahach sme vsak ticho predpokladali, Ze hustota morskej vody je blizka hustote slad-
kej vody, a teda to, ze sme ich nerozliSovali, nijako neovplyvni vysledok. No je to naozaj opravneny pred-
poklad? To vieme jednoducho overit. Vsetky nase vypocty boli spravne, akurat musime rozliSovat hustotu
sladkej o,, a morskej g, vody. V rovnici pre rovnovahu sil pouzijeme hustotu morskej vody, kedze kryha pla-
va v oceane a v rovnici pre zachovanie hmotnosti pouzijeme hustotu sladkej vody, pretoze predpokladame, ze
lad neobsahuje Ziadne soli, a preto sa roztopi na sladkt vodu. Mame teda rovnice Vo = V' 9,y a Vio; = V, 04
Zaujima nas rozdiel medzi objemom vzniknutej vody roztopenim ladu a objemom ,,diery“. Trividlny vypocet
déva’

AV=V,—V =2y _ Ly_ ydmw

QSV va vast
Ak chceme vypocitat zdvihnutie hladiny ocednov, tak to eSte podelime plochou ocednov, ¢ize Ah = ATV . Teraz
uz len zoberieme tabulky alebo otvorime prehliada¢ a vyhladame potrebné konstanty. Ak uvazime plochu
ocednov 361 miliénov km? a objem morského ladu na Zemi 620 tisic km?, tak dostaneme Ah = 3,84 cm.

Znamena to ale, Ze vedci nevedia fyziku? Vobec nie. To len bulvar prekriica skuto¢nost, aby si zvysil ¢itanost,
alebo len nema cit pre detail. Napriklad povodny vyrok mohol zniet, ze v désledku roztapania ladovcov sa

!Teda zostala by, keby ju okolitd voda hned nezaliala.

2To vsak nie je ziadnym prekvapenim, pretoze prave toto je obsahom Archimedovho zdkona: ,Teleso ponorené do kvapaliny je
nadlah¢ované vztlakovou silou, ktorej velkost sa rovna tiaZi vytlacenej kvapaliny.”

3Polozime V = V, &o predstavuje objem morskych ladovcov na Zemi.
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zdvihne hladina svetového ocednu o meter. Tu sa nikde nespominaji ladové kryhy plavajtice na vode. A preto
mravné poucenie na zaver - neverte vSetkému, ¢o ¢itate v novinach.

Toto je vsetko, ¢o ste mali urobit. MoZeme sa vSak este pokusit overit, ¢i jeden meter je realisticky odhad, ak
by sme brali do tvahy vsetky ladovce, nie len ladové kryhy. Z podmienky pre rovnost hmotnosti dostavame,
ze roztopenim ladu vznikne voda s objemom V, = % V. Pre zdvihnutie hladiny dostavame vztah

Vi
h<— = Ql—Vl,
S 0,S

kde S je plocha ocednov na Zemi." Z geografie vieme, Ze je to priblizne 361 milidnov km?. Po chvili googlenia’
zistime, kolkozZeto je vlastne na Zemi ladu®. V takom pripade dostaneme horny odhad & 5 75 m. Ak by sme
chceli dolny odhad, tak mézeme zobrat za S plochu celej Zeme, t.,j. 510 miliénov km?.” V takomto pripade

dostaneme dolny odhad h £ 52 m. Vidime, Ze tieto hodnoty st daleko vyssie nez v tla¢i uvedeny jeden meter.
V skutoc¢nosti ten jeden meter je predpoved extrémneho modelu do roku 2100.

2.2 V nudzi zabo¢ doprava vzorak Jaro, opravovala Denda

Filip cestuje autobusom domov do rodného Kubina, ked tu zrazu z nicoho nic¢ sa pred autobusom kolmo na smer cesty
objavi obrovsky dlhy beténovy mur®. Co md Filip ako znalec mechaniky autobusdrovi poradit, aby mali co najvicsiu Sancu
na prezitie (t.j. posobilo na nich ¢o najmensie pretaZenie)? Je vyhodnejsie nechat autobus smerovat kolmo na stenu miiru
a zacat brzdit, alebo naopak stolit autobus tak, aby tesne lizol miir?

Obrazok 1: Autobus

Co to zase od nds chcti? Vraj zritat nejaké pretazenie. Ale Co to pretazenie vlastne je? V skutoénosti to nie
je ziadna veda. V jednoduchosti mozno povedat, Ze pretazenie, v anglickej terminologii oznacované aj ako
g-force, je zrychlenie, ktoré na objekt pdsobi, vyjadrené v nasobkoch tiazového zrychlenia g.” Dohodnime sa,
ze ho budeme oznacovat « a vypocitame ho podla vztahu a = ¢ Tak napriklad pretazenie volne polozeného
telesa na Zemi je « = 1 g. Teraz to mozno vyzer4, Ze si sami protire¢ime, ked sme povedali, Ze je to zrychlenie.
Ved volne polozené teleso ocividne nezrychluje. Lenze treba si uvedomit, Ze na teleso skuto¢ne pdsobi tiazova
sila a v pohybe mu bréni len sila od podlozky. Z toho d6vodu by mozno bola vyhodnejsia definicia pretazenia
a = m—lig. Nulové pretazenie ma teda teleso v beztiazovom stave alebo aj teleso padajice volnym padom bez

4Znak nerovnosti je tam preto, lebo uvazujeme, ze sa plocha ocednov nezmeni. Pravdou vsak je, Ze sme na guli a jej povrch je
umerny $tvorcu polomeru, a navyse dojde k zaplaveniu Casti pevniny.

Snapriklad tu: http://www.johnstonsarchive.net/environment/waterworld.html

8Staci brat len pevninsky lad, kedze lad plavajici na ocedne nespdsobi vyznamné zdvihnutie hladiny ocednov, ako sme uz skor
ukazali.

7 Aj ked je asi tazko uveritelné, ze by voda rovnomerne zaplavila celti Zem, aj napriklad taky Mount Everest.

8Co vém povieme, autobusar je deges.

?Presnejie povedané, pretaZenie je to, &o citime, ked zrychlujeme (resp. to, &o by teleso citilo, keby mohlo).
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odporu vzduchu.'’ Zrejme méd zmysel uvazovat aj o smere, v ktorom pdsobi. Nés bude zaujimat len dodato¢né
pretazenie vplyvom jazdy v autobuse a pretaZenie 1 g od tiazovej sily nebudeme uvazovat.''

Nech sa autobus pohyboval rychlostou vy. V zadani sa piSe, zZe sa pred autobusom zrazu zjavil mur. Povedzme,
ze $ofér zareagoval, ked bol mur vo vzdialenosti d. Mame presetrit dve moznosti:

1. autobus pokracuje rovno a brzdi;
2. $ofér strhne volant a autobus sa muru vyhne.

Chceme zistit, v ktorom pripade pdsobi na autobus mensia sila (t.j. mensie zrychlenie).

V prvom pripade je rozumné predpokladat, Ze zrychlenie je konstantné a autobus zastal tesne pred mtrom'?
Tym padom vySetrujeme rovnomerne spomaleny pohyb. Napi$me si kinematické rovnice, ktoré ho popisuju:

1
d:vot—EaItZ a v=rv,—al

2
% e Y. v 7 — 7 v, > v o .
Vylucenim ¢asu a polozenim v = 0ms~'" dostdvame a, = 5%, a teda pretazenie je

v
X =

 2dg’

V druhom pripade je najvyhodnejsie, ak sa autobus pohybuje po kruznicovom obluku, kedy sa jedna o kon-
$tantné dostredivé zrychlenie. Ak by sme zvolili int trajektdriu, tak na kompenzaciu rovnejsich ¢asti by niekde
musel byt usek s ostrejsou zakrutou, v ktorej, nakolko zrychlenie nepriamo imerne zavisi od polomeru kri-
vosti'®, by pasazieri, a teda aj Filip, boli vystaveni vi¢$iemu pretazeniu. Tak isto by malo byt zrejmé, ze ak
by sme chceli menit aj rychlost, pretazenie by sme iba zbytoc¢ne zvysili a my chceme ndjst sposob, pri ktorom
bude na Filipa posobit ¢o najmensie pretazenie.

Aby sa uspesne vyhol muru, musi opisat celt Stvrtkruznicu. To znamena, Ze polomer krivosti jeho trajektorie
je prave d. Pocas prejazdu sa velkost rychlosti nemeni, no meni sa jej smer. Na autobus musi posobit dostre-

2
divé zrychlenie velkosti a, = ‘£, aby sa pohyboval po uvedenej trajektorii, preto v tomto pripade dosahuje
pretazenie hodnotu

M
Ky — —.
dg
Porovnanim vypocitanych pretazeni zistujeme, Ze je bezpecnejsie pokracovat v smere jazdy a zacat brzdit,
kedze
Ky — 2(X1.
Preco je to tak? Vratme sa k vypoc¢tu a podme pocitat ¢as. Nakolko uz pozname zakladné vzorcéeky, jedno-

duchymi upravami zistime, Ze v prvom pripade zastavil za t, = i—f. V druhom pripade uz vieme, Ze presiel
stvrtkruznicu dlzky s = 2%1 konstantnou rychlostou vy. Nakolko svoju rychlost nemenil, mézeme pouzit

0Vyplyva to z ekvivalencie vztaznych ststav. Ak by sme boli zatvoreni v padajiicom vytahu, tak by sme zrychlovali rovnako ako
vytah, a teda by sme nepdsobili na podlahu vytahu, ¢ize je to ekvivalentné tomu, keby sme boli v beztiazovom stave. A teraz si
predstavme, Ze nase telo je ten vytah. Ak paddme volnym padom, tak nase organy padaji rovnako a nepdsobia na steny nasho tela,
Cize pretaZenie v takom pripade je nulové. Ak vsak stojime pevne na Zemi, tak nase organy tlacia prave tiazovou silou, preto je
pretazenie « = 1g.

IKed?e je rovnaké v oboch pripadoch.

12Filip je zivy a zdravy, takze k zrdZke nedoslo, no a ¢im dlhsia je brzdné draha, tym je mensie zrychlenie.

B Pretoze autobus ma na dréhe d zastavit.

147 tohto dovodu tiez chceme, aby autobus $iel po kruznici, na ktorej tesne lizne stenu.
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vztah: t = - = 2”—5). A kedze 7 < 2, je zrejmé, Ze vybocenie zobralo pasazierom menej asu ako ubrzdenie,
¢o vSak z hladiska pretazenia az tak pozitivne nie je. Za tento ¢as autobusar nielenze eliminoval svoju rychlost
v smere na mur,"” ale aj zrychlil na rychlost, ktorou smeroval na muar v smere rovnobeznom s mtrom!

Zamyslime sa e$te nad tym, ¢i na tom ale vobec zalezi z praktického hladiska. Principialne nie je mozné pri
jazde autobusom dosiahnut vacsie zrychlenie nez a = fg, kde f je koeficient statického trenia medzi kolesami
a vozovkou,'® a teda maximalne mozné pretaZenie, ktoré mozno zazit v autobuse je « = f. Koeficient static-
kého trenia medzi asfaltom a gumou dosahuje hodnoty okolo 0,5, takze pri jazde nie sme vystaveni vacsiemu
pretazeniu nez 0,5 g. Takéto pretazenie v$ak neublizi ani vajickam, z ktorych si chce Filip pripravit na veceru
omeletu. Zdravy ¢lovek by mal zniest bez ujmy pretazenie az do 10 g."” Skuto¢ny vyznam teda nemd porovna-
vat pretaZenia, kedZe tie principidlne nemdzu byt vysoké, ale drahy, na ktorych sme schopni vykonat brzdny
alebo vyhybaci manéver pri maximalnom moznom absolitnom zrychleni, no a v tomto ohlade je daleko efek-
tivnejsie zvolit brzdenie, kedZe potrebna brzdna draha je polovi¢nd v porovnani s polomerom zakrivenia pri
snahe vyhnut sa muru.

2.3 Pretekari plni energie vzorak MatoB, opravoval MatoB

Po novej strasne vyhodne postavenej dialnici sa pretekajii Miso a Dusan. Uhd#aji v dvoch autdch rychlostou 100 km/h.
Zrazu si Dusan povie ,tak uz dost“ a zvysi rychlost na 200 km/h. Aki zmenu kinetickej energie Dusanovho auta pri tom
pozoruje Miso, a akii pozoruje Kubo stojaci na zemi tukajiic si na celo? Kto z nich pozoruje skutocnii zmenu kinetickej
energie a preco? Kolko energie (benzinu) minulo skutocne Dusanove auto pri zrychleni?

Nebudeme chodit dlho okolo horticej kase a rovno si spocitajme, aki1 zmenu kinetickej energie pozoruje MiSo
a aku Kubo. Rychlost 100 km /h si pracovne ozna¢me v.

Miso vidi, Ze trabant zrychlil z 0 na v. Kubo pre zmenu videl, Ze Du$anovo auto zrychlilo z v na 2v. Zmena
kinetickej energie je v MiSovej ststave AEy;, = %mv2 v Kubovej sustave je to AExp, = %mvz. Hmm...
dostavame dva rozne vysledky. Zaroven je jasné, ze Dusanovo auto nemohlo minut rézne mnozstvo benzinu,
podla toho, kto sa na auto pozera. V aute ubudlo nejaké jednoznac¢ne uréené mnozstvo benzinu. Zdravy rozum
naznacuje, Ze by mnozstvo spaleného benzinu malo byt imerné zmene kinetickej energie, ktort pozoroval
Kubo. Preco je to tak? Na to si o chvilu odpovieme :).

V sustavej spojenej s Kubom, Zem stale voc¢i Kubovi stoji, kedZe je nohami pevne na Zemi, Mi$ovo auto nemeni
svoju rychlost a jediné ¢o zmeni svoju rychlost je Dusanovo auto. Celkova zmena energie sustavy je teda 3mv?.
Co ak by sa viak na celt situaciu pozeral aj Mato volne sa vzndsajuc v éterickom priestore okolo Zeme? Uvidi
nejaky rozdiel?

Ano! Nie¢o nam tu totiz unikd. Ak m4 Dusanovo auto spolu s Misovym autom a Kubom pevne stojacim na
Zemi byt naozaj uzavretou sustavou, tak sa musi zachovavat nie len energia, ale aj hybnost (kedZe na sustavu
nepdsobia ziadne vonkajsie sily).'®

Ak teda Dusanovo auto zrychli, tak musi aj udelit nejaka hybnost samotnej Zemi s hmotnostou M. Kubo
tento efekt neuvidi, kedZe on je nohami pevne spojeny so Zemou, takze nevie zaznamenat rychlost Zeme voci
nemu (td je z definicie jeho sustavy vzdy nula). Ak by vsak situaciu pozoroval aj spominany Mato v éterickom
priestore okolo Zeme, tak by uvidel, ze aj Zem ziska nejakd rychlost v,.n,,. Plati totiz (z Matovho pohladu)

157 ¢oho samého by uz malo byt zrejmé, Ze sa viac oplati 1. moznost a navyse ani nespomaloval v tomto smere rovnomerne.

16Pretoze za zrychlenie vdacime trecim silam s vozovkou a pri snahe dosiahnut absoltitne vyssie zrychlenie by zakonite doslo
k $myku.

7 Takémuto pretaZeniu s bezne vystaveni napriklad akrobaticki piloti.

8Vplyv gravitacie od Slnka, inych planét a dalsie efekty mozeme teraz v tivahe pokojne ignorovat. K rovnakému paradoxu by sme
sa dopracovali vo vesmire neobsahujuce ni¢ len Misa, Dusana a Kuba. Napriek tomu, Ze by tento vesmir bol zna¢ne chudobny :)
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jednoduchy zakon zachovania hybnosti:

0 + my = Mv,e, -+ m2vy ,
po¢. hybnost Zeme  po¢. hybnost Dusanovho auta hybnost Zeme kon. hybnost Dusanovho auta
m
Viem = — V.
M

Celkova zmena energie sustavy (z pohladu Mata udrzujtceho si nadhlad) je rovna (pre m << M):

1 , 1 mN2 1 ., 3, 1m*, 5
AE = —m(2v)" + —M(——v) ——myv = —mv + - —V' X —mv,
2 2 M 2 2 2M 2

¢o je rovnaka zmena energie, aku uvidi aj Kubo.

Pozrime sa na celu situdciu este raz v MiSovej sustave a tentoraz nezabudnime, ze z pohladu Misa uteka pod
jeho kolesami aj Zem rychlostou —v. V MiSovej ststave je na zac¢iatku Dusanovo auto v pokoji, potom zrychli
na rychlost v. V MiSovej sustave musi taktiez platit zdkon zachovania hybnosti.

—Mv = —MV + mv,

kde v/ je rychlost ktorou uhéia zem vzhladom na Mi$a po Dusanovom zrychleni.

Celkova zmena energie je teda

1, 1 my2, 1 , 3 , 1m*,
AE—Emv +§M(1+J\_/I> 4 EMV —Emv +§MV'
Dostali sme teda rovnaky vysledok, aky vidi aj Mato. V pripade veeelmi tazkej Zeme oproti autu (m < M)
sa opit zredukuje na 3mv?. Vidime teda, Ze napriek tomu, Ze Zem je velmi tazkd a v takomto obrovskom
vesmire by mala iba naozaj zanedbatelné energie voci trabantu, tak vie pekne zamiesat karty. Vsimnite si
totiz, ze v predchadzajucej rovnici pri umocneni zatvorky vznikne ¢len, kde sa vykratia M. Tento ¢len zaroven
sposobuje, Ze uz nevznika paradox medzi r6znymi sistavami.

Poucenie do buducnosti teda je, Ze v roznych sustavach moézeme namerat rozne kinetické energie, musime si
vsak ale dat pozor na interpretaciu vysledkov. A ak narabame s veli¢cinami ako mnozstvo spaleného benzinu,
tak si treba dobre rozmysliet, ¢i mi ndhodou nejakéd energia v mojich rovniciach neunikad... Napriklad, ako
v tomto pripade, kineticka energia samotnej Zeme.

2.4 Bublinkovy mikroskop vzorak Plys, opravoval Plys

Urcte zdvislost zmensenia (zvicsenia) obrazu predmetu leziaceho na dne misky pri zvislom pohlade nar cez (pol-)bublinu

plavajiicu na vode (alebo slabom mydlovom roztoku) od polomeru bubliny a pokiiste sa vysvetlit, preco vlastne k zmenseniu
dochddza.

Tedria
Vietci ste urcite pridli na to, Ze v tejto ulohe ide o $oovky. Pozname dva zdkladné druhy Sosoviek - spojky
a rozptylky. Spojky maju jednu alebo obe strany vypuklé, teda konvexné, a rozptylky ich maju presne naopak

»priehlbinové®, ¢ize konkavne. Ked si predstavime tvar bubliny na vode, je hned jasné, Ze nas budu zaujimat
prave tie konvexné.

To, aky obrazok vidime (zvacseny, zmenseny, nezmeneny), uzko suvisi s ohniskovou vzdialenostou. To je vzdia-
lenost od stredu Sosovky, v ktorej sa stretnt dva rovnobezné zvizky licov prechadzajucich cez hrany Sosovky.
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Teda cez body najviac vzdialené od optickej osi, ktora prechadza stredom So$ovky rovnobezne s tymito lu¢mi.
Oznacujeme ju f. Tato vzdialenost samozrejme moze byt pre ré6zne SoSovky rozna.

Riesenia 2. série letnej casti

Pokial je predmet, na ktory sa cez SoSovku pozerame, vzdialeny od $o$ovky viac nez 2f, vidime ho zmenseny.
Ak je v8ak v takej velkej vzdialenosti, Ze sa nam javi ako nekonecne velka v porovnani s ohniskovou vzdia-
lenostou, predmet neuvidime, lebo je ,,nekonec¢ne maly“. Ak by bol v intervale f < x < 2f, javil by sa nam
vacsi a v x = 2f by mal rovnaka velkost ako v skuto¢nosti. Problém nastava, ak by sme predmet umiestnili do
vzdialenosti x < f. Vtedy neuvidime skuto¢ny obraz, teda luce sa za $o$ovkou nespoja.

Ohniskovi vzdialenost Zmensenie na spojke ErAEonieasPole

| !

foog) b) c)

Obrazok 2: Rozne typy Sosoviek

Pozor ale! Bubliny mézno pokladat za $oSovky len v trocha divokom priblizeni, ktoré si my teraz mozeme
dovolit. V skuto¢nosti je bublina velmi neidealnym typom So$ovky. Napriklad jej spodnd hrana - ta na ktorej
bublina stoji na vode - je ovela menej vypukla nez vrchnd, ktora ma az sféricky tvar.

Experiment

Postupovali sme nasledovne: Pod dno nadoby sme umiestnili pravitko a mincu, aby sme si boli v lubovolnom
pripade isti mierkou. Nadobu sme vybrali s nizkym dnom ale velkou plochou, pretoze napriklad vo va¢som
pohari nam mali bubliny tendenciu odbiehat k okrajom. Naplnili sme ju vodou do vysky niekolko centimetrov.
Na slamku s lyzickou sme si dali trocha tekutého mydla a fikali sme cezen bubliny kisok pod hladinou. Bolo to
sice zdlhavé, lebo bubliny nechapali, Ze majui zostat presne nad mincou, az kym neza¢ujd §tuknutie fotoaparétu,
no nakoniec sme to nejak zvladli a vysledok vidno na nasledujucich obrazkoch.

Ln &
oL
85 priemer mince - 2.0 cm
"
2 :
5 =
(30 IR I
Q) .

A g
® 1
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velkost’ bubliny: 1.0 cm velkost bubliny: 1.5 cm
velkost’ obrazu: 0.7 cm velkost obrazu: 1.0 cm

velkost’ bubliny: 2.3 cm velkost’ bubliny: 2.6 cm
velkost’ obrazu:1.5 cm velkost’ obrazu: 1.9 cm

velkost bubliny: 3.0 cm velkost’ bubliny: 3.8 cm
velkost' obrazu: 2.0 cm velkost’ obrazu: 2.0 cm
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N P bublina [Cm] P obraz [Cm]

1 1,0 0,7
2 1,5 1,0
3 2,3 1,5
4 2,6 1,9
5 3,0 2,0
6 3.8 2,0

Z obrazkov je zrejmé, Ze obraz mince v bubline je mensi, nez v skuto¢nosti, aZ po najvacsiu bublinu, v ktorej ma
uz skuto¢nu velkost. Takze zavislost velkosti obrazku od priemeru bubliny je zhruba linearna - ¢im je vacsia
bublina, tym vacsi je obraz, az kym nenadobudne skuto¢nu velkost. To nastane pri priemere bubliny priblizne
1,25-krat vacsom, nez je velkost pozorovaného predmetu, ako mozno zistit z tabulky. Zdoraznime este, Ze cely
experiment sme robili pri konstantnej vyske hladiny, ako bolo spomenuté v zadani. Pre init hlbku vody by sme
nedosiahli tych nasich 1,25. Co je ale na celej veci podstatné, dostali sme zhruba linedrnu zdvislost.

2.5 Rozmarné vypary vzordk Vladko, opravoval Vladko

FeFero by chcel pomoct s tilohou do Skoly. Dokdzali by ste mu pomdct? Skiiste odhadnuit rozmer molekil vody na zdklade
znalosti merného skupenského tepla vyparovania.

Na vyriesenie tejto tilohy mozete pouzit aj iné konstanty pre vodu okrem samotného rozmeru molekiil vody.

Ako zadanie hovori, budeme sa venovat mernému skupenskému teplu vyparovania. Je to fyzikalna konstanta,
ktora hovori, kolko tepla musime ,,zaplatit®, aby jeden kilogram latky presiel fazovou premenou, napr. vypa-
rovanim. Tato konstanta byva cCasto interpretovand ako merné skupenské teplo varu, ¢o je sposobené faktom,
ze ak privedieme kvapalinu do varu, tak jej teplota nestipa nad bod varu, a vSetka energia dodana systému
sposobuje vyparovanie (toto plati, ak je tlak okolia konstantny).

Musime sa zamysliet, ako také vyparovanie prebieha. Postupne sa od vodnej hladiny odtrhavaju molekuly
a uvolnuju sa do priestoru. Ak vzniknuta vodna para ma mat rovnaku teplotu, ako mala v kvapalnom stave, je
potrebné si zodpovedat otazku, kam ide energia dodana v podobe skupenského tepla vyparovania. Odpoved
znie: na zvac$enie povrchu latky.

Vieme, Ze priroda sa snazi dostat do stavu s minimalnou energiou. KedZe aj s povrchom rozhrania voda-
vzduch sa spdja energia (konkrétne povrchové napitie), aj voda sa snazi minimalizovat svoju energiu, teda
zoskupuje do kvapiek, aby mala ¢o najmensi povrch. Medzimolekulové sily mozu za to, Ze molekuly v povr-
chovej vrstve st pritahované smerom do vnutra kvapaliny. Mierou takéhoto pritahovania je povrchové napitie
0. Medzi zmenou energie povrchovej vrstvy AE a zmenou povrchu vrstvy AS plati vztah

AE = oASi.

Zatvorme teoretické okienko a podme robit myslienkovy experiment. Majme vodu s hmotnostou m. Pre

jednoduchost nech je tvaru kocky s hranou v/V = \3/% . Ak tvar molekuly aproximujeme kockou s hranou a,
tak povrch latky po vypareni bude N - 6a%, kde N je pocet molekul. Z ich nestlacitelnosti vyplyva Na® = o
V nasom modeli je vSetka energia potrebna na vyparenie vlozend do zvac¢Senia povrchu, teda plati:
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ml, m m\ >
60  pa P '

Ked sa pozrieme na rozdiel na pravej strane, vidime, ze mensitel je o niekolko radov mensi ako mensenec,
a teda ho mozeme v prospech krajsieho vysledku zanedbat.'”” Po tprave dostédvame rddovy odhad velkosti
molekuly

60
a=—=~2-10m.

ply

Na celom vypocte je obdivuhodné a krasne, Ze sme potrebovali poznat iba makroskopické velic¢iny ako hus-
totu, merné skupenské teplo vyparovania, ¢i povrchové napdtie. Niekomu by sa mohlo zdat nahradenie tvaru
molekuly vody kockou za prili§ nepresnu aproximaciu, ale je zjavné, Ze takéto priblizenie nemeni rad odhadu.
Autorom opisanej uvahy je americky teoreticky fyzik rakuskeho povodu Victor Frederick Weisskopf (1908 —
2002).

2.6 Do kamenolomu s nim! vzorak Jaro, opravoval Jaro

Samec hddze svoj oblubeny cakan tvaru pismena , T rychlostou v kolmo na zvisli stenu®®. Pokiiste sa odhadniit podmienku
pre uhlovii rychlost, ktord musi byt splnend, ked pozndme dizku | kovovej asti, dizku d drevenej Casti, hmotnost m drevenej
Casti, hmotnost kovovej casti M a pozadujeme, aby sa ¢akan mohol zapichnut do steny, t.j. Zeleznd cast krompdca sa dotkla
steny skor, ako by to stihla drevend cast?

Uvazujme, ze ¢akan sa pohybuje iba v rovine urcenej vektorom rychlosti a vektorom tiazového zrychlenia.
V takom pripade vieme popisat jeho pohyb velmi jednoducho. Vieme predsa, Ze kazdy pohyb mozno rozlozit
na translacny pohyb a rota¢ny pohyb okolo taziska. Pre tucely popisu pohybu ¢akana preto potrebujeme najst
polohu jeho taziska.

Uvazujme ¢akan tvaru pismena ,,I', pricom pozname rozmery a hmotnosti ndsady a samotného kovového

¢akana. Zo symetrie ¢akana dostavame, Ze jeho tazisko lezi na osi nasady vo vzdialenosti a od spojnice drevenej
M-0+m-4 md

M+m  2(M+m)

a kovovej Casti. Jednoduchym vypoctom dostavame, ze a =

YTeda zanedbédvame energiu povrchovej vrstvy vody v kvapalnej faze. Takisto sme sa prave zbavili vy¢itiek svedomia, ked sme
len tak povedali, Ze kvapalina bola v tvare kocky a nie valca ¢i gule.
20To znamen4, Ze poéiatoéna rychlost krompééa ma smer kolmy na stenu.
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Y
C

Obrazok 3: Model éakana

Pri rieSeni tohto prikladu je potrebné sledovat $tyri vyznacné body: tazisko, hroty ¢akana a dolny koniec na-
sady, na obrazku postupne oznacené pismenami T, A, B, C. Z toho dovodu je potrebné popisat ich polohu
na ¢akane. Dolny koniec nasady lezi vo vzdialenosti R = d — a od taziska. Hroty ¢akana sa nachadzaju vo

. . 2 / . . ,
vzdialenosti r = 4/ (%) + a? a s nasadou zvieraju ostry uhol & = arctan ﬁ

Teraz uz mozeme pristupit k matematickému popisu problému. Zavedme suradnicovu sustavu tak, Ze x-ova os
je kolma na stenu a pretina ju prave vbode x = 0, pricom ¢akan sa pohybuje len na jej kladnej polosi. Natocenie
¢akana budeme popisovat uhlom ¢, ktory budeme merat od vodorovného smeru (nulovy bude vtedy, ked bod
C bude tplne vpravo) a jeho kladna orientacia bude proti smeru pohybu hodinovych rucic¢iek (rovnako ako
na jednotkovej kruznici pri definovani goniometrickych funkcii). Z toho vyplyva, ze ked budeme chciet x-
ovu vzdialenost bodu od taziska, sta¢i prenasobit jeho vzdialenost od taziska kosinom uhla, ktory zviera jeho
spojnica s taziskom s kladnou polosou x.

0 50; z
(t=0)

Obrazok 4: Suradnicovy systém popisujiici polohu cakana

Uvazujme, Ze jedind sila, ktora na cakan za letu posobi, je tiazova sila. Ta vSak ovplyvnuje iba pohyb v y-ovom
smere, ktory nas nezaujima. Z toho dévodu moézeme uvazovat, Ze ¢akan vykonava iba rovnomerny pohyb
proti smeru osi x rychlostou v a rovhomerny rotacny pohyb okolo taziska, ktory mozno popisat rovnicou
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¢ = wt + ¢,. Nech je v ¢ase t = 0 tazisko ¢akana vo vzdialenosti &, od steny. Potom mozno pohyb $tvorice
vyznac¢nych bodov popisat siborom rovnic (1):

xr =& — vt
x4 = xr+rcos(¢+a+m)=E& — vt —rcos(wt+ ¢, + a)
xg=xr+rcos(¢p—a+m) =& — vt —rcos (wt + ¢, — «)

xc = xr + Reos (¢) = & — vt + Rcos (wt + ¢,)

Nasli sme rovnice, ktoré presne popisuju pohyb ¢akana, takze to vyzera, Ze sme na dobrej ceste k rieSeniu.
Alebo ze by nie? Ked sa lepsie pozrieme na Strukturu tych rovnic, tak zistime, Ze st to transcendentné rovnice,
ktoré sa nedaju analyticky vyriesit. Chceli by sme totiz zistit, ktory z bodov A, B, C prvy narazi do steny, teda
jeho suradnica nadobudne 0. RieSenie by teda vyzeralo takto: poloz rovnice rovné 0, z kazdej z nich vyjadri ¢as
a ndjdi najmensi z trojice ¢asov. Bod, ktorému tento cas prislicha, narazi do steny ako prvy. Lenze ¢as v tych
rovniciach vystupuje v argumente kosinu i mimo neho a také rovnice by véeobecne nevyriesil ani Chuck Norris
v najlepsich rokoch. PoteSenim nam moze byt aspon to, ze sme nasli algoritmus na numerické rieSenie tlohy.

V tomto momente by sme to mohli zabalit — ved sme ukazali, Ze to vyriesit nejde. Stale sa vS§ak mdzeme pokusit
spravit rozumné odhady, ktoré by nas priviedli aspon k pribliznym vysledkom. Ale lahké to mat rozhodne
nebudeme.

Odhady sa nam budu robit jednoduchsie, ked budeme rozumiet tomu, ¢o rovnice (1) popisuju. V jednodu-
chosti mozno povedat, Ze popisuju rovhomerné priblizovanie bodu T k zvislej priamke a rovnomerné obieha-
nie bodov A, B, C po kruzniciach s polomermi r a R okolo bodu T. Vo vztaznej stustave spojenej s taziskom by
sme to videli ako obiehanie bodov po dvoch sustrednych kruzniciach a priblizovanie zvislej priamky ku stredu
tychto dvoch kruznic, pricom nas zaujima, ktory z bodov ako prvy zasiahne priamku.

Obrazok 5: Geometrickd interpretdcia hranicnej situdcie

Asi by sme si tipli, ze krajni podmienku dostaneme tak, Ze bod C v lavej krajnej polohe tesne minie stenu
a zostava urcit podmienku pre uhlovt rychlost, aby priamku zasiahol jeden z bodov A alebo B. Matematicky
sa to da vyjadrit poc¢iato¢nymi podmienkami:

p0)=7m = 0w-0+¢,=7m1 = ¢y=m

xc(0) =0 — & +Rcos(m) =0 — & =R

otazky@fks.sk 11z19 https://fks.sk/


mailto:\seminarEmail 
https://fks.sk/

Riesenia 2. série letnej casti F K .5

Potom rovnice (1) prejdua na tvar (2):
xr=R—vt

xa = R —vt+ rcos (wt + a)
xg = R — vt + rcos (wt — «)

xc = R — vt — Rcos (wt)

Pracujme teraz na chvilu s geometrickou interpretaciou, ktoru sme predostreli. Ocakavame, Ze ¢akan sa za-
pichne do steny s najvac¢Sou pravdepodobnostou, ked k narazu ddjde v momente, ked bod A alebo B bude
v blizkosti jeho favej kulmindcie. Tento predpoklad je rozumny, ak predpokladame, Ze transla¢na rychlost nie
je vyrazne vyssia nez rychlost priblizovania vplyvom rotacie.” Co mozno v takom pripade povedat? Hned
vidime, Ze ak r > R, tak je trividlne, Ze ¢akan narazi do steny hrotom A. Ale ¢o ak r < R? V takom pripade,
kym sa tazisko pribliZi k stene o vzdialenost R — r,** ¢akan sa musi nato¢it o uhol priblizne 7 — «, teda mozno

pisat podmienku RT_’ = =%, Kedze ide o krajnt podmienku, pre uhlovt rychlost musi priblizne platit
T—«
w>v .
R—r

Hornu podmienku dostaneme z podmienky pre zasah hrotom B. V tom pripade analogicky dostavame ? =
e, teda?
~%,ateda
T+«
w<v

-~ R—r

Ale je to naozaj koSer? Aby to naozaj platilo, tak okamzitd rychlost bodu C v ¢ase t+ = 0 musi byt kladnd.**
Okamyzitu rychlost vypocitame® ako
_ Ax.  x.(At) —xc(0) R—vAt— Rcos(wAt) 1 — cos (wAt?)

ve(0) = = = = v+ R——= = —.
0 =" At At * At -

Vidime, Ze bod C sa v prvom momente pohybuje dolava, a tak cakan narazi do steny drevenym koncom. Tento
odhad teda nie je dobry.

Ako ho mozno vylepsit? Povedzme si, Zze nech nie je v ¢ase t = 0 vzdialenost bodu C od steny nulovd, ale nech
xc(0) = & > 0. V takom pripade ndm zdporna rychlost v¢ v prvom momente neprekdza. Stibor rovnic (1)
potom prejde na tvar (3):

xr=R+4+¢e—vt

X4 =R+ — vt + rcos (wt + a)
xp =R+¢e —vt+rcos(wt — a)

xc = R+ ¢ — vt — Rcos (wt)

21V takom pripade by sa mohlo stat, Ze stena bod A este nezasiahne, ¢akan sa pretodi, ale vplyvom vysokej transla¢nej rychlosti
predsa ¢akan do steny naraz{ hrotom A takpovediac naplocho.

22Priamka sa stane doty¢nicou vnutornej kruznice.

Z3E3te lep$ia podmienka je, Ze hrani¢né situdcie nastant vtedy, ked dvojice bodov A, C alebo B, C narazia do steny sucasne, teda
v Case narazu su nad sebou. Odtial sa dd z geometrie ¢akana zistit uhol, o ktory sa musel nato¢it, aby k takémuto narazu doslo.
Nebudeme si v8ak zbyto¢ne komplikovat Zivot, aj za cenu, Ze budeme pouzivat menej presny odhad.

24 Ak by bola zdporna, znamenalo by to, Ze by sa bod C v prvom momente hybal dolava, lenze v tomto momente je uz tesne blizko
steny, takze by to znamenalo, Ze ¢akan by do steny narazil drevenou ¢astou este skor, nez by sa stihol oto¢it.

Z>Tomu, ¢o sme prave vypocitali, nadévame, Ze je to derivacia. Samozrejme, v praxi ju tak nikto nepoéita. Existujt nejaké pravidla
a vzorce, ktoré sa treba naucit, a potom to je uz len o dosadzovani do vzorca.
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Ak chceme zasiahnut stenu hrotom A, musia platit nasledujice podmienky. V ¢ase t = =% musi byt x4, < 0
a zéroven xc > 0 v kazdom momente 0 < ¢ < =%°° Pozrime sa bliZie na podmlenku pre pohyb bodu
C: R+ ¢ — vt — Rcos (wt) > 0. Rozdiel R — R cos (wt) je urcite kladny, takze stati pozadovat, aby ¢ > vt.
Zoberme za t ¢as potrebny na otocenie ¢akana o uhol 7 — &, tedae = ¥ (7 — ) a dosadme to do podmienky
pre hrot A. Odtial dostavame podmienku

R<r,

¢o nam ni¢ nehovori o uhlovej rychlosti. Rovnaku podmienku by sme tplne identickym postupom dostali, aj
keby sme uvazovali zasah hrotom B. Dévodom je fakt, Ze sme uvazovali prili§ hruby odhad pre € z podmienky
pre bod C. Riedenie teda spociva v zjemneni odhadu pre €. To viak vobec nie je jednoduché a vyzaduje si to
isté znalosti z vy$$ej matematiky, preto v ¢itani pokracujte len na vlastné riziko.

Pre motivovanych riesitelov

Pracujme teraz so suborom rovnic (3), presnejsie s podmienkou plyntcou z rovnice pre bod C. Pozaduje-
me, aby v kazdom momente xc > 0. Tato podmienka je ekvivalentnd tomu, ze minimum funkcie xc (¢) je
nezaporné. Musime teda najst minimum tejto funkcie.

Otvorme kratke matematické okienko. Pokial je funkcia diferencovatelna”, tak extrém moze nadobudat len
na koncoch intervalu alebo tam, kde je jej derivacia rovna nule. Derivacia vlastne udava smernicu doty¢nice
a v mieste minima alebo maxima funkcie je tato doty¢nica rovnobezna s osou x, teda jej smernica je rovna 0.
Ak je derivacia kladna, funkcia je tam rastica, ak zaporna, tak je klesajuca. Vybaveni tymto matematickym
minimom mozZeme pokracovat vo vypoctoch.

Chceme néjst minimum funkcie xc (), takze si vypocitajme jej derivaciu a polozme ju rovnu 0. Dostdva-
me rovnicu x¢ (f,) = —v + Rwsin (wfy) = 0, odkial f, = 1 arcsin (z=). Okamzite vidime podmien-
ku, ze v < Rw.”® V Case t = 0 je derivécia zépornd, teda funkcia xc (f) klesd az do ¢asu f,, kde nado-
buda minimum.” Od tohto momentu zaéne funkcia opit rast, takze minimum funkcie je xc (f,) = R +

€ — ~arcsin (L) \/R* — 55, ¢o pozadujeme, aby bolo nezéporné, takze odtial dostdvame podmienku
® Rw

€ > R (\ /1— sz—z,z — 1) + - arcsin (ﬁ) Dosadme do rovnic (3) najmensi mozny € a dostaneme novy

subor rovnic (4):

v v
Xr = R2——+—arcsm< ) — vt
w Rw

v
— /R — =+ — — vt t
+ arcsm <Rw> vt + rcos (wt + a)
=\/R? + < V) t+ (wt — a)
— —arcsm — vt + rcos (wt — a
Rw

v
- — —I— — arcsm <R ) — vt — Rcos (wt)

w

*0Tj. v ase t = =% musi byt hrot A za stenou a pocas celého tohto pohybu bod C sa nesmie dostat za stenu.

%7]ej grafom je hladka krivka bez prerusenti a hrén.

28 Ak této podmienka nie je splnend, tak derivécia nikde nie je nulov, teda funkcia vo vnitri intervalu nenadobuda extrém, a teda
minimum leZi na hranici intervalu.

2V &ase t) sa teoreticky moze nachddzat aj inﬂexn}’r bod. To, ¢ije tam extrém alebo nie, zistime vypoctom druhej derivacie v tomto

&ase. Dostaneme x¢ (tp) = Rw? cos (wty) = +Rw? Pre nds je dolezité, Ze pre v # Rw je jej hodnota nenulova, a teda je

R2 w2

tam skuto¢ne extrém - minimum.
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0. Druhd podmienka je splnené automaticky,”” prva podmienka po dosadeni dava

Teraz uvazujme zasah hrotom A, teda musia byt splnené podmienky x4 (t = ”_“) <0axc (O <t

IN
B}
|

-

v

R -2 1 2 ares (o) - 2—a)=r=0
— — 4+ —arcsin|— ) ——(m—a) —r )
W w Rw ) -

Ak by sme uvazovali zasah hrotom B, tak Gplne analogicky dostaneme

R? v + Varcsin( 4 > 4 (m+a)—r>0
W w Rw w -

Dostali sme teda podmienky, ktoré vzajomne zvézuja translacnu rychlost ¢akana a jeho uhlovu rychlost, takze

uz odtial staci len vyjadrit uhlovu rychlost ako funkciu rychlosti. To v§ak vzhladom na $truktiru nerovnic nie

je mozné urobit véeobecne, ale pre konkrétne hodnoty parametrov to ide urobit numericky.

Ak by sme predsa len chceli analyticky vysledok, mdzeme skusit rozvinut nepekné funkcie v tej nerovnici do
Taylorovho radu a ziskat priblizny vysledok. Taylorov rozvoj ddva pribliznti hodnotu parametra ¢ ~ 5.
Treba si vsak uvedomit, Ze ide o vysokofrekvencné pribliZenie, teda vysledok je tym presnejsi, ¢im v je mensie
oproti Rw. Ak by sme chceli odhadnut chybu, ktorej sme sa dopustili, staci vyjadrit zvysok Taylorovho radu
a odhadnut ho. My to robit nebudeme, no mozete si to vyskusat.”’ Namiesto toho si graficky ukdZeme, ako sa
lisi povodna funkcia od jej aproximacie Taylorom.

Porovnanie funkcie epsilon s jej aproximaciou Taylorovym polynémom pre R=0,8 m

F

[ epsilon [m]|Funkeia aproximovana Taylorom pre R = 0.8 m
pE S
12 Rozsirenie aproximacie Taylorom mimo defini¢ny obor povodnej funkcie

Presny priebeh funkcie epsilon pre R = 0.8 m

0.8+

0.61

v/(R*omega) [1]_
02 04 06 08 1 12 14 15

044

Obrazok 6: Porovnanie funkcie € s jej aproximdciou Taylorovym radom

Nasledne rovnice (4) prejda na tvar (5):

30¢ sme volili tak, aby bola splnend.
niciative sa medze nekladu.
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2
v
X4 ~ R+ Rt vt + rcos (wt + a)
R+ v t+ (wt — &)
Xp A —vt+rcos(wt — «
B 2Rw?
.VZ
Xc~ R+ — vt — Rcos (wt
¢ 2Ra? ()

Z uplne identickych podmienok pre zasah hrotom A, aké sme uz pouzili, dostaneme kvadratickd nerovnicu

2
¥
R—r)o’ —v(n— — <0.
(R—r)w* —v(m oc)w+2R_

Nulové body su

VI — . 2(R—r)
Wy =~ -
i 2R—r R(7—a)

Koeficient pred w? je kladny, preto grafom funkcie je parabola tvaru ,,U% a teda funkcia je zdporné pre w €
(w_; w). Uplne analogicky sa dopracujeme k podmienke pre zdsah hrotom B. V tom pripade dostaneme
nulové body

2(R—
w_i__:‘—)ﬂ—i_a 1:t 1——( r)z
’ 2R—r R(m+ «)

aopit w € (w_;w,). Stdle vsak nesmieme zabidat na podmienky, ktoré sme pouzili pri odvodeni tohto
vysledku, predovsetkym v < Rw (vid graf).

Aproximacia funkcie x_A v momente 'avej kulminacie bodu A jej Taylorovym polynémom pre R = 0,8 m, r = 0,5 m a alpha = pi/3

Tx Alm] Funkcia aproximovana Taylorom
3,,

Riesenie pribliznej nerovnice x A<0 pri splnenej podmienke v<R*omega
Rozsirenie aproximacie Taylorom mimo definiény obor pévodne]j funkcie
RieSenie pribliZnej nerovnice x A<0 mimo definiéného oboru pévodnej funkcie
Presny priebeh finkcie x A

- Presné rieSenie nerovnice x A<
T P T T P T f T P A S S S8 S A S

v/(R*omega) [11

L2 14 | 16| 14 of [ [122 [ |2l [12)6 [ | 2]e [| 3] ] Bl2|| 4[] [36]|[28 "4 42

>

Obrazok 7: Porovnanie riesenia nerovnice x4 < 0 pre presné a priblizné vyjadrenie funkcie x5

Overme este, ¢o sa stane, ked v > Rw. Vratme sa spit k siboru rovnic (3). Za tohto predpokladu funkcia
x¢ (t) nadobtida minimum na hranici intervalu,’ teda v pripade zdsahu steny hrotom A mozno priamo polozit

32Prva derivécia nikdy nie je nulova.
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T—«x

ty = "=*. V tom pripade z podmienky xc (t,) > 0 dostaneme podmienkue = ¥ (7 — a) — R (1 + cos (a)).

w
Dosadme ju do podmienky x4 (t = ”;“) < 0 a po kratkej uprave dostaneme —Rcos () — r < 0, ¢o je
samozrejme vzdy platna nerovnost. Na zaklade toho mozno tvrdit, Ze ak v > Rw a bod C mina stenu vo

vzdialenosti aspon

52%(71—04)—R(1+cos(oc)),

tak vzdy zasiahneme stenu hrotom ¢akana. Horné obmedzenie pre vzdialenost dostaneme, ked budeme uva-
zovat zésah hrotom B. Uplne identickym sp6sobom sa dopracujeme k podmienke

e < £(ﬂ+(x)—R(1+cos((x)).

Samozrejme, toto obmedzenie mi hovori, ze ak € je z uvedeného intervalu, tak cakan zasiahne stenu kovovou
¢astou. Opacna implikdcia vSak neplati. Stale sa moze stat, Ze aj pre nejakeé ¢, ktoré nelezi v tomto intervale,
¢akan zasiahne stenu kovovou castou. Staci si precitat prvi poznamku pod ¢iarou k tejto tlohe, kde sme
o takejto situdacii uvazovali.

Hodnotenie

A ¢o bolo teda treba spravit, aby ste ziskali vela bodov? V prvom rade bolo treba preukazat fyzikalny nadhlad
do problému a pokdsit sa situdciu popisat. Za to ste mohli ziskat zakladné body. Ako ste mohli vidiet, tato
uloha nema Ziadne spravne riesenie, preto nemozno jednoznacne povedat, Ze toto je dobre a toto nie. Pri
udelovani dalsich bodov sa bude brat do uvahy, aké odhady ste pouzili a ako ste zhodnotili, v ¢om st dobré
a kde zlyhavaju. Samozrejme sme od vds neocakavali také presné odhady, ako sme urobili my. Pri hodnoteni
sme sa drzali zasady, Ze najlepsi zo vSetkych odhadov ohodnotime plnym po¢tom bodov’” a dalsie bodovanie
odstupniujeme podla kvality pouzitych odhadov. Takze, ak by ste vsetci pouzili aj ten najmenej presny odhad
a mali ho spravne, tak vSetci mozete ziskat plny pocet bodov.

2.7 Portrét ako od Da Vinciho vzordk Kvik, opravoval Kvik
Tento priklad je interaktivny. VyZaduje si internetovy prehliadac s podporou JavaScriptu. Zadanie ndjdete na nasich strdn-
kach.

1.3 Prva uloha

Co by sa muselo v systéme zmenit, aby sa Castica v portréte nachddzala pod osou x? Ako by sa zmenila jej
trajektoria v portréte?

Stacilo by jej udelit rychlost v smere dolava (teda v nasich stradniciach zapornu). Potom by sa samozrejme
musela hybat aj v portréte smerom dolava.

2.2 Castice s trenim

Kde v portréte nakoniec skoncia nakoniec vsetky castice? Preco?

Celkom zjavne skoncia na osi x, teda v miestach, ktoré zodpovedaji nulovej hybnosti a teda aj rychlosti. No
a je to samozrejme preto, Ze ich trenie za nejaky cas zabrzdi (aj ked prisne vzaté to bude trvat nekonecne dlho).
3.1 Trenie

Mozu sa dve trajektorie vo fazovom portréte pretinat (okrem pripadov, ked oba objekty zastanii v tom istom bode)?
Ak dno, za akych okolnosti? Ak nie, preco?

33 Ak bude aj dobre okomentovany.
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V Newtonovskej mechanike plati, Ze ak pozname vsetky posobiace sily a pociato¢né podmienky (teda polohu
a rychlost), dokazeme predpovedat budicu polohu telesa v fubovolnom ¢ase. Poloha ¢astice v portréte nam
udava prave obe pociato¢né podmienky, posobiace sily su zase pevné dané tym, aky systém skimame. Ak by
sa teda dve trajektorie pretli, znamenalo by to, Ze priese¢niku, teda jednému stavu v pritomnosti, prisluchaju
dva rézne buduce vyvoje. No a to Newtonovska mechanika nepripuasta. Lisit sa mozu v pripade, Ze na castice
posobia rozne velké sily, ale potom nemajua spolo¢ny portrét. Preto neustale zdoraznujeme, ¢o je jeden portrét,
a ¢o je viac portrétov na jednom obrdzku — podobne mozeme do jedného grafu kreslit viacero funkcii, ale
nesmieme si to mylit s jednou funkciou a tvrdit, Ze funkcia nadobuda viacero hodnot.

3.3 Nahodné s trenim
Je mozné nejak zariadit, aby sa objekt v kladnej polrovine portrétu podla p pohol smerom dolava?

Tu by uz malo byt zrejmé, Ze urcite nie — znamena to totiz, Ze jeho hybnost je kladn4 a teda stradnica polohy
v ¢ase musi rast. Rychlost sa sice tiez mdze menit v zavislosti od pdsobiacej sily, takze sa ¢astica v portréte
moze pohybovat rozne hore a dolu, nikdy vsak nemoze nastat pohyb smerom dolava. V takom pripade by
pravdaze Castica musela prejst do zdpornej polroviny.

Bonus: Aké sii vietky povolené smery v kladnej polrovine?

Toto je trochu zakerné. Urcite sa mézeme hybat v fubovolnom smere, v ktorom siradnica x rastie a urcite sa
nikdy nemdzeme pohnutf tak, aby klesala. Co ale s pohybmi v smere osi p? Su sice teoreticky mozné, ale je
na ne nutné nekonec¢né zrychlenie. Nieco také v prirode pozorovat nevieme. Na druhej strane mozeme mat
napriklad model castice v krabici (dloha 6.3), kde dochadza k dokonale pruznym zrazkam. V takomto modeli
(ktory ale uplne nezodpoveda skutocnosti!) to mozné je. Zavisi teda na tom, ¢o si v ramci nasho modelu
dovolime.

4.1 Jeden LHO

Preco sii v portréte dva priesecniky s osou x aj s osou p? Comu zodpovedajii ich stiradnice?

Priese¢nik s osou x znac¢i nulovi hybnost, teda ¢astica v portréte nimi prejde v okamihoch, ked je jej rychlost
nulovd a teda vychylka maximalna. Priese¢nik s osou p zase samozrejme znaci nulovu polohu a teda maximal-
nu velkost rychlosti a hybnosti. No a LHO za jednu periédu dvakrat prejde dolnou tvratou a rovnako dvakrat
maximalizuje svoju vychylku.

5.1 Rdzne rychlosti

Je tu pritomné trenie?

Zjavne nie, alebo je také velmi malé, Ze ho moézeme ignorovat.

Ide o jeden fdzovy portrét, alebo to musi byt viacero portrétov kreslenych cez seba?

St to iba rézne vychylené identické harmonické oscilatory... a teda by sme mali hned vediet, Ze to je jeden
portrét.

5.3 Rdzne trenie

Vizudlne skuste priblizne urcit, ktory z oscildtorov je kriticky tlmeny (staci napisat priblizne, napriklad ,piaty
zdola®).

Staci sa pozerat iba na skuto¢ny systém (nie na portrét): cela dolna polovica zjavne stihne prekmitnut na druht
stranu, silno cervené oscilatory su zase brzdené az prilis. ViditeIne najrychlejsie sa k osi blizi priblizne tridsiaty
piaty zhora.
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6.2 Velky portrét
Aky je podstatny rozdiel oproti pripadu 4.3? Co vieme povedat o periéde pohybu takéhoto oscildtora?

Hlavny rozdiel je, Ze uhlova rychlost v portréte uz zavisi od pociato¢nej vychylky. Teda oscilatory nekmitaju
s rovnakou frekvenciou, ale sa postupne rozchadzaju a periéda bude tym kratsia, ¢im je vychylka mensia. Je
to preto, ze pri vacsich silach pdsobi na oscilator vyrazne vicsia sila.

6.3 Vela oscilatorov

Ako by vyzeral portrét v limite n — 0o? Akému fyzikdlnemu systému to zodpoveda?

Tu sa stacilo poriadne zamysliet a pozriet sa na portrét. Mali by ste vidiet, Ze ¢im je kyvadlo cervensie, tym
viac sa jeho portrét blizi k obdizniku. Aky pohyb by mu zodpovedal? Pohyb po zvislych strandch by musel
byt nekonecne rychly, teda ndhle zmeni smer na opa¢ny. Druhou moznostou je pozriet sa na potencial a uve-
domit si, ze limitou x"*! je potencidl, ktory je nulovy na intervale [—1; 1] a nekonecne velky inde. Castica na
konstantnom potenciali je volna (nepdsobi na nu ziadna sila, ved aj x” = 0), do nekonec¢ne velkého sa zase
nikdy nemoze dostat, takze sa odrazi. Systém teda zodpoveda volnej castici na usecke (alebo ak chcete, v jed-
norozmernej krabici :-)), pricom od okrajov sa pruzne odraza. Najvrchnejsi oscilator sa uz na taku casticu
celkom podoba.

7.1 Matematické kyvadlo
Kolkokrat vicsiu rychlost by sme museli udelit modrému kyvadlu, aby zastalo na vrchole?

Pozrieme sa na jeho potencidlnu energiu. V simulacii ma akurat dost kinetickej energie na to, aby vystapalo
do vysky r. My ale chceme 2r. Tiazové pole je homogénne, takze potrebuje zjavne dvakrat vacsiu kineticku
energiu. T4 ale od rychlosti zavisi kvadraticky, takze potrebuje mat y/2-krat vi¢siu rychlost.

7.2 Dve kyvadla
Cim sa podstatne lisia od LHO?

Mali by ste vediet, Ze pre malé vychylky sa matematické kyvadlo sprava ako LHO. Nase vychylky sice nie
su velmi velké, ale po chvilke behu sa predsa ukaze rozdiel: peridda opét zavisi od vychylky. Na rozdiel od
pripadu 6.2 sa tu ale sila s rastucou vychylkou naopak zmensuje (zamyslite sa, ako presne), takze kyvadlo
s vacsou vychylkou kmita trochu pomalsie.

7.3 Rdzne energie
Ktoré z kyvadiel sa najviac podobd na harmonicky oscildator? Odkial to vieme a ¢im sti si vlastne podobné?

Samozrejme tmavozelené, pretoze pren plati priblizenie malych uhlov najlepsie. Na LHO sa podoba preto, ze
vracajuca sila je umerna sin ¢, a to sa pre malé vychylky takmer rovnd ¢.

Pri ktorom z kyvadiel moZeme tiaZové pole zanedbat? Z ¢oho to vidime?

Striktne vzaté pri ziadnom, ale najblizsie k tomu mad zlté. Ma dost vela energie na to, aby sa volne tocilo
a prechadzalo hornou uvratou. Jeho rychlost sa sice trochu meni (cestou nahor premiena svoju kineticka
energiu na potencialnu), ale vidime to len z portrétu, na samotnom systéme to takmer nevidno.

8.3 Kyvadla s trenim

Na kolko nezdvislych riesent sa subor kyvadiel rozlezie? Co ich odlisuje a aké sii ich siiradnice v portréte?
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Celkom zjavne na tri. Odlisuju sa poctom celych obratok, ktoré stihli vykonat, nez stratili privela energie
trenim. Ich suradnice zodpovedaji postupne Ziadnej, jednej alebo dvom celym obratkam, takze musia byt
¢ =0,2madmn.

9.2 Oscilatory

Ako by sme mohli Liouvillovu vetu sformulovat inak? Akd vlastnost celého systému sa zachovdva?

Ak sa zachovava hustota bodov v kazdom bode, musi sa nutne zachovat objem kontinua (skdste porozmyslat,
ako to suvisi s nestlacitelnou kvapalinou). Pekne to vidiet na priklade 9.1.

9.3 Matematické kyvadla
Plati Liouvillova veta aj v tomto pripade? Preco?

Na prvy pohlad to nemusi byt zrejmé¢, ale ak si simuldciu nechame chvilu bezat, zistime, Ze kyvadla spomaluju
a teda sa celkova energia systému nezachovava. Lubovolné kyvadlo preto casom strati véetku svoju energiu
a teda v portréte skon¢i na osi ¢ (a dokonca vzdy v bode so siradnicou ¢ = 2km). ,,Plocha” troch bodov
je nulova, takze Liouvillova veta tu nemoze platit. Naozaj, nutnou podmienkou jej platnosti je zachovanie
mechanickej energie systému.
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