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Riesenia 1. kola letnej Casti

1.1 Temny vynalez vzorék Lucka, opravovala Lucka

Svetlo sa v kazdom okamihu sprava ako ¢astica (fotén) a zaroven ako vlna. Avsak na vyrieSenie tejto ulohy nemu-
sime pracovat s foténmi a vlnami. Sta¢i ndm, ak pozname zéakon odrazu a geometricku optiku.

Este predtym ako si rozoberieme jednotlivé pripady, pozrime sa na to, ¢o to znamena vidiet. Mozog ziskava infor-
macie z okolia prostrednictvom zmyslovych organov. Takze na to, aby sme mohli dany objekt vidiet potrebujeme,
aby nam luc priletel do SoSovky.

Pozrime sa teda na prvy pripad - zrkadlo. Predstavme si dokonalé zrkadlo, ¢ize vietko svetlo, ktoré dopadne na
povrch zrkadla sa odrazi. Zaroven si moézeme predstavit, ze nase zrkadlo je dokonale hladké a teda plati, Ze uhol
dopadu sa rovna uhlu odrazu. Co sa bude diat, ak na takéto zrkadlo zasvietime li¢om? Lu¢ doleti k zrkadlu a
odrazi sa pod rovnakym uhlom. Kam mame postavit Jara, aby uvidel zrkadlo? KedZe vidiet znamena, ze mu lu¢
svetla musi priletiet do oka, postavime ho tak, aby bol uhol dopadu ltica rovnaky ako uhol medzi Jarovym okom,
bodom v ktorom sa ¢ odrazil od zrkadla a zrkadlom.

laser

4

Obrazok 1: Odraz zvizku lucov od zrkadla.

zrkadlo

Dalsi objekt je dokonale &ierne teleso. Takéto teleso pohlcuje vietko svetlo. To znamend, ze ak nari zasvietime
laserom, tak sa neodrazi ani jeden la¢ a teda Jaro ni¢ neuvidi.

Pod pojmom stena si mdzeme predstavit objekt s nerovhomernym povrchom. Pozrime sa najprv na pripad, keby
sme svietili s redlnym zvézkom lucov (neboli by nekone¢ne tenké). Pri odraze by sa luce ,,roztriestili a rozleteli
vSetkymi smermi. To by znamenalo, Ze Jaro sa moze postavit kdekolvek. Ak by sme pouzili nekone¢ne tenky
zvazok lucov, tak by sme uvideli, Ze luce sa znova ,,roztriestili. Avsak na vysvetlenie tohto javu by sme museli zajst
az do oblasti kvantove;j fyziky.
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Obrazok 2: Odraz zvizku liicov od steny.

stena

Skusme sa este zamysliet nad tym, ¢o by sa stalo, ak by odrazeny lu¢ od zrkadla nedopadol do oka. Takyto ¢ by sa
mohol odrazit od bielej steny, ¢im by presvetlil celt miestnost. To by znamenalo, Ze by sa istotne nasiel nejaky lug,
ktory by sa po rozptyle od steny odrazil spat na zrkadlo a dopadol by do oka, takze by sme mohli stat kdekolvek.

Preco nesmie byt v miestnosti prach a dokonca ani vzduch? Pretoze by sa mohlo stat, Ze 1a¢ narazi do castic
a zmeni svoju trajektoriu, pricom na kazdej z Castic sa svetlo odraza do vsetkych smerov (intenzita odrdzaného
svetla sa vSak v zavislosti od smeru moze lisit). Preto by sa Jaro mohol postavit kdekolvek. Podobna situacia
nastava napriklad pri rozptyle slne¢nych luc¢ov v hmle. Svetlo sa rozptyluje na kvapockach vody v atmosfére, takze
celé okolie sa ,,rozjasnuje“ a my nevieme povedat, kde sa nachddza slnko, pretoze k nam neprichadzaja ziadne
priame luce.

1.2 Co ti hrabe? vzorak Denda, opravovala Denda

Zac¢nime analyzou skimane;j situdcie spojenou s budovanim potrebného vedomostného aparatu. Rovnako ako na
hrable, tak aj na Maja, ktorého hmotnost odhadneme na m,; = 70 kg, posobi tiazova sila ur¢ena znamym vztahom

F = m’g =700 N. Pri rota¢nom pohybe je analégiou druhého Newtonovho zakona:

-~ A AV
=—=m-——=ma
At At
vztah
M=I%.

Analdgia funguje nasledovne. - Ekvivalentom zvycajnej sily F pre rotacny pohyb je moment sily M=T7xF.
Ked sa obmedzime len na velkosti', tak M = rF, = rFsin « (znacenie podla Obr. 3).

N
!'Budeme pouzivat noticiu, kde vektorové veli¢iny bez $ipky navrchu (napr. F — F) znacia velkost.
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os otacania

Obrazok 3: G Moment sily M posobiaci na bod vo vzdialenosti 7 od osi otdcania pri posobent sily F.

iy . . , ; . v L=
Os otdcania aj moment sily su kolmé na rovinu urcenu vektormi v a F.

« Ekvivalentom hmotnosti m, je moment zotrvacnosti I. Hovori nam, ako naroc¢né je uviest teleso do otaca-
vého pohybu vzhladom na os rotacie. Moment zotrva¢nosti bodu hmotnosti m s kolmou vzdialenostou
od osi otacania r md hodnotu I = mr?. Lubovolné teleso si vieme porozdelovat na hmotné miniciastocky.
Celkovym momentom zotrvacnosti potom bude sticet momentov zotrvac¢nosti tychto miniciastociek. Aby
sme sa véak vyhli pokrocilej matematike (integradlnemu poctu), vysledok pre tenku ty¢ hmotnosti m a dizky
L s osou otacania kolmou na ty¢ a prechadzajicou koncom tyce si moZeme najst napriklad na wikipédii:

1
I=-mL%
3
Hrable si aproximujeme sti¢tom dvoch navzijom kolmych ty¢i: kratsej’ s dlzkou I, = 10 cm = 0,1 m a
hmotnostou m; = 0,5 kg a dlhsej s hmotnostou m, = 0,6 kg a dlzkou I, = 1,7 m. Dlzku I, budeme zaroven
povazovat aj za vysku, v ktorej sa nachdadza Majovo ¢elo. Moment zotrvac¢nosti hrabli teda je

1 1
Theapie = g(mllf +myl) = 5(0,005 +1,734)kgm? = 0,58 kgm?.

Vidime, Ze prispevok za kratsiu ty¢ by sme mohli pokojne zanedbat. Popravde, ked ho vobec neuvazujeme
a vysledok zaokruhlime na 2 desatinné miesta, dostdvame tu istu hodnotu: I = 0,58 kgm?.

. ’ P 7 A .= . 7 ’ . 7 7 s
« Ekvivalentom zrychlenia a je uhlové zrychlenie € . Prirodzene, uhlové zrychlenie nam hovori, ako rychlo
- _ TxV

. ) A .
sa meni uhlové rychlost ¥ = w = v Case:

r2
o AW
E = —.

At

— —
Na hrable budua posobit 3 sily. F; - tiazova sila kovovej casti hrabli posobiaca v jej tazisku, F, - tiazova sila

[
drevenej casti opét pdsobiaca v jej tazisku a F ) - sila, ktorou na hrable posobi Majo pri dostupovani.

2U kratsej Casti budeme pre jednoduchost ignorovat, ze je v skuto¢nosti stiétom dlhsich zubov a kratsich ‘medzizubovych spojiv’ a pre
ucely uréenia momentu zotrva¢nosti si ju predstavime ako kovovy obdlznik, ktory je uz len st¢tom pasikov (ty¢i) zubovej dlzky. Ak si
obdlznik rozdelime na n totoznych tenkych pasikov (os ota¢ania prechddza spodnou hranou tohto obdlZnika), tak I = n- ( i o l%) = %ml B,

3
¢o je rovnaky vysledok, aky by sme dostali pre tenkd ty¢ s dizkou /; a hmotnostou ;.
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Obrazok 4: Sily pésobiace na hrable.

St len 3 moznosti, odkial mézu pochadzat prispevky k sile FM

1. Prva moznost sa tyka zmeny hybnosti Majovej nohy. Hrable Majovi totiz brania v tom, aby polozil nohu
prirodzene dopredu. Av3ak uhol, pod ktorym Majo vtedy na hrable pdsobi, by mal tendenciu skor otacat
drevenu ty¢ smerom do zeme nez ju zdvihat. Tato energia sa teda v podstate strati, kedZe s rotaciou hrabli
nema nic spolocné.

2. Kracanie je vo v§eobecnosti velmi komplikovany proces. Zoberme si napriklad nase tazisko. To sa nepohy-
buje tplne vodorovne, ale skor po akejsi jemnej sinusoide. Podobne tiez pri chodzi presivame vahu zboka
na bok a taktiez zrychlujeme a spomalujeme nase koncatiny. Na niektoré takéto zmeny pohybu potrebuje-
me vyuzivat trenie so zemou. Pri chddzi teda neposobime vylu¢ne iba smerom dole, ale aj trochu smerom
dozadu. Tymto sa vyhybame problému, Ze ked na leziace hrable posobime ¢isto vertikalnym smerom, tak
ich nemame $ancu zrotovat. Budeme ale predpokladat, Ze to nie je prili§ velka sila a preto uhol ¢ (vid Obr.
4) do takej miery, ako to bude mozné, zanedbame.

3. Tretia, najocividnejsia a najdolezitejsia moznost, je tiazova sila. Tato sila bude samozrejme smerovat kolmo
na zem a napriek tomu, Ze sa mdze menit od nuly po celd Majovu hmotnost, prisidime jej konstantnu
velkost polovice Majovej tiaze. Cize

—
my §
2
V podstate sme teda cely proces spravili ekvivalentny s pripadom, kde kratsiu ¢ast hrabli pritla¢i k zemi zavazie

(hmotny bod) s hmotnostou “*, ktoré bude po celi dobu umiestnené na jej konci. Vdaka tomu teraz mézeme
ziskat vysledok dvoma spdsobmi: cez sily (dynamiku) a zo zakona zachovania energie.

—_
FM:

Dynamika - hruby odhad

Pre jednoduchost podme ignorovat tiaz kratsej ¢asti hrabli F; = m;g = 5 N.> Do uvahy bude teda prichadzat len
—
sila F y;, ktora sa bude usilovat o to, aby hrable Majovi vrazili do cela a sila F, = myg = 6 N, * ktora ju v tom bude
— —
trosku brzdit. Pozrime sa teraz na silu F ;. Ak zavazie nepovazujeme za stucast hrabli, tak Fy = %mM(_g> -4),

—
—> —> . a . v .V . e 7 v 7 ) Ve v 7 Ve e 7
kde d = € x [ jezrychlenie konca kratSej Casti hrabli a zaroven zavazia. Teraz vyuzijeme, Ze zavazie je bodové.

—
*Nakolko je zanedbatelnd v porovnani so silou od Maja a tiez prislusny moment sily M, mé hodnotu len 0,5 Nm.
“Velkostou je tato sila podobnd tej, ktord zanedbavame, tu je vSak uz velkost momentu sily M = 5,2 Nm.
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Vdaka tomu ho mozeme zobrat ako sucast systému tak, ze ho zapoc¢itame do momentu zotrvacnosti:

li

Liystem = Ihrable + ——1; = 0,58 kgm? + 0,35 kgm* = 0,93 kgm®.

—
Tento krok (zdvazie je uz sucastou systému) ndm umoznil pouzivat Fy = “°¢. ° TakZe velkost momentu sily
— — —
M =My + M, bude
M= § - (myly sina — myl, cosa) .
a velkost uhlového zrychlenia &€

M g my-lsina —myl, cosa

Lystem 2 0,93 kgm?

e(a) =

b

e(a) = (37,63sina — 5,48 cos ) s>,

Vsimnime si, Ze uhlové zrychlenie zavisi od uhla @. My sme sa vSak s inym ako konstantnym zrychlenim este
nestretli. Zaujima nas vSak len hruby odhad. Preto si pre jednoduchost € konstantnym spravme. Najrozumnejsie
bude nahradit ho jeho strednou (priemernou) hodnotou. Nekonstantnymi prvkami st len faktory sin « a cos a.
sin a sa na intervale « € [0, g] meniod 0 po 1acosaod1po0. Hrubo odhadnime stredni hodnotu tychto funkcii
na danom intervale jednou polovicou®. Cize zoberieme (sina) = (cosa) = 1 a teda

1 . -2 -2
€= (37,63sina — 5,48 cosa) s> = 16,075 s °.

. ’ 7o > —> . ’ Iy —> v, . Y, . 7
Vieme, ako sa meni uhlova rychlost  a prejdeny uhol v radianoch « v ¢ase pri konstantnom uhlovom zrychleni
—

€:

—
>Nadstandardné (neldmte si tymto prili§ hlavu) vypoctové znazornenie ekvivalencie tychto dvoch moznosti. Za¢neme so silou F y =
—
—> —> ez es v . 7 7 7 v . . 7
%mM( g — € x 1 1) vkombindcii s momentom zotrvaénosti hrabli bez bodového zavazia (Ipple) @ Upravami sa dostaneme k bodovému

T v , M . 1 —
zévaziu zapocitanému do momentu zotrvacnosti (Iyysiem) a sile F oy = %mM g.

— m — — —
Ihrab]e?:MM-i-ﬁz: 11X?M+M>2:7M'(ll><§)— llx(?x ll))+ﬁ2,

my —> — My —>
Ihrable?+TMll><(_8>Xll):TMZIX?+M2'
— s — R _
Teraz vyuzijeme identitu: E)x( b x—c’) = (7.?) b —(—a)- b )—c). V nasom pripade | 1><(—g’>< 71 =(
Cize:

- = L, = —
11'11)8—(l1'8)11:l%€.

— MM o\— 7 mv —» T
Isystémg :(Ihrable+ 2 11)8 = llx 5 g +M2'

6Skuto¢na strednd hodnota (zaokrihlend na 3 desatinné miesta) je 0,637.
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V nasom pripade @ = 0, @, = 0 5. Chceme ziskat rychlost konca hrabli (vo vzdialenosti 1,7 m):
v(t) =w(t)-1,7m=¢-t-1,7m,
ked « = 7. Sprdvny cas ziskame zo vztahu pre prejdeny uhol:
s
2

T
t:\/j:0,44s.
&

v(t) =12 ms™' = 43,3 kmh™".

Od vas nam plne stacili len takéto rychle, hrubé odhady. Podme to vsak teraz zratat presnejsie, nech si overime,
¢i sme sa trafili.

1
= —¢f.
2

A teda

Dynamika - presnejsie
tJ v . . v Y L4 . 7 t] . - v Y v 7
Vratme do hry uz aj tiaz kratsej casti hrabli. Velkost momentu sily M = My + M; + M,, bude v tomto pripade

M= ‘g . ((m1 +my) ] sina - mzlzcosoc).

Velkost uhlového zrychlenia ¢ («) zas

.o M g (my + myp) - 1y sina — myl, cos
B Isystém - 2 0,93 kgm2 ’

€=(379sina - 548cosa) s>

Ako sme uz spominali, uhlové zrychlenie zavisi netrividlne od uhla a. Co iné, nez zobrat priemernt hodnotu,
by sme s aparatom, ktory pozname, vedeli spravit? Mdzeme Cas rozbit na nejaké malé casové useky At a skusit
predpokladat, Ze zrychlenie sa pocas tychto ¢asovych usekov nemeni.” Konkrétne, problém nasimulujeme nasle-
dujicim sposobom. Pre kazdy casovy usek si zaktualizujeme uhlovu rychlost a uhlové zrychlenie a nasledne sa
posunieme o uhol, ktory s danou rychlostou a zrychlenim lubovolny bod hrabli za At prejde. Proces opakujeme,
kym prejdeny uhol neprekroci 90° = 7. Rychlost, ktorou hrable zasiahnu Maja do cela bude v = w- 1,7 m, kde w je
spravne zaktualizovana. AvSak predtym, nez predstavim mozny kdd pre takiato simulaciu, vykreslime si este, ako
ta zavislost e(«) vyzera (Obr. 5).

"Konstantné casové tiseky At by sme mohli vymenit za konstantné uhlové tseky Aa tym, Ze by sme vzali

—w(a) +/w?(a) +2- Aa-e(a)
&(a) '

Ziskali by sme tym napriklad istotu, Ze vyslednu rychlost mame pre o = 90°. Ak ale zoberieme At dostato¢ne malé, vyrazny rozdiel by
to spravit nemalo. Skusila som oba spdsoby simuldcie a rozdiel bol aZ na trefom desatinnom mieste.

At(a) =
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uhlové zrychlenie ¢

0 02 04 06 08 1 1.2 14

uhol «

Obrazok 5: Zavislost uhlového zrychlenia € od uhla o pri ¢ = 0.

Vsimnime si, Ze pre malé uhly je ¢ zdporné. To nechceme. Vdbec to totiz nepopisuje situdciu, ktort pozorujeme.
Podla daného grafu, by sme hrable z horizontalnej polohy (« = 0) nikdy nezdvihli - na zdvihnutie by zrychlenie

muselo byt kladné uz pre a = 0. Majo teda naozaj musi pdsobit na hrable aj smerom dozadu - prispevok k sile ?M
—
zbodu 2, ozna¢me ho F;,_,teda nemozeme zanedbat uplne. Vyjadrime sijeho prispevok k uhlovému zrychleniu:
_ My, L-Fy,, cosa

EM, . = =
er I systém I systém
Y Y

Je zrejmé, Ze na to, aby sme docielili kladné uhlové zrychlenie od zaciatku, ey, (« = 0) musi byt vicsie ako
5,48 s72. Zoberme teda napriklad ey, (a = 0) = 5,49 s72, ¢o zodpoveda sile Fy, . = 51,06 N. Pre jednoduchost

predpokladajme, ze sila ?Mhor bude po celt dobu konstantna. Novy vztah pre uhlové zrychlenie teda bude:

e=(37,9sina + 0,0l cosa) s>

Kéd v pythone by mohol vyzerat napriklad takto:

from math import cos, sin, pi

def epsilon(alpha):
return 37.9*sin(alpha) + 0.01*cos(alpha)

delta_t = 0.00001
alpha = 0
omega = 0

while alpha < pi/2:
zrychlenie = epsilon(alpha)
alpha += omega*delta_t + (zrychlenie*delta_t**2)/2
omega += zrychlenie*delta_t

print(omega*1.7)
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Vysledok pre At = 107° s je
v=148ms™" =53,28 kmh™".
Pre kontrolu ¢i ¢asovy tsek At = 107> s je vhodna volba, skontrolujme, ¢i o rad mensi a o rad vac¢si casovy usek
daju podobné vysledky. At = 10~* s dava v = 14,806 ms™! a pre At = 107° s je v = 14,803 ms™!.
Zakon zachovania energie

Potencialna energia bodového zavazia a kovovej casti hrabli sa premeni na prirastok potencidlnej energie drevenej
tyce, rota¢nu kineticku energiu hrabli a kineticku energiu bodového zavazia:

My L , 1 1 my
—gl, + myg— = myg— + ~Ijrapie? + ~ — L’
2g1 182 2g2 5 hrabl 2 5 1
Nas zaujima, akou rychlostou zasiahnu hrable Majovo ¢elo. Tuto rychlost mézeme vyjadrit ako
v=w-1,7m.

Po vyjadreni velkosti uhlovej rychlosti w zo zdkona zachovania energie dostavame

-1,7 m,

. \l mygly + migly — mygl,

Thrable + %li%
v=13,69 ms~! = 49,28 kmh!.

Zaver

V porovnani s rieSenim cez energie, hrubym odhadom sme sa dopustili chyby 1,69 ms™! = 6,084 kmh~!. Keby
sme pouzili presnt strednu hodnotu (sin «) = (cos a) = 0,637, dostali by sme v = 13,58 ms~! = 48,89 kmh~! ateda
chybu 0,11 ms™ = 0,396 kmh~!. To vdbec nie je zIé¢! Horizontalna sila, ktort sme pridali pri presnejsom rieseni cez
sily, pridala zhruba 1,11 ms™! = 4 kmh~!. Zaratanie vplyvu krat$ej ¢asti hrabli zas zhruba 0,06 ms™! = 0,2 kmh~!.

Skuto¢nd dynamika ale moéze vyrazne zavisiet aj od toho, ktorou ¢astou nohy na hrable dopadneme - ak napriklad
dopadneme na hrable tak, ze patu eSte nemame poloZenu na zemi, je dost mozné, Ze nohu reflexivne potiahneme
dozadu, kym sa pita zeme nedotkne.® Tym by ta horizontdlna zlozka sily mohla spravit vyraznejsi rozdiel. Rov-
nako, ako dostupujeme, ¢im dalej tym viac sa na nohu zavazujeme. Na druhu stranu, kym mame nohu vyvysend,
taz$ie sa na nu prenasa vaha. Polovica Majovej hmotnosti je teda naozaj hruby odhad. Celkovo vs$ak odhadujeme,
ze hrable Maja zasiahnu rychlostou okolo 50 kmh~!, ¢o musi dost boliet.

1.3 Viac-menej odporna vzorék Bubu, opravoval Bubu

Pri rieseni uloh s odpormi je velmi ¢asto velmi ddlezité si obvod prekreslit, pripadne si uvedomit, Ze nie je az
taky zlozity ako si myslime, dost to ulahcuje vypocty aj uvazovanie. Pozrime sa teda na nas obvod, ozna¢me si
jednotlivé uzly A, B, C a D, a jednotlivé rezistory R, -+, Rg:

8Presnejsie odhady by sa dali spravit experimentélne.
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Obrazok 6: Oznacenie uzlov a rezistorov

Vsimnime si, ze medzi kazdymi dvoma uzlami mame presne jeden rezistor. To znamena, ze si obvod vieme
prekreslit takto:

| & % &

Obrazok 7: Tri moznosti ako si méZeme prekreslit obvod

Oznac¢me si odpor pokazeného rezistora R’. Uvazujme, bez ujmy na vSeobecnosti (kedZe je obvod symetricky)
pripad, ked meriame odpor medzi uzlami A a B. Pozrime sa na pripady, ked je pokazeny rezistor R, alebo rezistor
Rg. V tychto pripadoch je rozdiel potencidlov medzi uzlami C a D nulovy, ¢o jasne vidime z horizontalnej symetrie
obvodu (ak by sme uzly C a D vzéjomne vymenili bezo zmeny jednotlivych odporov, ni¢ by sa nezmenilo), a
preto mozeme rezistor Rq veselo odignorovat. Zostdva nam uz len obvod s troma paralelnymi vetvami, z ktorych
kazda je len sériovym zapojenim par rezistorov. Vysledny odpor paralelného zapojenia dvoch vetiev s odpormi
Ry, Ry je RiRy/ (Ry + Ryp). Podobne vysledny odpor sériového zapojenia dvoch vetiev s odpormi Ry, Ry je Ry + Ryy.
Pomocou tohoto lahko vyratame, Ze vysledny odpor zapojenia je 0.5R ak je rezistor Rs pokazeny, a RR'/ (R + R')
ak je pokazeny rezistor R;, a v tomto pripade vieme povedat, ze R’ = RRsp/ (Ryp — R).

Pozrime sa teraz na zvys$né 4 pripady (pokazeny je jeden z rezistorov R,,---Rs. Z horizontélnej symetrie obvodu
vidime, Ze pripady ked je pokazeny rezistor R, ¢i R, ako aj pripady ked je pokazeny rezistor R4 ¢i Rs su ekviva-
lentné. KedZe R4p = Rpa, tak vieme vyuzit aj vertikdlnu symetriu obvodu, a teda vidime, Ze vysledny odpor je
rovnaky, bez ohladu na to, ¢i je pokazeny rezistor Ry, Rs, Ry, ¢i Rs. Pozrime sa teraz na to, ako ten odpor vieme
zratat. UvaZujme, bez ujmy na vSeobecnosti, Ze tymto pokazenym rezistorom je prave rezistor R;. VSimnime
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si, ze zapojenie medzi bodmi A a B je teraz paralelnym zapojenim rezistoru R;, a zapojenia zvysnych rezistorov.
Pozrime sa teda na odpor tohoto zapojenia:

Obrazok 8: Zapojenie piatich odporov, a pridy v riom

Uvazujme, ze medzi uzlami A’ a B’ je napdtie U, a tec¢ie medzi nimi celkovy prad I, z coho vyplyva, ze plati Ry/p =
U/l. Zo zapojenia si vieme na zaklade ubytku napitia na jednotlivych rezistoroch (znovu pomocou Ohmovho
zakona) napisat tychto 5 rovnic:

Up = Uy +R'Ly

Uo = Uy —R(I+1)

Up = Uy - R(I, - 1)

Up = Uy —-R(I+1)

Up = Up + R,
pricom napitia si zoberieme vzhladom na uzol B; ¢ize Uy = U a Uy = 0. RieSenim tychto piatich rovnic zistime,

ze odpor tohoto zapojenia je

R(3R+5R")
5R+3R"
A teda celkovy odpor zapojenia je

R(3R+5R)
8(R+R) "’

z ¢oho ziskame R’ ako (R (8Ra3 — 3R))/ (5R — 8Ry4p).

Vsimnime si jednu velmi podstatnu vec, a to sice, Ze tieto tri pripady s rdznymi nebudd mat nikdy rovnaky odpor,
ak R # R/, ¢o nam ulahcuje situdciu.

https://www.fks.sk/ 10 otazky@fks.sk


https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

‘ é)é)é) Riesenia 1. kola letnej casti

KedZe uz mame vyratané jednotlivé moznosti vysledného zmeraného odporu, pozrime sa na to, ako na ¢o najme-
nej merani zistit, ktory rezistor je pokazeny, a jeho odpor.

Za¢nime zmeranim odporu medzi A a B. V pripade, Ze je tento odpor 0.5R, vieme, Ze pokazeny je rezistor Rg,
a jeho odpor vieme lahko ziskat zmeranim Rcp ako RcpR/ (Rcp — R). V pripade, Ze je odpor iny, povedzme, R,,
zmerajme odpor medzi uzlami A a C. Ak je tento odpor 0.5R, vieme, Ze pokazeny je odpor Rs, a jeho odpor vieme
vyratat ako (R (8R, —3R))/(5R—8R,). V pripade, Ze je odpor medzi A a C R,, vieme, Ze pokazeny je jeden z
rezistorov Rj, alebo R4(to su jediné dva, ktoré maja pri merani Ryp a Ryc »rovnaka poziciu“ Uz vieme, Ze jeho
odpor je (R(8R,—3R))/(5R - 8R,). To, ktory z tychto dvoch to je vieme rychlo zistit zmeranim odporu medzi
A a D, pricom ak je tento odpor 0.5R, tak je pokazeny rezistor R,, inak R;. Poslednou moznostou je, ze odpor
medzi uzlami A a C je R, ¢o znamen4, Ze pokazeny je bud odpor R;, alebo R,. Ak teda zmeriame odpor medzi
uzlami C a D, dostaneme bud odpor 0.5R, ¢o znamend, Ze pokazeny je rezistor R;, a jeho odpor vieme ziskat ako
RR,/ (R, - R). V opatnom pripade vieme, Ze je pokazeny rezistor R,, no a v tom pripade jeho odpor vieme ziskat
ako RR,/ (R, - R).

Otazka, ktora je na mieste je, ¢i to ide na menej ako tri merania. Odpoved je, zZe nie, pozrime sa preco: Zacnime,
b.G.n.v. tym, Ze zmeriame odpor R4p. Zistime, Ze to nie je 0.5R. Meranim odporu medzi bodmi C a D bud
ukonc¢ime hladanie, alebo neziskame Ziadnu informaciu. Ten druhy pripad, a to sice, Ze b.t.n.v. zmeriame odpor
medzi uzlami A a C sme prebrali vysSie.

Vo vsetkych pripadoch sme teda zistili, ktory rezistor je pokazeny, aj to, aky je jeho odpor na najviac tri merania.

1.4 Sarmantna fotka vzorak Kvik

Keby ste boli vekovo na urovni Kvika, okrem dinosaurov a prvého koncertu Helenky Vondrackovej by ste si pa-
matali, Ze podobna tloha tu uz kedysi bola. V nej sa $ikovnym sposobom dalo vyuzit to, Ze sme mali k dispozicii
viaceré vyzna¢né body a Ze sme na nej poznali horizont. Tu to vSak také jednoduché nie je.

Aj ked riesenie je urcite jednoznacné (fotka je skutoc¢na a fotoaparat niekde byt musel), bez dalsej informacie ho
velmi presne zistit nedokazeme. Mdzeme si sice otvorit nejaky vhodny softvér, napriklad Google Earth, pokusit sa
nastavit podobny pohlad a od¢itat polohu - takato metoda je vSak zna¢ne nepresna, zavisi od zvoleného zorného
pola a ani po fyzikalnej stranke nie je prave hodnotna.

V obrazku vsak urcita dodato¢nd informacia skryta je: budovy byvaja spravidla postavené tak, ze ich steny st
zvislé. KedZe nie sme v Pise, ale niekde nad Bratislavou, mozeme predpokladat, Ze toto plati. Ak si na chvilu
odmyslime, %e Zem nie je dokonald gula, predizenia hran stien leZia na priamkach, prechidzajicich stredom
Zeme. Na fotke vSak sa samozrejme nemusia zobrazit ako zvislé, ¢o dokdzeme vyuzit.

Nakreslime si niekolko takychto priamok na fotku, ako keby ich fotoaparat mohol vidiet, a predpokladajme, ze
ich vidime aj vnutri Zeme. Stacia dve, pre nazornost ale skisme aspon tri. Na polohe striktne vzaté nezalezi’, ale
intuitivne by nam malo byt zrejmé, Ze bude najlepsie, ak budu na fotke ¢o najdalej od seba, aby sme minimalizo-
vali chyby. Zvolme si napriklad os vysielaca na Kamziku, os komina teplarne Polianky pri Dubravke a najvyssi
mrakodrap na Dlhych dieloch.

Tieto virtudlne priamky sa pretinaju v strede Zeme'’. Na fotografii sa ndm pretnu kdesi pod spodnym okrajom,
¢o nam na prvy pohlad velmi nepomohlo... aspon kym si neuvedomime, Ze na toto miesto by sa takisto zobrazil

%aspont kym sa nezacldnaju
!0Na tejto $kale by sme mohli Zem povazovat za dosku, akurat miesto stredu potom potrebujeme nekoneéno
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stred Zeme. Viac ako stred nas bude zaujimat miesto na povrchu, ktoré sa nachadzalo presne pod Marcelovym
lietadlom. To vsak lezi na spojnici fotoaparatu a stredu Zeme, teda na fotke je na rovnakom mieste. Kde sa viak
toto miesto nachadza v skutocnom trojrozmernom svete?

To jejednoduché: pozrime sa opét na tieto ¢iary a vSimnime si, po akych miestach na povrchu prechadzaji na fotke.
Ak ich pospdjame - napriklad v Google Earth - a odignorujeme ¢lenitost terénu, dostaneme znovu priamky, ale
tentokrat na povrchu Zeme. Tam, kde sa pretnd, lezi miesto priamo pod fotoaparatom, ktoré si ozna¢ime P. Takto
dostaneme suradnice priblizne 48,1293° N, 17,0714° E, blizko zaciatku legendarnej dialnice D1.

Obrazok 9: Fotografia s vyznacenymi priamkami. Mrakodrap na DIlhych dieloch je pri okraji okienka,
preto sme si priamku natiahli aj opacnym smerom.

Zemepisnt $irku a dlzku pozname, ¢o viak s vyskou? Tu si pomdzeme nie zvislou priamkou, ale vodorovnou
plochou. Opit budeme hladat nejaku dostato¢ne velku — dobre poslazi strecha Matfyzu alebo PriFUKu (olym-
pijské obdlZniky vlavo dolu) alebo Dubravka. Nakreslime si na toto miesto na fotku $tvorec a predstavme si, ze
zodpovedaju skutocné miesta posprejujeme farbou (aby sme neskor, az nas chytia policajti, nemuseli vela ¢istit v
ramci verejnoprospesnych prac, postaci nam jeho obrys).

Ak je plocha dost rovna, jeho spodnd strana bude v skuto¢nosti tisecka, navy$e kolma na liniu pohladu. Odme-
riame jej skutoént dizku a tiez dlzku strany $tvorca na obrazku — u nas to je 394 m a 176 px. Jeden pixel teda
v tejto vzdialenosti zodpoveda asi 2,2 m. Lava strana (na fotke zvisla) vSak kvoli perspektive bude v skuto¢nosti
podstatne dlhsia, u nas az 894 m. Natiahla sa totiz pri zobrazeni pod uhlom a. Ak si to nakreslime, zistime, Ze
pren bude musiet platit vztah

394 m

cosqg = ——.
894 m
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Obrazok 10: Geometria pohladu na stvorec

Nas zaujima doplnok tohoto uhla do 90°, ¢o je uhol, pod ktorym by pozorovatel v rohu $tvorca videl lietadlo,
merané od jeho horizontu. Po vy¢isleni zistime, Ze 90° — « = 26°. Vzdialenost od vrchola $tvorca'! po bod P vieme
opét odmerat v Google Earth. V nasom pripade je to asi 6600 m. Jednoduchou trigonometriou dopoc¢itame, ze
lietadlo muselo byt vo vyske asi tan 26°-6600 m = 3240 m nad droviiou $tvorca, ¢o je nejakych 3450 m nad morom.
Vzorovy subor vo formate kmz vyzera takto.

Moznych postupov je samozrejme viac. Miesto plochej Dubravky by sme mohli pouzit zvisly komin, alebo od-
merat viacero kolmych useciek na fotke a v skuto¢nosti a dofitovat spravnu geometricka vzdialenost.

1.5 Biliardové gule vzorék Hovorca, opravoval Hovorca

Budeme predpokladat, Ze zrazky biliardovych guli su dokonale pruzné, a ze biliardovy stol je bez trenia - to za-
bezpedi, je gule sa po hom budu kizat a nebudd rotovat. Ak st zrazky dokonale pruzné, mézeme uvatovat, ze plati
zakon zachovania energie (dalej len ZZE) aj zakon zachovania hybnosti (ZZH) v nadej sustave.

Na tvod sa pozrime, ako vyzera necentralna zrazka dvoch guli roznych hmotnosti, z ktorych sa jedna hybe a
druha stoji. Budeme predpokladat, Ze stojaca gula ma hmotnost m a hybajica sa ma hmotnost k - m, kde k je
kladné redlne ¢islo. Uvedomme si, Ze stojaca gula je lahsia ako hybajtca sa prave vtedy, ked k > 1. Ddlezité je v
tomto pripade si uvedomit, ze stojaca gula sa po zrazke bude pohybovat smerom urcenym vylucne tym, kde na nej
lezi bod dotyku s hybajticou sa gulou pri zrazke. Jedina sila, ktora totiz pri zrazke pdsosbi na stojacu gulu je totiz
normalova sila povrchu pohybujtcej sa, a ta ma smer kolmo od bodu dotyku. Teda ak je Hovorca $ikovny (a to
verime, ze je), dokdze nasmerovat prvu gulu na druhu tak, aby sa nasledne stojaca gula rozpohybovala smerom,
ktory si zmysli (samozrejme vramci rozumného rozpitia uhlov).

Zaroven vsak plati ZZH, ktory plati vektorovo! Ak si pohyb guli po zrazke rozlozime na ,,smer povodnej rychlosti
prvej gule® a ,kolmy smer® (pracovne nazyvané aj x-ovy a y-ovy smer v danom poradi), pre oba tieto smery
musi platit ZZH. Teda y-ové zlozky hybnosti guli po zrazke sa musia vzajomne rovnat velkostou a byt opacne
orientované, nakolko pred zrazkou bola celkova hybnost v tomto smere nulova. Zlozky v smere x zase po zrazke
musia spolu dat pévodnu hybnost prvej gule. Oznacime «; a «, uhly, o ktoré sa voci x-ovému smeru odklonia

"Jeho rozmery tu zanedbévame. Sice ndm to spravi chybu, ale iba porovnatelne velku s ostatnymi, ktoré sme uz urobili a ktorym sa
velmi nevieme vyhnut.
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postupne prva a druha gula po zrazke, pricom uvazujeme len ich velkost, nie smer, teda a; > 0 a &, > 0. Oznacme
tiez rychlost prvej gule pred zrazkou v, a rychlosti guli po zrazke v; a v,.

Obrazok 11: Necentrdlna zrdzka dvoch guli.

Potom mozeme pisat tri rovnice, ktoré postupne vyjadruju ZZE, ZZH v smere x a ZZH v smere y:

kmvg = kmvi + mv3,

kmvy = kmv, cos a; + mv, cos «y,

0 = kmv; sin®; — mv, sin a,.

Vsimnime si hned na uvod, Ze hmotnost m sa da zo vietkych rovnic vykratit. Na§ou snahou bude vyjadrit pomer
hmotnosti k iba pomocou uhlov, ktoré vieme merat. Ak sa nam to podari, tak pomer hmotnosti urci, ktora z guli
je tazsia.

Tretiu rovnicu upravme do tvaruv, = kv, 3 z; adosadiac do druhej tu nésledne upravime na tvar vy = v; (cos a; + sin a; cot ¢
Ak teraz do prvej rovnice dosadime za v, a v,, dostaneme rovnicu

sin g )2

: 2
kv? (cosa; +sina; cotay)” = kv? + k*v? ( :
Sin &

z ktorej vieme vykrétit kv? a Gpravami dostdvame

. 2

Sin & . 2

kz( - ) ((cosoc1+smoc1cot<x2) —1).
S1n &

Citatel nam isto odpusti matematicky pristup, ked povieme, Ze ,riesenie existuje®, teda Ze vieme urcit, ktora z guli
je tazia, ba ¢o viac, presne urcit pomer hmotnosti dvoch guli pri zrazke, pokial jedna z nich predtym stéla.

Teraz staci urobit nasledovné: postavim na stdl tri gule. Prvua vystrelim necentralne na druhu tak, aby druha
zasiahla po zrazke tretiu tiez necentralne. Odmeriame uhly a vieme urcit pomery hmotnosti prvej a druhej gule
ako aj druhej a tretej gule, teda vlastne pomery hmotnosti vSetkych guli. A teda jednozna¢ne dokazeme povedat,
ktora z guli je najtazsia a ktora najlahsia.
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1.6 Cierna skrinka vzorék Dusan, opravovala Terka

Zacéneme tym, Ze sa chceme ospravedlnit za povodné zadanie. Ngjst véetky mozné zapojenia nie je také jednodu-
ché, ako sme si mysleli.

A teraz k tym podstatnym veciam. Najjednoduchsie zapojenie bude vyzerat urdite tak, Ze spojime kazdy bod s
kazdym prave jednym vodic¢om s rezistorom. To znamena, Ze v ¢iernej skrinke nebude Ziaden uzol naviac. Otaz-
kou teraz zostava, ¢i z takéhoto zapojenia vieme vyrobit jednoducho iné zapojenie, ktoré by malo iny pocet uzlov,
inak povedané také, ktoré by podla zadania nebolo rovnaké. (Rozdelenie rezistora na dva sériovo alebo paralelne
zapojené rezistory nemeni pocet uzlov.) Ukazuje sa, Ze vieme, a to vdaka zapojeniu trojuholnik-hviezda'? To zna-
mend, Ze tymto spdsobom si vieme zadarmo vyrobit zapojenie, ktoré ma rovnaky pocet odporov, ale o uzol viac.
Pocet odporov zas vieme menit nahradenim jedného odporu za dva paralelné. Uz vidite kam tym smerujeme?
Staci vziat najjednoduchsie zapojenie v tvare trojuholnika, odpor na kazdej strane nahradit vela paralelnymi a
dostaneme tak vela trojuholnikov pospajanych vo vrcholoch. A teraz mézeme na kazdy z nich aplikovat transfor-
maciu trojuholnik-hviezda, ¢im dostaneme zapojenia s roznym poctom vrcholov. Poradie tychto ekvivalentnych
operacii mézeme dokonca medzi sebou prestriedat, no tak ¢i onak, teoreticky je takychto réznych zapojeni neko-
necno.

Este nam vsak zostava dokazat, Ze aspon jedno z takychto ekvivalentnych zapojeni bude moct spliat hodnoty uve-
dené v zadani. KedZe sme lenivi (a mudri, pekni, skromni), ukdZeme to na vypoctovo najjednoduchS§om zapojeni,
hviezde s troma rezistormi ako na obrazku.

Podla zadania, ked zapojime 20 V zdroj na uzly A a B, tak medzi uzlami B a C nameriame napdtie 8 V. Cez odpor
Rc prad netecie a medzi uzlami A a B je prud nemenny. Ohmov zdkon hovori, Ze napitie sa v sériovo zapojenych
rezistoroch rozlozi priamo umerne odporu rezistorov. Pomer odporu Ry k odporu celej vetvy, cez ktoru preteka
prud teda je

Ry Uy _ 8

Rya+Ry U +Uy 20

2 Ako presne spravit tito transformaciu nebudeme vysvetlovat, no ak to neviete, néjdete to napriklad na wikipédii https://en.
wikipedia.org/wiki/Y-A_transform.
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Podobne, ak zapojime zdroj medzi uzly B a C, cez odpor R, prud nepotecie a na odpore Rc nameriame spad
napdtia 20 V. Pre pomer odporov teda plati
Re  Ug 15
Rg+Rc Ul + UL 20

Méme dve linedrne rovnice o troch neznamych, ktoré hravo vyriesime. Vyjde ndm R, = 3R a Rc = 3Rg s volou v
odpore Rg, ¢o nie je prekvapenim na pocet nezavislych rovnic.

No a to je vSetko. Ukazali sme na par riadkoch, ze vieme najst nekonec¢ne vela rieSeni problému a pre to najjed-
noduchsie zapojenie sme ho aj nasli. Na Sestku celkom Iahké, nie?

1.7 Manéver vzorak Adam, opravoval Adam

Ako to casto byva, ak najdeme nejaku zachovavajucu sa veli¢inu, vyrazne si pomozeme. V tomto pripade je tou
veli¢cinou moment hybnosti vzhladom na os kolotoca, kedZe na systém koloto¢ + Nina nepdsobia vonkajsie sily s
nenulovym prislusSnym momentom sily vzhladom na os otd¢ania. Len poznamenajme, Ze na systém posobia este
tiazova sila a sila od fyzickej osi kolotoca, ale ich moment sily vzhladom na os otac¢ania je nulovy.

Aky velky je tento moment hybnosti?

Na to, aby sme to vedeli, potrebujeme poznat moment zotrvacnosti prazdneho kolotoc¢a I, moment hybnosti potom
ziskame ako:

L=Iw
Moment zotrvacnosti celého kolotoc¢a okolo jeho osi bude suc¢tom momentov zotrvacnosti jeho Styroch obruci.
Uz nam len staci ur¢it moment zotrvacnosti obruce (kruznice), okolo osi prechadzajicej jej stredom a leziacej v
rovine obruce. Jedna moznost je niekde ho najst, ale mne sa to (v slovencine) len tak z voleja nepodarilo, a tak si
ukdzeme nastroj, vdaka ktorému ho ur¢ime na kolene.

Veta o kolmych osiach

Majme rovinny utvar a kartezidnske stradnice zvolené tak, ze utvar lezi v rovine xy. Prispevok malého kusku
hmotnosti Am k momentu zotrva¢nosti okolo lubovolnej osi je AI = Amv?, kde v je kolma vzdialenost kusku od
danej osi. Pozrime sa na takyto kusok nasho ttvaru a na jeho prispevok k momentom zotrva¢nosti vzhladom na
suradnicové osi. Z Pytagorovej vety dostavame:

AL = Amy*
AL, = Amx*

AL = Am (x* +y*) = AL + Al

Kedze celkovy moment zotrvacnosti je su¢tom takychto ciastkovych, na trovni celého telesa dostavame:

L=IL+I,
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Aplikujme to na nasu tenkud obru¢. U tej zo symetrie vieme, Ze I, = I, =: Ip, a teda podla vety o kolmych osiach:
lo= 1= tmr
o — 2 z = 2 >
kde I, = MR? je znamy moment zotrvacnosti obruce okolo osi prechddzajiicej jej stredom a kolmej na rovinu v
ktorej lezi.
Teraz uz vieme urcit hodnotu zachovavajuceho sa momentu hybnosti ako:
L=1Iw=4low = 2MR*w

Nechajme sa chytit Ninu a prejst ju do vzdialenosti r od osi kolotoca (hned po chyteni sa je r = R), a pozrime sa
na moment hybnosti:
2MR*w=Iw=L=T(r)w'(r),
kde I’ (r) = I+mr? je moment zotrva¢nosti kolotoca aj s Ninou a w’ () je nova uhlova rychlost, ktort vdaka vyssie
napisaného ZZMH vieme hned vyjadrit ako:
L I 2M

= w = w
1) em Y e m(z)

W' (r) =

Vidime, Ze po dosadeni r = 0 (Nina sa stiska s osou) je 0’ (0) = w, a teda koloto¢ sa to¢i tak, ako na zaciatku.

Pozrime sa teraz na pracu, ktora svojim presunom do stredu Nina vykonala. Vieme, ze hocakd zmena (mecha-
nickej) energie je platena pracou. Zmena rotacnej energie sistavy pocas Nininho presunu z okraja k osi je:

mM
2M+m

1 1 1
AE, = EI, (0) 0™ (0) - EI, (R) ™ (R) = EL (0" (0) -’ (R)) = R*w®
Netreba v§ak zabudnut na pracu, ktort Nina vykonala pri chyteni sa, vieme totiz, ze tym koloto¢ spomalila. Tomu
zodpoveda zmena energie:

1 1
AE, = 5I’ (R) w™* (R) - Ela)z =..=-AE,

Pocas troch bodiek len vojde do hryto,Ze I = I (0) a w = w’ (R). Ako vidime, korektne by celkova praca vykonand
Ninou mala byt W = 0. To znie trochu podozrivo, ved predsa ak sa spytame Niny v strede, ¢i ma pocit, ze daco
robila, pravdepodobne by povedala Ze hej, a ak sa nam to nezda, moze spravit este o kus viacej. Tento rozdiel vznika
v tom, Ze to Co citi Nina (Wy = AE;) je praca, ktoru vykonali jej svaly. To, ze ked nasadala na koloto¢ pricom
ju trochu zohriala nepruzna zrazka s obrucou a dodala jej trochu kinetickej energie jej svaly oddychnutostou

nenabije. Uzndvané teda boli oba vysledky, aj 0, aj s2L-R2w?.
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