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2.1 Holubnik (opravovala Kamila, vzorak Jakub a Kamila)

Zuzka mala obrovsk( krabicu z ty-bistu miiam lahkého materidlu. Do tej krabice zavrela 100 ton holubov a
celé to postavila na obrovské vahy. Tie ukazali na svojom ciferniku 100 ton. Zrazu si vSetky holuby povedali,
%e vzlietnu a vyleteli aZ po vrch krabice, kde aj zostali trepotajiic kridlami. Co véak Zuzku prekvapilo, bola
hodnota, ktor( teraz ukazali vahy. Viete zistit, aka to bola hodnota a vysvetlit, preco ju vahy ukazovali?

Sice som este nikdy nevidela vahu, ktora by vedela odvazit 100 ton, ale ni¢ mi nebrani v tom, aby
som si ju vedela predstavit. M4 to byt vaha a teda v urcitych ohladoch musi byt velmi podobna
beznym vdham. Také vaha reaguje na aktkolvek silu, ktora na nich pdsobi (nech to je tiazova
sila telesa postaveného na nej, ¢i sila pritlaku rukou). Také presnejSia vaha nameria nenulu
dokonca aj vtedy, ked na nu iba riadne fikneme. O nasej megavahe mozeme predpokladat to
isté — Ze hmotnost, ktort ukaze, je vlastne F'/g, kde F' je sila, ktorou na vadhu posobi dno
skatule.

Teraz sa podme pozrief, ¢o sa deje, ked holuby sedia na dne Skatule. KedZe Skatula mé
minimalnu hmotnost, tak na vdhu sama o sebe takmer neposobi. Ale holuby sedia na dne, teda
svojou gravita¢nou silou tla¢ia na dno, ktoré tym padom zatla¢i na vahu — vdha ukaze 100 ton.!
To je Tahké.

Ale vtom vsetky holuby vzlietli a ani jeden sa uz nedotyka dna Skatule. Mohlo by sa teda
zdat, Ze vdha uz nebude ni¢ ukazovat. Podla zadania zostali holuby v ¢ase druhého merania
trepotajuc kridlami pri vrchu Skatule. Takato situécia je prehladnd — nazvime holuby spolu so
vzduchom v Skatuli a Skatulou samotnou nasim systémom. Podla zadania sa holuby v krabici
nehybu. D& sa ocakévaft, ze aj prudiaci vzduch hnany holubmi bude pradif stacionarne (ne-
premenlivo v ¢ase, stale rovnako). Skatula sa prirodzene nehybe tiez. To znamena, ze taZzisko
nasho systému je nehybné a to na oplatku znamenad, ze sily posobiace na systém zvonka sa
nutne v rovnovahe. Vonkajsie sily sa len tiazova, vztlakova a reakéna sila k sile, ktorou dno
krabice tla¢i na vahu. Tieto tri sily budu evidentne v rovnakej rovnovahe ako v pripade, ked
holuby sedeli na dne — lebo celkova tiaz sa nezmenila, vztlakova sila tiez nie, nutne teda ani
sila na vahu. Tym padom nam vaha opif ukaze 100 ton.?

Newtonov pohybovy zédkon ndm dal odpoved na otdzku. Odvodenie bolo ¢isté, jednoduché,
ale mozno sme nim napriek tomu neziskali vhlad do problému. Ako je to mozné, ze vaha ,citi“

'Rypalovia by sa mohli spytat na to, pre¢o neuvazujem hmotnost vzduchu v krabici? Ved ked je to obrovska
krabica, tak je v nej aj spusta vzduchu, ktory tiez nieco vazi! Nuz, jednoduchd pomoc — nakolko vézenie krabice
prebieha v atmosfére, tak na krabicu posobi vztlakova sila vzduchu, ktord mé préve rovnaku velkost ako je tiaz
vzduchu v krabici, len pdsobi nahor.

2Podstatné pri tomto postupe bolo to, Ze fazisko systému bolo nehybné! Tento argument by sa teda nedal
pouzit na urcenie tdaju na vahe pri vzlietani ¢i pristdvani holubov inak ako kvalitativne.
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holuby pri vrchu krabice? Je to podobna otézka, ako otazka, ako vlastne vtaky (lietadld,...)
lietaja. ZjednoduSene to mozeme povedat tak, Ze sa akoby opieraju o vzduch. Teda tlacia
(nadol) a tahaji (zhora) ho nejakou vyslednou silou, a rovnakou (len opa¢nym smerom) aj
vzduch tlac¢i a taha na ne podla zdkona akcie a reakcie. Ale tu mame rovnaki silu smerom dole,
ktora tla¢i na vzduch rovno pod a tahé vzduch nad holubom. Ak sa vzduch nemé vo vysledku
stale urychlovat, ¢o nemoze — ved je uzavrety v krabici — tak musi posobif prislusnou silou na
steny krabice. Znovu podla akcie a reakcie musi potom rovnakou silou posobit aj vzduch na
skatulu. A tu je pes zakopany! Zrazu sme nasli silu, ktord posobi na steny skatule. Skatulu
povazujeme za pevnu a je jej teda jedno, ¢i vSetka posobiaca sila na nu poésobila iba tlakom na
dno alebo ¢i sa tato sila rozlozila na tah vrsku krabice, tlak na dno a trenie na boku. No, to je
teda celé. Dobré, nie?

2.2 Kofola (opravovala Halucinka, vzorak Tinka a Jakub)

Po jej vypiti by sme radi oistili 1,5 litrov( flasu od zbytkov kofoly. Vzdy, ked je flasa prazdna, zostane
v nej 1 ml kvapaliny ako kvapky prichytené niekde o stenu. Fladu &istime tak, Ze napustime pol litra istej
vody, zatrepeme a vylejeme. Kolko krat musime takto preplachnut flasu, aby sa v nej uz (priemerne)
nenachadzala Ziadna molekula kofoly? (Molekulu kofoly si mézete predstavit ako molekulu velmi podobni
vode, ale rozliSiteln(i od nej.)

Ked flagu pretrepeme a zvy$na kvapka kofoly sa rovnomerne rozriedi vodou, tak koncentrécia
kofoly klesne 500-nésobne. Totiz, po doliati vody sme zpétstondsobili objem pri zachovanom
pocte ,kofolovych“ molekil. Nové reziduum, ktoré zostane na stene po vyliati, bude mat zrejme
rovnaki koncentraciu kofoly ako roztok po premiesani. Teda po vyliati bude vo flagi 500-krat
menej molekl kofoly. Ked to zopakujeme, stane sa presne to isté, len s mens$im poc¢tom molekil
na zaciatku. Otazka teda znie, kolkokrat musime vydelif pocet molekil kofoly 500-kou, aby nam
zostalo nieco naozaj malé. Nula to nebude, ale ak ndm vyjde nieco mensie ako 0,5, znamena
to, ze v priemere tam uz ziadna molekula nie je.

Parada, uz len zistit, kolko to teda mame molekul. Vraj mame povazovat kofolu za nieco
ako vodu. O tej vieme, Ze jeden mdl (6,022 x 10?* molekul) vazi 18 gramov, ¢o je zaroven 18
mililitrov. V nagom pévodnom mililitri teda mame N =~ 3,34 x 10?2 molektl. A uZ sa len pohrat
s kalkulackou a donekonecna stlacat = (pre tych menej chapavych: akoze delit 500-kou znovu a
zasa).> A ani nie tak donekonecéna. Po 9-ich razoch mi tam zostala nejaké neceld pitdesiatina
molekuly. Svizné. A ak ste si pozerali, ako rychlo vam klesali ¢isla, tak ste tispesne spozorovali,
aké potvorské su tie exponencialy.

2.3 Osvit Mesiacom a Zemou (opravovala Tinka, vzorak Jakub a Tinka)

Urcte pomer osvitu Mesiacom na Zemi pocas splnu a osvitu Zemou na Mesiaci v Case o pol mesiaca neskor.
Ak potrebujete nejaké (daje, tak si ich odhadnite alebo ndjdite v tabulkach.

3Komu sa tato metéda zd4 prilis nematematické a/alebo je znaly logaritmov, ten zisti, Ze vlastne potrebujeme
riesit ulohu N/500™ < 0,5, kde n je pocet premyti flase. To sa d4 pocitat logaritmovanim

N
log N —nl =1 1
og nlog 500 = log (500n> < log0,5
log N —log0,5

log 500

2 otazky@fks.sk
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Tento priklad mnohych z vas odradil, hoci nebol aZ taky tazky. Ano, vela veci v fiom zdanlivo
chybalo. Ale aj to je tlohou spravneho fyzika, doplnit chybajice tdaje a vhodnym spésobom
dodefinovat neurcené.

Prva zésadna otazka je — ¢o je to sakra ten osvit? Podla miia je rozumné za osvit Zeme
Mesiacom chépat veli¢inu, ktord mi hovori, ako dobre som schopny vidief v noci osvetlenej
Mesiacom. Z konkrétnych fotometrickych (pripadne rddiometrickych) veli¢in? si moézem vybrat
napr. intenzitu osvetlenia® v smere prichddzajicich licov — ak si intezitu osvetlenia predstavim
ako svetelny tok prechadzajici jednotkovou referen¢nou plochou, tak si teda t myslenti plochu,
ktorou prudi ten svetelny tok, orientujem tak, aby bola kolmé na lice odrazené z Mesiaca®,
ktoré su prakticky rovnobezné).

Druhou otézkou je, preco vlastne vdaka mesa¢nému svetlu vidime veci tu, na Zemi. Skratka
preto, ze na Mesiac dopadé svetlo zo Slnka a on ¢ast dopadnutého svetla odrazi smerom na
Zem, kde cast dopadne na pozorovany objekt, od ktorého sa ¢ast odrazi mne do oka. Odraza
sa samozrejme iba z tej Casti, ktora je osvetlend a to sa v priebehu mesiaca vdaka jeho obehu
okolo Zeme meni a my pozorujeme rozne mesacné fazy. Ako to vyzera v splne a o pol mesiaca
neskor je Tahké nahliadnuf: situécie su skoro rovnaké, len v druhom pripade si Mesiac a Zem
vymenili tlohy. CiZe, o pol mesiaca po splne, ked my mame Mesiac v nove, maji pomesac¢tania
Zem prave v splne.

Ked si uvedomime, Ze uhlovy polomer Mesiaca zo Zeme, ¢i Zeme z Mesiaca je maly uhol
(do 1 stupiia), tak mozeme odraz od lubovolnej plosky na Zemi smerom k Mesiacu (resp. od
plosky na Mesiaci smerom k Zemi) povazovat za odraz spitf — do smeru, odkial 1G¢ prisiel.
Sktimajme prispevok k intenzite mesa¢ného svetla dopadajticeho na Zem od Tubovolne vybrate;
osvetlenej plosky na Mesiaci. Ak uhol kolmice (= normély) na tato plosku zviera s lacom
zo Slnka uhol « (vid obréazok nizsie), tak na tito plosku s obsahom S dopada svetelny tok
® = SJcosa, kde J znaéi dopadajicu intenzitu osvetlenia zo Slnka. Cast tejto dopadnutej
intenzity sa pohlti, a zvy$na Cast (jej podiel je dany odrazivostou, v astronémii nazyvanej
albedo) sa odraza v8emoznymi smermi. Nas zaujima, aka ¢ast sa odrazi v smere na referen¢nu
plochu na Zemi (vid obrazok). Hm, povedzme, Ze to bude nejaka c¢ast a nazvime ju k. Dolezité
je uvedomit si, Ze toto tajuplné k, ktoré nastastie nepotrebujeme presne poznat, zavisi len
od uhla « a vzdialenosti referen¢nej plochy. A to je fajn. Lebo ked sa pozriem na prispevok
k intenzite zemského svetla dopadajiceho na Mesiac od plosky na Zemi zvierajicej s [a¢mi zo
Slnka rovnaky uhol a a pokryvajtcej na Zemi rovnakt ¢ast povrchu ako pokryvala ploska S
na Mesiaci, tak tam bude rovnaky faktor k, len iné albedo a iny obsah plochy. Konkrétne bude
plogka na Zemi ¢3-krat vicsia, kde ¢ = Rzem/ RMesiac ~ 3,67.

4Ktoré st mnohonésobne redundantné/nadbytoéné a tym padom ztrivo neprehladné a je s nimi jednoducho
radost pracovat!

5Nazyva sa aj hustota svetelného toku, ¢ jednoducho osvetlenie. Meria sa v luxoch, znacka Ix, ¢o je lumen na
Stvorcovy meter, znacka lm/ m?®. Prislugné rddiometricka veli¢ina zodpovedajuca intenzite osvetlenia je intenzita
vyzarovania s jednotkou W/ m?”. Lumen je teda fotometricky ekvivalent watt-u.

6Keby som ako referenénii plochu zobral vodorovny povrch, tak by mi intenzita zévisela od zemepisnej polohy
a zmysel by potom malo porovnavat intenzitu na odpovedajtcich si miestach na Zemi a na Mesiaci.

3 otazky@fks.sk
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Obr. 1: Referen¢né plosky pre Zem a Mesiac

Ked teraz séitame prispevky intenzit od vSetkych odrazovych plosok na Mesiaci, a vyslednt
sumu porovname so sumou prispevkov intenzit v druhom pripade, t.j. prispevkov od plosok na
Zemi, tak vidime, Ze tie sumy obsahuju presne rovnaké sc¢itance, len kazdy sumand v druhom
pripade je prendsobeny faktorom ¢*w, kde w = %.

Vysledok je uz na dosah, uz len zistit to albedo. To je, ako to uz vo fotometrii byva, taka
empirické veli¢ina.” Pre Mesiac je to zhruba 0,12 a pre Zem 0,30 az 0,39, kde to zavisi od
oblacnosti, zaladnenia, atd. Zem teda odrazi priblizne 3-krat viacej dopadnuvsieho svetla ako
Mesiac.

Ciselne sme teda dostali, Ze osvit Zeme Mesiacom je zhruba 40-krat slabsi ako osvit Mesiaca
Zemou. Zd4 sa to byt celkom sila, ale v skutocnosti by sme na Mesiaci asi aj tak boli ovela viac
fascinovany tym, ze nad hlavou mame Zem, ako tym, Ze je ten odraz tak silny. Oproti Slnku je
to este stale 10000-krat mene;j.

Obr. 2: Intenzity pre plochu S a S’

Poznamka k rieseniam: Mnohi ste argumentovali itvahou obsahujticou predpoklad, ze mnoz-
stvo odrazeného svetla je imerné prierezu osvetleného telesa. Ukazeme si, ze toto v beznom
pripade nie je pravda. Totiz, bezné telesa v nasom okoli (ktoré neprodukuju vlastné svetlo ako

"Je to taky priemer cez vSetko: totiZz, odrazivost vo vSeobecnosti zavisi od uhla, kam sa svetlo odraza.
A dokonca aj od vlnovej dlzky svetla, o ktoré sa jedna. Nuz a takjto priemer sa da robif mnohorako — napriklad
sa da priemerovaf cez vietky viditelné vlinové dizky s vahovou funkciou adekvatnou citlivosti oka na jednotlivé
vlnové dlzky a priemerovat cez poloviény priestorovy uhol smerov, kam sa méze svetlo odrazat — to by bolo
geometrické albedo. Ale d4 sa priemerovat aj inak, napr. priemerovanie cez uhly urobit adekvadtne pre gulovité
teleso — tak dostanem tzv. sférické albedo. Vyznat sa v tom poriadne si vyzaduje ist(i nemali ndmahu.

4 otazky@fks.sk
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napriklad méj monitor, na ktorom to piSem, a ktory o¢ividne nemé popisovani vlastnost) rozp-
tyluja svetlo difizne — do vSetkych smerov. A to velmi Specificky — tak, Ze nech na ne pozerame
z hocijakej strany, vzdy sa ndm javia rovnako svetlé (¢i tmavé).® Teraz je vhodné si pozorne
prezriet obrazok vyssie: vidime na nom 2 plochy, ktoré vystavuju li¢om baterky rovnaky prierez
S. Jedna z ploch je vsak kolmé na lice a druhd je sikma. Ak by bolo mnozstvo odrazeného
svetla jednoducho timerné prierezu osvetlenych telies, tak by obe plochy odrazali rovnako vela
svetla a teda by sme ich videli rovnako svetlé.? To je ale zjavne zle, lebo intenzita dopadajica
na Sikmu plochu je S’/S-krat mensia ako intenzita dopadajtica na kolmu plochu a teda Sikmu
plochu vidim menej svetli.

2.4 Dafam, Ze vSetci mate nainstalovany Excel (opravoval Miso)

M3ame 201 dokonale pevnych pukov na lade (bez trenia), kazdy rovnakej hmotnosti 10 kg, polomeru 5 cm zo-
radenych na priamke. Zrazu tomu najkrajnejSiemu udelime rychlost v = 50 cm /s smerom k ostatnym. Kolko
Casu uplynie medzi prvou a poslednou zrazkou? Polohy pukov v cm ndjdete na stranke http://fks.sk.

Pozrieme sa na tlohu ocami fyzika, teda lenivca, ktorému sa vobec nechce pocitat nejakych 201
pukov. Mame idealnu situaciu, kde zanedbavame trenie a puky st na jednej priamke a prvy
puk urychlime prave po tejto priamke. Preto vSetky puky buda vzdy alebo stat alebo konat
rovnomerny priamociary pohyb neopustajic pri tom dant priamku.

Teraz si rozoberme, ¢o sa deje pri zrazke. KedZe nezanedbavame rozmery pukov, treba si
uvedomif, Ze zrazka nastdva eSte predtym ako by sa stretli stredy pukov, ktorych polohy si
zadané v tabulke. V momente zrazky je rozdiel v polohéch pukov d = 2r = 10 cm.

V zadani sa spominaji dokonale pevné puky — ¢o naznacuje, ze zrazky budu skér pruzné.
Avsak dokonale pevné neznamené presne to isté ako dokonale pruzné, takze sa ivahou nedaju
vylacit ani Gplne nepruzné zrazky. Vo vSeobecnosti sa d& zaviest miera pruznosti v intervale od
0 (pre nepruzné) do 1 (pre pruzné zrazky), ktora v taziskovej stistave urcuje aka ¢ast kinetickej
energie ostane po zrazke v kinetickej energii, t.j. akd Cast kinetickej energie sa nepremeni na
teplo. My sa nebudeme tyrat nadmieru a tlohu vyriesime pre (dokonale) pruzné zrazky. Vy-
uzijeme pri tom vlastnost, Ze pri dokonale pruznej zrazke dvoch rovnako tazkych telies si tieto
telesa ,vymenia“ rychlosti.!® V tomto konkrétnom priklade nardzajici puk ide vzdy rychlos-
tou v = 50cm/s a narazeny puk (pred zrdzkou) stoji. Inymi slovami, v celej sustave sa vzdy
pohybuje préve jeden puk a to rychlostou v.

Ked skombinujem tieto zistenia, tak si méZzem uvedomit, Ze cely proces presunu puku je
akasi stafeta, kde sa vzdy hybe len jeden puk. V momente zrazky nardzajuci puk uvedie do
pohybu dalsi puk, ktory je uz ale v tom momente o 10 cm dalej — kvdli rozmerom pukov. Preto,
ak si predstavim, Ze naozaj sa hybe len jeden puk, tak ten puk si kazdou zrazkou ,skrati“ cestu
o 10 cm.

Treba nam zistit, ak(i drahu prejde puk, ked vezmeme do tvahy tieto skratky. Je celkom
intuitivne, ze zrazok a teda aj skratiek, bude tolko, kolko je prejdenych tsekov, teda tolko,

8Teles4 s touto vlastnostou sa odborne nazyvaji lambertovské odrizade.

9Zamyslite sa nad tym pripadne aj dlhsie ako pol sekundy. Mno#stvo (alebo intenzita ked chceme byt exaktny)
odrazeného svetla zodpoveda tomu, ako svetlé sa mi odrazajtce teleso javi. Tato myslienka sa uz v tomto vzoraku
objavila, teraz sme ju Sikovne pouzili.

0K to neveri, mdze si zo zakona zachovania energii a hybnosti zostavif ststavu rovnic pre priamu zrazku a
z nej vyjadrit vztahy medzi rychlostami.

) otazky@fks.sk
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kolko je medzier. Prva zrdzka nastane az vtedy ked prvy puk v rade mé prejdeny svoj tsek —
preto tento tsek nezapoc¢itame do celkovej drahy. Cize namiesto 201 pukov mame 200 pukov
so 199 medzerami. Po zohladneni posunutia sustavy aj skratiek dostanem pre drahu potrebni
na dosiahnutie polohy posledného puku: 11762cm — 80cm — 199 - 10cm = 9692 cm. No a zo
znameho vzorca s = vt pre cas dostanem t = 193,84s.

2.5 Vodné hratky (opravoval Robo, vzorak Filip a Jakub)

Asi ste si vsimli, Ze ked na vode plava rozny kentus, zdrZuje sa niekedy pokope. V nasej tlohe ho nahradme
zapalkami. Radi by sme teda vedeli, ¢o sa stane, ak polozime na hladinu dve zapalky blizko seba? Pritiahnu
sa, odpudia, &i sa nestane vobec ni¢? A &o v pripade, ked jednu z nich obalime vodo-odpudivym voskom?
A Co ak obalime obe? Preco je to tak?

CHECKED BY JAKUB

Ako v zlej detektivke, prezradme si pointu hned na zaciatku. Vodeodpudivy vosk nie je spo-
menuty v zadani len tak nahodou. K vyrieSeniu tohoto prikladu totiz treba uvazovat kapilarne
efekty a ,,vodeodpudivost“ sa snazi k tomu navadzat.

Urcite si spominate na skolské obrazky, ako sa vodna hladina pri styku s inym telesom ohyba
— nadol, ak ide o vodeodpudivi latku a nahor, ak ide o vodopritazlivii. No a ¢o to sposobi, ak
je na vode zrazu takychto telies viac blizko pri sebe?

Pri rieseni ndm pomozu dve veci. Jednou z nich je znamy fyzikalny princip, ze stistava sa
snazi zaujat stav s minimalnou energiou. Inymi slovami, povrch kvapaliny ma byt minimalny.!!

T4 druhé vec je vela obrazkov, kde si tie hladiny budeme kreslif. Zaobideme sa bez vypoctov.
Zadanie sa nas pyta na tri rozne pripady. KaZzdy z nich rozoberme zvlast.

«««j .mine Ked st na vode dve zapalky, voda medzi nimi zaujme tvar U a voda na vonkajsich
stranach bude mat tvar poklesu J. Ked sa priblizia o 2dx k sebe (kazda z nich o dx), tvar hladiny
na vonkajsich stranich sa nezmeni. Iba sa to celé posunie v priestore o dx dalej - Tava doprava
a prava dolava. To je ako keby v nekone¢ne pribudlo dz rovnej hladiny na oboch stranéach.
12 No hladina v tvare U sa zdeformuje na trochu iné U. Okrem toho, Ze sa jeho $irka zmensi
0 2dx ======= Ked st na vode dve zapalky, voda medzi nimi zaujme tvar U a voda na
vonkajsich strandch bude mat tvar poklesu J. Ked sa priblizia o 2dx k sebe (kazd4 z nich o dx),
tvar hladiny na vonkajsich stranach sa nezmeni. Iba sa to celé posunie v priestore o dx dalej -
lTavéd doprava a prava dolava. To je ako keby v nekonecne pribudlo dz rovnej hladiny na oboch
strandch. (Aby sme ,zaplatali“ ti dieru po posunuti.) No hladina v tvare U sa zdeformuje
na trochu iné U. Okrem toho, Ze sa jeho Sirka zmensi o 2dz »»»j .r412 a minimélna vyska
hladiny medzi zapalkami trocha nadvihne. EsSte raz sa nad tym zamyslite... a Citajte dalej.
Celkovy obvod hladiny sa teda zmensi o ¢osi viac ako 2dzx. ' Vysledok teda je, Ze na vonkajsich
stranach pribudne dx povrchu '* (na kazdej z nich!) a medzi nimi odbudne ,¢osi viac ako 2dz*.

1V skutoénosti treba minimalizovat naozaj celkovii energiu sistavy — vody a zépaliek — ich polohové energie
v tiazovom poli Zeme plus povrchova energiu. A z tychto ¢lenov je v nasej ilohe dominantna povrchova energia.

12 Aby sme zaplatali t dieru po posunuti.

13Kolko presne, to neviem, ale to ani netreba...

1Ak niekomu vadi, Ze to nesedi rozmerovo, méze si to prendsobif dlzkou zapalky. Celé to riesim ako 2D
pripad, skuto¢né 3D mé presne rovnakt pointu aj vysledok, len komplikovanejsiu geometriu hladiny... Dlha
tenkd zapalka je vSak dobrym priblizenim 2D problému v 3D svete.

6 otazky@fks.sk



°
FKf Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

Préave to ,,¢osi je rozdiel — celkové plocha povrchu sa zmensi a energia klesne.'®> Bude to mat
za nasledok ich vzajomné pritahovanie.

Teraz rozoberme druhy pripad, ked jedna zo zapaliek je vo vodeodpudivom vosku. Tvar
hladiny medzi zédpalkami je teraz také ,S“ bez vrsku a spodku (polkopcek a poldolinka, ale
nazvime to S). Ak sa zapalky priblizia k sebe, S sa zdeformuje. ZZi sa o 2dx, ale zvysi sa sklon,
Cize celkova zmena dlzky hladiny medzi zdpalkami bude o ¢osi mensia ako 2dz. Na vonkajsich
stranach pribudne dvakrat po dx rovnej hladiny. Celkovo sa teda hladina o ¢osi zvacsi — a zvysi
sa energia. Pre stustavu je teda vyhodné sa hybat v opa¢nom smere — vzdalovat sa.

Treti pripad s oboma drevami navoskovanymi je rovnaky ako prvy, tvary hladiny st podobné,
len st vodorovne (doslovne:) prevratené. ..

Cize 1G¢im sa so slovami ,$pina k $pine sad4, rovny rovného si hlada“.

2.6 Zahrievanie bizd bicykla (opravoval Jano, vzorak Jakub a Jano)

Mozno ste uz poculi o tom, Ze pri beznych brzdach, ktoré brzdia trenim o rafik kolesa, sa mdze rafik
rozhor(iéit natolko, Ze zohreje vzduch v dusdi tak velmi, Ze pretlak duSu roztrhne. Tento jav potom mbze
mat za nasledok neprijemnid nehodu. Preto by sme od vas radi vedeli, pri akej rychlosti sa na brzdach
vytvara najvacési tepelny vykon, ked bez brzdenia by sme si to Sinuli dole svahom rychlostou 80km/h.
Predpokladaj kvadraticki zavislost odporovej sily vzduchu od rychlosti.

Ked sa ratim dolu kopcom bez bfzd, urychluje ma ¢ast gravitacnej sily v smere jazdy, ozna¢me
ju F, ako tangencidlna (= doty¢nicova, myslené k rychlosti) zlozka. V opa¢nom smere na miia
posobi sila odporu vzduchu F,g,. Tato ma kvadraticka zavislost od rychlosti v, zapiSeme Foq, =
= kv?. Podla zadania pojdem bez brzdenia maximéalnou rychlostou vy = 80km/h. V takom
pripade idem rovnomerne, teda posobiace sily st v rovnovéhe Fy = F,q, = kvj.

Ked budem brzdit silou F3'® a moja rychlost sa ustali na rychlosti v, tak to znamena, Ze
nastala rovnovaha sil F, = F,q, + F, = kv? + F,. Odtial vyjadrim

Fy = Foap — Fy = kv — kv? .

5 Niekto iny by mohol argumentovat, Ze hladina medzi zépalkami sa pri priblizovani zdviha a preto pri-
blizovanie zapaliek sposobuje narast energie.. Na rozlisknutie tejto dilemy je treba odhadnif, ktory efekt je
v tomto pripade dominantny. Podme na to v priblizeni nekonec¢ne dlhej zapalky: povrchové napitie vody je
o =0,073N,m™}, typickd hribka zapalky je h ~ 2mm, hustota vody je p = 1000 kg,m >, tiaz je g = 10m,s 2.
Potom typicka energie spojena s narastom hladiny na jednotku dizky zapalky je pSgh/2, kde plochu prierezu
zdvihnutej kvapaliny S moéZeme hrubo odhadnif ako h? — z Gvahy, ze ked st zapalky blizko, tak sa hladina
zdvihne v rdde h na $irke v rade h. Tato energia vychadza v rdde 107° az 10~* J/m. Mdzeme usudzovat, ze
aj zmeny tejto energie pri priblizovani a vzdalovani zépaliek budil v tomto rade. Typickd energia dodatkového
povrchu medzi zdpalkami (v dosledku prehnutia hladiny) je v rdde oh, ¢o je asi 50-krat viac ako energia v do-
sledku zdvihnutia kvapaliny medzi zdpalkami. Odévodnene mozno preto dufat, Ze aj zmeny energie povrchu
budu pri pohybe zapaliek tolkokréat dolezitejsie a teda prispevok k energii od tiaze mozno veselo ignorovat. Tym
sme zdroven vybavili aj rypalov, ktori by sa mohli pytat, ¢o ak sa zapalky vplyvom povrchového napétia jemne
vtlacdia ¢i vypudia z vody — rad energetického prispevku je tam rovnaky ako v pripade vody medzi zapalkami..
zanedbatelny voéi energii povrchu.

161de o sti¢et brzdnych sil na oboch kolesich. Za zmienku stoji, Ze pri ustalenom brzdeni z rovnosti momentov
sily bfzd na rafiku a sily trenia pneumatiky o cestu vyjde, Ze tieto sa lisia faktorom blizkym jednotke, totiz
pomerom polomeru rafika a vonkajSieho polomeru pneumatiky.
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Energetické — tepelné straty pri brzdeni silou Fj, na tseku As budi AE = F,As. Tepelny
vykon brzdenia je miera energetickych strat za jednotku ¢asu, P = AE/At = FyAs/At = Fyv.
Dosadime za F} a dostaneme

P =k(vg —v*)v = kvg(1 —u?)u ,

kde sme zaviedli bezrozmernt rychlost u (plati v = wvy, ¢iZze u vyjadruje, akym nésobkom
rychlosti vy je rychlost v).

Nagou tlohou je najst maximum P od v, resp. ekvivalentne P od u. Na§ bezrozmerny zapis
ukazuje, Ze sa vlastne snazime ndjst maximum funkcie f(u) = (1 — u?)u, ktord nemd Ziadne
premenlivé parametre! To je skvelé, lebo nam teda napriklad staci nechaf si na podcitaci vykreslit
tato funkciu a graficky od¢itat u z intervalu (0, 1), pri ktorom dosahuje funkcia f(u) maximum
a sme hotovi!'”

Ti z vas, ktori vedia derivovat, sa mohli dopracovat k vysledku hladanim maxima funkcie
f(u) na intervale u € (0,1) pomocou derivovania. Derivacia funkcie mi hovori, aky sklon ma
v danom bode (v danom u) pévodna funkcia. Ak je funkcia spojité, tak maximum moze mat iba
tam, kde je jej sklon (a teda derivacia) nulovy. Z toho plynie prakticky navod, ako hladat ma-
ximum funkcie: funkciu zderivujem a derivaciu polozim rovni nule — z tejto rovnice dostanem
nejaké korene (= rieSenia), kde mé povodna funkcia nulovy sklon. Tieto rieSenia nie st auto-
maticky maximami pdvodnej funkcie — moze ist rovnako dobre o maximum ako aj o minimum
alebo o inflexny bod (na jednu stranu funkcia klesa a na druht rastie). To, ktort moznost som
nasiel, mozno zistit napriklad vySetrenim znamienka derivacie vpravo a vlavo v tesnej blizkosti
korenia. Maximum sa realizuje vtedy, ked pre v menSie od koreria je derivacia kladna a pre u
vicsie od korena je derivacia zaporna. V nasom pripade méame

%:%(u—u?’):l—fiﬁzo,
¢o mé jediné rieSenie v hladanom intervale, konkrétne u = 1//3, a d4 sa Iahko overit, Ze to
skutocne je maximum.

Vysledkom teda je, Ze maximalny vykon sa uvolni pri rychlosti v = vo/v/3 = 80/v/3km/h ~ 46km /h.
Poucenie do Zivota znie: pokial neméas kotucové brzdy, tak nikdy nebrzdi dolu kopcu tak, Ze poj-
des ig—nésobkom rychlosti bez brzdenia a bez Slapania, lebo vtedy je najvicsie riziko prepalenia
rafiku, resp. roztrhnutia duse kvoli prehriatiu vzduchu vnutri nej.

Derivovanie a metédu hladania maxima zvladli skoro vSetci vyborne. Kto sa vSak nezamys-
lel nad tym, ¢ dostal naozaj maximum (a zaporné rieSenie si ani nevsimol), dostal za svoju
neobozretnost postih -1 bod. Ti, ¢o derivovat nevedeli, sa vynasli inak — pouzili pocitac, obrazky
a pod.

2.7 ,,Dvakrat puk na naklonenej rovine, prosim.“ (opravoval Bzduso)

Mame naklonend rovinu so sklonom «, na ktorej koeficient trenia linedrne narastd z hodnoty 0 (horny
koniec), na hodnotu f (dolny koniec). Prevysenie naklonenej roviny je h. Na jej horny koniec polozime puk
a nechame ho sklznut.

I"Na vykreslenie grafu funkcie nijdete na internete viacero napomocnych stranok pod heslom ,grapher®,
napr. http://www.mathsisfun.com/data/function-grapher.php. Keby ste nepouzili bezrozmerny zapis, tak
to tiez viete vykreslit na pocitaci pre dant hodnotu vg, ale nebolo by evidentné, Ze rieSenie je vZdy ten isty
nasobok vg.
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e Aka bude rychlost puku na dolnom konci naklonenej roviny?

e Za aky Cas sa puk sklzne na dolny koniec naklonenej roviny?

Caka nés vela prace, takze Givodné redi si tento raz nechajme na zéver. Za¢neme Standardne
hladanim sil a zapisanim pohybovej rovnice. Spytajme sa: Ak€ sily posobia na puk? Tuato
rozpravku sme uz poculi viac raz, nez tie od Dobsinského: Tiazova sila G = mg, reakcia od
podlozky N a trecia sila T'. Rozpravku ndm na nasledujicom obrazku ilustruje zndma umelkyna
Jana K.1®

N

T
G

Obr. 3: Sily posobiace na puk: Gravitacna sila G, normélova sila podlozky N a trecia sila T

S pomocou obrazka lahko ndjdeme pohybové rovnice

0 = N-—-Gcosa

ma = Gsina—T,

z ktorych prva znamena, ze puk sa nepohybuje v smere kolmom na podlozku, a druha opisuje
pohyb puku pozdlZ naklonenej roviny. Kym sa ptk $myka, velkost trecej sily je T = fN =
= fmg cos a. Dosadenim do rovnice pre zrychlenie a dostavame

a=1/m(Gsina—T) = g(sina — fcosa), (1)

To znamena, Ze puk by sa po naklonenej rovine pohyboval s konstantnym zrychlenim, keby f
bola konstanta. Taki radost nam vsak autor tejto tilohy nespravil. Pohyb puku bude nerovno-
merne zrychleny a je na nas, ako sa s tym vysporiadame.

a

Obr. 4: Zavedenie dlzky naklonenej roviny s = h/sina a stradnice x

18 Aby nezostala v iplnej anonymite, moZete si pozriet jej osobnt stranku na http://fks.sk/~janka/.
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Zavedme si dlzku s = h/sina a stradnicu 2 podla predoglého obrazka. Zadanie vravi, 7e
koeficient trenia na naklonenej rovine linedrne narastd z nulovej hodnoty na hornom konci, po
hodnotu f na dolnom konci. To sa da zapisat ako

f(z) = fx/s = frxsina/h,
kde (z) zdorazije funkénu zévislost na drahe . Rovnicu (1) sugestivne prepisem do tvaru

a(x) = g(sina — f(x)cosa)
= gsina(l — frcosa/h), (2)

kde som zavislost na z zdoraznil aj na Tavej strane.!® Co s tym?

Trik prvy: Zazracné grafy. Vyuzijeme zdkon zachovania energie. Na zac¢iatku mé puk
potencialnu energiu, ktord sa premieria na kinetick a Cast sa trenim strdca vo forme tepla.
Plati

mgh = 1/2mv* + Wr,
kde W oznacuje pracu trecej sily. Vieme, Ze praca sa pocita ako stcin sily a drahy, na ktore;
tato sila posobila. Ak sila zavisi od drahy, tak treba pracu hladat ako obsah plochy pod grafom
zéavislosti F(x) sily od drahy. Nechajme si poradit:
K
FIN eoemeemmeenmnieeeee

0 S T

Obr. 5: Celkovt pracu trecej sily mozeme urcit ako obsah pod krivkou Fp(x)

Obsah plochy lahko spocitame ako
Wr = 1/2s fN = hfmgcosa/(2sina) = mghf/(2tga),
To dosadime do energetickej bilancie a po troche tprav dostaneme vysledok

v=1+gh(2—f/tga).

Vsimnime si, Zze puk sa na dolny koniec naklonenej roviny moze dostat iba ak f < 2tga.
V opacnom pripade dostavame odmocninu zo zaporného ¢isla, ktora nie je definovana. To
interpretujeme tak, ze za danych okolnosti problém nemaé riesenie, Cize trecie sily puk tuplne
zastavia este pred prichodom na dolny koniec naklonenej roviny.

19Nejde o nejaki podstatni zatvorku. Ide len o moju snahu naplno precitit nekonstantné zrijchlenie v nasom
probléme.
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Trik druhy: Harmonicky oscilator. Treba byt paranoidny a hladat ho vzdy a vsade.??
Nenépadne na nas vykukuje naprie¢ celou fyzikou.?! Pointa je takato: Akonahle mame silu
tmernt drdhe F' ~ —x (znamienko minus je dolezité!), tak sa skiimany problém da previest
na harmonicky oscilator — povedzme zavazie na pruzine — ktorého riesenie je nam zname.
Z rovnice (2) vidno, Ze toto je naozaj nas pripad. Zazrak sa udeje, ak prejdeme k novej suradnici
¥’ =z — h/(f cosa). To zodpoveda iba posunutiu nuly na z-ovej osi ako ilustruje nasledujuici
obrazok.

L " fcosa

h h

sina f cosa

sina

Obr. 6: Poloha zaciatku, konca naklonenej roviny a bodu P, v ktorom na puk pdsobi nulové vysledna
sila. Pod éiarou st zaznacené ich povodné stradnice x, nad ¢iarou st nové suradnice z’

V posunutej sturadnici ' mame

a(z') = —gfsinacosa-z'/h = —gfsin2a - 2’ /2h,
To znamen4, Ze puk sa bude pohybovat tiplne rovnako, ako harmonicky oscildtor?? s rovno-
véznou polohou v bode 2/ = 0 (bod P) s uhlovou frekvenciou w = /g f/(2h) sin 2a. Uréit ¢as
7 pohybu puku po naklonenej rovine by s nadobudnutymi informéciami nemal byt problém.
KedZe pohyb zacinal z pokoja, mozno ho popisat rovnicou

2'(t) = !, cos(wt),

My vsak vieme, Ze na zaciatku bolo x = 0, preto 2/(0) = z!,, = —h/(f cos a).
V ¢ase prichodu puku na spodok naklonenej roviny je x = h/sin a, preto

2 (t) =h/sina — h/(fcosa) = —h/(f cosa) - cos <\/gf/(2h) sin 2047') :

20Komu sa ako dokaz tohto tvrdenia bude malif nasledujice riefenie, tomu odporidam pripomendt si rieSenie
dlohy 2.7 Pas z minulého ro¢nika FKS na http://www.fks.sk/archiv/2009_10/25vzorakyZima2.pdf .

21Ked sa aj vam na starobu prestant robif pupéky, zaéni vypadéavat vlasy, ked sa na lakfoch zaénete skriabkat
jednodtiovym strniskom a ked vam pride smiesne, Ze vam v ¢ajovni pontikaju ¢aj z variety, tak mi date za pravdu
v nasledujucom: Fyzici v skuto¢nosti okrem nejakych rovnomernych pohybov a harmonického oscilatora nevedia
explicitne riesit takmer ni¢ iné zaujimavé. Kedze malo veci okolo nids mozno povazovat za rovnomerny pohyb,
snazime sa na vSetko nasit asponn harmonicky oscilator. S touto nasivkou sa stretneme vSade od mechaniky, cez
optiku, kvantovu tedriu aZ po Casticovu fyziku.

22Uplna pravda znie, ze puk sa bude ako takyto harmonicky oscildtor pohybovat aZ do svojho zastavenia, kedy
sa zmend vztah pre treciu silu.
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Tada. V rovnici ostala jedind nezndma 7. Po troche algebry dostaneme vysledok

7 = +/2h/(gf sin2a) - arccos (1 — f/tga),

Opit si véimnime, Ze vysledok m4 zmysel len len pre f < 2tg o.?® V opa¢nom pripade je funkcia
arccos nedefinovana. To je v stlade so zaverom riesenia prvej Casti tlohy.

Za zmienku tiez stoji, Ze tu sa nam pontka dalSia cesta aj k najdeniu rychlosti v puku na
konci naklonenej roviny. Pre ¢asova zavislost rychlosti oscilatora plati v(t) = —wa!, sin(wt).
Stac¢i za t = 7, w a z], dosadit uz zname vysledky a cestou vyuzit, ze sin(arccos(...)) =

=4/1—(...)? a budeme tam, kde chceme byt.

Ponaucenie: Po prejdeni tohto vzoraku by ste mohli mat pocit, ze ,fuj, aké Spinavé triky*.
Ked sa vam vSak pod nohy pripletti uz jubileny sty raz, mali by ste svoje pocity prehodnotit.
Kreslenie grafov a hladanie harmonického oscildtora vés zo Slamastiky vyvedie eSte mnohokrat.

K rieseniam: Tesim sa, Ze tato tloha prildkala tolko prvakov a druhdkov. U mnohych som sa
vsak stretol s tym istym nespravnym riesenim, ze ste linedrne sa meniace zrychlenie nahradili
jeho priemernou hodnotou a potom ste pouzivali vzfahy pre rovnomerne zrychleny pohyb.
V niektorych pripadoch to viedlo na spravne rieSenie, inokedy nie. Tak ako sa veci maju?
Jednou rukou sa pytame a druhou uz berieme pero a papier.

Zacnem trochu oklukou, t v8ak vSetci poznate. Spoc¢itajme drahu rovnomerne zrychleného
pohybu s danymi a,t. Viete, Ze draha sa d& spocitat ako obsah plochy pod grafom v(t). Ak
onen znamy trojuholnik nahradime obdlZnikom s priemernou vygkou at/2 (tj. priemernou rych-
lostou), tak pre drdhu dostaneme s = (at)t/2, ¢o je naozaj pravda. Trik s priemernou hodnotou
vysiel, pretoze draha sa naozaj pocita ako obsah plochy po grafom v(t).

Uplne analogicka vec plati pre pohyb s linedrne narastajicim zrychlenim v éase a(t), pokial
skimame rychlost. Rychlost sa rovnd obsahu pod rovnou ¢iarou a(t) a trik bude fungovat.
Keby sme cheeli najst drahu prejdent pri tomto pohybe, tak sa musime spytat: V akom grafe
sa obsah pod krivkou rovnd drdhe? V grafe v(t). Pytame sa dalej: Je tato zdvislost linedrna?
V nasom pripade nie, takze trik fungovat nebude.

Ako posledny priklad si uvedieme priklad z nasej ulohy, tj. zrychlenie linedrne zavisle na
drahe. Pointa je, Ze ak a(z) je linedrne, tak a(t) nie je.?* Premyslite si to.?> Preto nemozno
pre celkovi rjchlost napisat vzfah v = tpohybu(@na zaciatku + @na konci), ako to bolo v predoslom
odstavci. Na druhej strane zavislost a(x) je linedrna, ¢o sa uz vyuzit da. Otazka je, ako inter-
pretovat plochu pod grafom a(x). Tu nasleduje séria ivah: Po prendsobeni hmotnostou mame
F(z) = ma(x). Obsah pod grafom F'(zx) je rovny praci. My vSak vieme, Ze vykonané praca sa
premeni na kineticki energiu, tj. je rovna 1/2mv?.26 Ak tieto informécie pospajame do kopy,

23Pre ,kritickt“ podmienku f = 2tg a dostaneme periédu 7 = 7/(2sina)/2h/g — 6, aky to krasny vysledok
pre polperiédu oscilatora!

24V§nimkou je konstantné zrychlenie, ktoré bude zrejme rovnako konstantné v zavislosti od ¢ohokolvek.

25D4 sa to uvidiet vela spdsobmi. Matematicky presvedéivy argument je takyto: Skiimajme sklon zavislosti
a(z) a a(t). Buda to nejaké funkcie ,zmenu zrychlenia podla drahy“ A(x) = Aa/Awx, ktord bude konstantna pre
linedrnu zavislost a(x) a funkcia je ,zmena zrychlenia podla ¢asu“ B(t) = Aa/At = (Aa/Az)-(Az/At) = A(z)v.
KedZe ide o zrychlené pohyby, tak v sa meni. Preto ak A(z) je konstantné, tak B(¢) nie je, tj. sklon a(t) sa meni
a nemoze ist o linedrnu zavislost.

26Presnejsie, tato plocha je rovna mv?/2 — mv3 /2, t.j. zmene kinetickej energie.
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zistime, 7Ze obsah plochy pod grafom a(x) je rovny v?/2. Skuste sa s podobnymi grafmi pohrat
aj vy a presvedéte sa, Ze ¢as 7 sa nam z linearnych grafov vytlct nepodari. A teraz uz kuk
ockom na vysledkovku.
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