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Vzorové riesenia 3. kola zimnej ¢asti 2009,/2010

3.1 Klamu nas? (opravovala Tinka, vzorak Poli)

Ked je teleso ponorené do vody, pdsobi naf vztlakova sila — hovori Archimedov zdkon. Ak vSak vezmeme
kelimok napr. od margarinu (alebo este lepSie nejaki prisavku) a pricapime ho o dno hrnca (obr. ) mdze
tam chvilu ostat drzat a to napriek tomu, Ze vztlakova sila nan pdsobiaca by mala byt ovela vadésia ako tiaz
kelimka. Preco je to tak? A ¢o na to ujo Archimedes a jeho zdkon?

Mnoho z néas sa na zakladnej skole naucilo midry zakon od uja Archimeda:
sz = Vgg .

Pripadne slovne: ,Vztlakova sila pdsobiaca na teleso sa rovna tiazi kvapaliny telesom vytla-
¢enej.'* Co to m4 spolo¢né s nasou situaciou, je na prvy pohlad jasné. Mame teleso? Mame.
Maéame kvapalinu, ktora teleso vytlacilo? Mame. M4 tato kvapalina nejaku tiaz? Ma. Do kelu. ..
Co vsak nehovoria vsade a kazdému, je to, odkial sa zahadn4 sila, v tomto zédkone popisana,
zobrala. Na teleso v kvapaline posobi tlakova sila hydrostatického tlaku. Prave rozdiel tychto
sil posobiacich na jednotlivé steny telesa sposobi, Ze vysledna sila od kvapaliny smeruje na-
hor. Zoberme si pre jednoduchost teleso v tvare kvadra so stranami dlhymi a, b, ¢, tak ako na
obrazku.
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Obr. 1: Sily pésobiace na kvader

lyzdy sa mi pé¢il ten inverzny slovosled :-)
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Tlak v hibke h pod hladinou vieme vypodcitat ako
pr = hog.
Teda ak mame plochu, ktoré je celd v rovnakej hibke moézeme vypoditat silu
Fy, = Spp, = Shog .

Vybavme najprv zvislé steny. Na tie pdsobi tlakova sila (na favi smerom doprava a na prvi
smerom dolava). Na tieto steny posobi rovnako velka tlakova sila s opa¢nou orientaciou. Dovod
je jednoduchy, ku kazdému ktsku pravej steny existuje kusok lavej steny v rovnakej hibke a
naopak. Teda vysledna sila od zvislych stien je nulova. S vodorovnymi stenami to nebude ovela
zlozitejsie. Na horni stenu posobi tlakova sila (smerom nadol):

Fy1 = Spp1 = abhyog .
Na dolntt podobne (no smerom nahor):
Fya = Sppa = abhsog .
A teda vztlakova sila:
Fyz = Frz — Fyu = abog(hs — hi) = abcog = Vog .

Kde ¢ = hy — hy je vyska telesa ktoré sme ponarali a V' = abc je jeho objem. Dostali sme sa
k podobnému vysledku ako ujo Archimedes. Heureeeeeka. . .

Stale to vyzera na to, ze kelimok na dne je chyba v matrixe... V nasom pripade, ale predsa
na kelimok pri dne neposobi Ziadna voda, ziaden hydrostatisky tlak. Tym padom nepdsobi
ani ziadna tlakova sila na spodnu ¢ast kelimka. Ked si uvedomime tento fakt, je jasné, preco
Archimedov zakon vychadzajuci z inych predpokladov neplati. Bola by namieste otazka: A preco
tam ta krabicka nezostane navzdy? Ak by sa pod nu nikdy nedostala ziadna voda, tak by
skuto¢ne zostala. Nedokonalost kelimka vSak sposobi zlé veci, niekde sa trosku zdeformuje,
prestane priliehat, kiisok vody sa naberie... no a kedze na Archimedovu vztlakovu silu staci
hociaky maly kisok vody pod kelimkom, kelimok si za chvilu veselo stiipa nahor.

3.2 Podivny Filipov zvyk (opravoval JAno, vzorak Filip)

Filip si kazdé rano, kazdy vecer a obcas aj inokedy robieva kakao. Do pohdra s objemom 0,31 naleje mlieko a
da si tam tri lyzi¢ky granka. Dlho dlho miesa. Potom sa napije, ale zo zvyku necha desatinu kakaa nedopiti.
Pohdr opat doplni a opat prida tri lyZi¢ky granka. KedZe Filip ma naozaj rad kakao, takyto postup zopakuje
velmi vela krat.

a) Akd koncentracia kakaa (lyziciek na liter mlieka) bude v pohdri po vela pitiach?
b) (nebodové) Existuje rozumné vysvetlenie, preco to robi? (dno, existuje :-) )

Predpokladajte, Ze rozmieSanim kakaa v mlieku objem mlieka nenarasta.

Ahojte. Chuti vam Granko? A chutila aj tloha? Ak nie, tak si pochutnajte aspon na vzoraku.
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Idealne je najprv vyskusat tlohu v praxi. Vypijeme pohdar, nechame ¢osi na dne a pridame
mlieko. Thned si v§Simneme, Ze vysledny ndpoj je uz trochu zagrankovany. Ked teraz pridame tri
lyzicky Granka, tak novy napoj bude silnejsi ako ten pévodny. Opiit ¢ast vypijeme. Na dne nam
ostane hustejsi napoj a teda aj po doliati mliekom bude viac zagrankovany. Koncentracia sa
pridanim troch lyziciek este zvysi. Vidime teda, Ze napoj je coraz hustejsi. Koncentracia stale
rastie. Ale mohlo by nam byt zjavné aj to, Ze niekedy sa to musi zastavit. Ved po doliati mlieka
nemoze byt napoj tvoreny len Grankom. Za takéto pozorovanie uz mohli byt body. Otazkou je
vSak stale to, kde sa to ustali po vela pitiach.

MoézZeme sa hrat na matematikov a ist pocitat nejaké Skaredé limity. Ale my sa budeme hrat
na fyzikov. Pointa je v tom, Ze sa pytame na stav po veeeeeela pitiach. A my sme si povedali,
ze sa to musi nejako ustalit. To, akd (prechodnd) koncentracia bude po malo meraniach, nas
trapif nemusi.

V ustalenom stave musi zjavne platit, ze vypitim ¢asti mlieka vypijeme spolu s nim aj
tri lyzicky Granka. Keby sme ich totiz vypili menej, tak by sa po pridani dal$ich 3 lyZiciek
koncentracia este zvysovala. Keby sme ich vypili viac, tak by sa znizovala. Tak ¢i onak, nebol
by to ustaleny stav.

Cize vieme, Ze vo vypitych 270 ml mlieka musia byt tri lyZzicky. V 300 ml je ich teda tri celé
a jedna tretina lyzicky.

A dakujem za zaujimavé komenty v ¢asti b). Okrem ocenenia blahodarneho vplyvu kakaa
na zdravie a ducha sa mnohym zda krasne, Ze je tento napoj pri takejto priprave stale silnejsi
a sladsi. A ked véas chyti nédhly smiid, viete, Ze mate chutny napoj vzdy pripraveny.

3.3 Zo zivota horolezcov (opravoval Kubo)

Via ferrata, alebo aj Zelezna cesta, vyzera ako hromozvod prichyteny do steny pravidelnymi upevneniami
s rozostupmi H (obrazok ). Aby horolezci evoluéne nevyhynuli, na ferrate sa ,istia". To sa robi nasledovne:
Horolezec sedi v tzv. sedaku, z neho je kratkym lanom spojeny s ferratou (hromozvodom), po ktorej sa
lano mdZe volne kizat, cez upevnenia ferraty do skaly vSak neprejde (obrazok ). Pri pade horolezec pada
po najblizsie upevnenie ferraty, kde sa lano prirodzene zastavi, horolezcom prudko mykne, no dalej nepada.
Aby sa zabranilo velmi prudkému myknutiu (znamenalo by okamzZitd smrt), lano nie je s horolezcom spojené
pevne, ale je upevnené v tzv. brzdnom mechanizme. Ten za¢ne preSmykovat pri zatazeni silou Fg = 6kN
a pri premykovani tiez kladie lanu odpor o sile Fz. Dizka lana, ktoré systémom méze prejst je L = 1m.
(Potom sa to celé zasekne a nasleduje velmi prudké myknutie a potencidlne smrt)

a) Aké pretazenie pdsobi na horolezca s hmotnostou 80 kg pri pade?

b) Aké mdZu byt max. rozostupy H upevneni lana do skaly, aby aj pdd z najvy$Sieho miesta nad
poslednym istenim bol bezpeény?

Zrejme kazdy ma taky (nefalSovany) pocit, ze spadnif zvyssia bude asi neprijemnejsie ako
spadnit iba kusok. Aky najvyssi pad existuje na via ferrata? NajnepriaznivejSie sa nehoda
moze stat tesne pred tym, ako sa normoclovek ,precvakne” nad dalSie upevnenie fixného lana
do skaly.?2 To ho ¢akd najprv volny pad z vysky H. Néasledne mu vo volnom pade zacne branit
karabina, ktorda narazi do upevnenia fixného lana do skaly. Kratke lano medzi karabinou a

2Aby ¢lovek za ziadnych okolnosti nebol tiplne neisteny, tak sa pouziva systém s dvoma karabinami. Clovek
teda pri ,,precvakdvani“ precvakne najprv jednu karabinu isteny druhou a nasledne ,precvakne®* druhu isteny
prvou.
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brzdiacim mechanizmom? sa skoro okamzite napne! na silu Fg. Dovtedy lano v preklzovom (=

brzdiacom) systéme kvoli treniu stélo. Akonédhle vSak stiipne napitie v lane na Fg, tak lano
zactne preklzovat. Podla zadania bude Smykové trenie medzi lanom a brzdnym mechanizmom
tiez Fp a teda upevnenie fixného lana bude cez karabinu a kratke lano posobit na brzdny systém
a cez neho na sedak a lezca v nom silou Fg.

RieSenie Casti a: Ujasnime si, ¢o je to prefaZenie: PretaZenie hocijakého systému hovori
o tom, aké zrychlenie/spomalenie dany systém citi. Ked teda v prvej faze paddm volnym
paddom vo vzduchoprazdne, tak moj organizmus ziadne zrychlenie neciti — sice moje fazisko
ustavic¢ne zrychluje, avsak kazdé moje tkanivo pada rovnako, a vzajomne na seba nepdsobia —
tomu hovorime, Ze pretazenie je nulové. Teda, pretazenie budu sposobovat iba sily, ktoré posobia
na rozne miesta systému rozli¢ne — napriklad posobia cez povrch systému. Ked pokojne sedim na
prednaske, tak pocitfujem pretazenie 1g, lebo takéto zrychlenie mi udeluja sily zvonka pdsobiace
na moj zadok.® Prefazenie normolezca s hmotnostou m = 80 kg teda pri pade bude sposobené
silou prendSanou cez sedék a bude mat velkost a = Fg/m =~ 7,59.°

RiesSenie Casti b: Ked nés chudacisko padne zvysoka, tak sa mu vSak moze stat neprijemnost,
Ze sa mu minie lano, ktoré moze vojst do preklzovacieho mechanizmu. Ako bolo v zadani
naznacené, dosledky mozu byt krajne nepriaznivé a teda za bezpeény mdZeme povazovat iba
pad, ktory sa zastavi, ked systémom prejde najviac dlzka L lana. Celt situdciu si je pekné
predstavit z pohladu karabiny: karabina padne na pevny bod a zastane (skoro okamzite). Potom
sa lano z nej vychadzajice napne a po nom sa Siucha brzdny mechanizmus (a teda aj lezec).
Pri §tchani sa vykoné préca (a vznikne teplo) o velkosti W = Fgl, kde [ je dlzka lana, ktoré
skutocne presla brzdou. Tato praca je konand na tkor kinetickej energie padajiceho lezca.
Kinetickta energiu ziskal lezec na tkor straty svojej potencidlnej energie, ktort si predtym
pracne zadovazil.” Celkova potencidlna energia, ktord sa pri pade premenila na kineticka je
rovna AE, = mg(H +1). Z rovnosti AE, = W dostaneme

- (Fg —myg)

mg B mg

L~65m.8

Hodnotenie: Prva ¢ast bola hodnotené 4 bodmi, druhé 5 bodmi. Za zjednodusenie vysledku
b) ¢asti na H < FgL/(mg) bez zddvodnenia som ukladal pendle -2b. Zamienanie prefazenia so
zrychlenim dostalo bonusové -2b. Drobné chybicky si vysluzili dalSie minusbodiky.

3V realnom pripade sa napni 2 lan4 od 2 karabin, ktoré uz spojené dovedna prechidzaji jedinym brzdiacim
mechanizmom.

4Zvy¢ajne byva skoro nepruzné a teda neabsorbuje prakticky Ziadnu energiu a ani nepredlzi vysku padu.

5Sediet na Jupiteri moze byt celkom fuska, zato padaf na Jupiter je rovnakéa pohodicka ako padat na Zem.
Len radsej nedopadnit.

6Vsimnite si, ze spomalenie normolezca (v stistave spojenej so zemou) pri zachyteni padu brzdiacim mecha-
nizmom je a — g a je odlisné od hodnoty pretaZenia, ktord pocituje!

"Otazka je, naco si ju zadovazil? Odpoved je, Ze zvicsa je hore dobry vyhlad!

8Mozeme si véimnat, Ze ak by bolo Fg viac, tak by si lezec mohol dovolif pad z vicSej visky. Lenze vicsie

.....
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3.4 Domov kukucky (opravovala Marika, vzorak Poli)

Kyvadlové hodiny merajii ¢as na principe poditania kmitov kyvadla (primitivne hodiny ktoré obsahuji iba
kyvadlo vidi§ na obrazku ). Ako velmi sa hodiny bud(i oneskorovat, ak sme ich naloZili na vozik a nechali
ich viezt sa dole naklonenou rovinou ak

a) systém zrychluje bez trenia?
b) mame konstantny koeficient trenia od podlozky f?

c) mame trenie Gmerné druhej mocnine rychlosti (napr. odpor vzduchu) a od pustenia vozika uplynulo
uz velmi vela €asu (hodiny st celé v bedni, takZe sviStiaci vzduch nenardza priamo na kyvadlo)?

Predpokladajte, Ze hodindm nevadi, pokial ich drzime Sikmo a ukazujl vtedy spravny &as. Vzdy skiste
tiez povedat, kde ma kyvadlo rovnovéznu polohu (okolo ktorej kmitd).

Zafneme so vzorcom pre periédu kmitov matematického kyvadla. Ak [ je dlzka $pagitu a g
gravitacné zrychlenie, mame pre periédu kmitov takyto vztah, zoznamte sa:

T = 27r\/l/_g. (1)

Tento vzfah ma vicsiu silu ako by sa na prvy pohlad zdalo. Nikto nevravi, Ze za g musite
vzdy dosadit zndmu hodnotu pozemského g. Napriklad pre kyvadlo na Jupiteri by stacilo zobrat
gravitacné zrychlenie na Jupiteri gy a dostali by sme tiez spravny vysledok. Jediné, ¢o si musime
zapamiitat je, Ze hodiny su primitivny nastroj a nevedia, ¢o spdsobuje sily, ktoré ono citi. Inymi
slovami, ak sa hodiny buda pohybovat (stale na Jupiteri) so zrychlenim a, hodiny vo svojej
vztaznej stustave budi citif okrem ¢; aj zotrvacné zrychlenie o velkosti a v smere opacnom
ako malo toto zrychlenie. Zotrva¢né zrychlenie musime s g; zlozif (ale pozor, skladame to ako
vektory, teda ziadne jednoduché ,plus“ medzi velkosti) a az tak dostaneme vysledné ¢} ktoré
napchame do brucha vzorcu (2).

Tlustrujme na priklade: Co ked kyvadlo necham padat volnym padom (stale na Jupiteri)?
Na kyvadlo pdsobi stale gy v smere nadol, ktoré skuto¢ne spésobuje zrychlenie gy v smere nadol
(¢o by sa nestalo, keby hodiny boli poloZené na povrchu planéty). Zotrvacné zrychlenie ma teda
velkost gy v smere nahor. Preto ich zlozenim dostdvame nulu a krasny stav beztiaze. Kto mi
neveri nech vysko¢i z okna (odport¢ame z nie vysieho ako prvého poschodia) a hned pociti stav
beztiaze. Periéda kmitov kyvadla bude podla vzorca nekone¢na®. Naopak, ked vezmeme kyvadlo
aj s vozikom a nechdme ho pohybovat sa rovnomernym priamoc¢iarym pohybom, neméame Ziadne
zotrvacné sily a teda ani ziadnu zmenu oproti situécii ked kyvadlo stoji. Len podotykam Ze sme
akurat vyriesili poslednu cast ¢). Skutocne, v tomto pripade sa vozik (po uplynuti dostato¢ne
dlhého ¢asu) uz pohybuje rovnomerne priamociaro, periéda kmitov sa nema dovod lisit od T a
rovnovazna poloha od smeru ,,rovno nadol“.

Podobnym spdsobom vyriesime zvysné dve podilohy. Vzdy pojde o to isté: Zoberieme gravi-
tacné zrychlenie, pripoc¢itame k nemu vSetky zotrvacné zrychlenia a dostaneme vysledné zrych-
lenie, ktoré kyvadlo ,citi“. Rovnovazna poloha bude samozrejme v smere vysledného zrychlenia
a periédu Tahko dostaneme zo vzorca 2. V ¢asti a) nam teleso zrychluje presne tak ako dik-
tuje zlozka gravitaéného zrychlenia rovnobezna s podlozkou (oznacme si jej velkost ako g;).
Tato sposobuje zrychlenie hodin ¢, a v ststave spojenej s hodinami teda zotrvacné zrychlenie

9menej uéene: ani ho nehne
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o velkosti g, avSak presne opacne orientované. Preto sa g,, rovnako ako v pripade padajucich
hodin na Jupiteri ,vybusi“ a nebude mat na kmitanie hodin ziadny vplyv (ani sme nemuseli
presne poznaf velkost ¢.). Co ndm ostane z gravitacného zrychlenia po zruseni zlozky vodo-
rovnej s podlozkou? Samozrejme, zlozka kolma na podlozku. T4 méa velkost gcos(a) a urcuje
periédu aj rovnovaznu polohu kmitov.

Obr. 2: Vozik na naklonenej rovine

Cast b) je to isté len v ruZovom a s mierne SkaredSou matematikou. Predpokladame, Ze
hodiny sa po rovine ozaj Suchaji a neostali stat tam, kde sme ich polozili. Najprv poratame
zrychlenie vozika. Trecia sila ma velkost Fy = Nf, kde N = F,cosa je normalova zlozka
tiazovej sily a f je koeficient trenia zo zadania. Celkova sila posobiaca na vozik v smere pohybu
jer

F =mgsina — F;

a zrychlenie ktoré spésobuje:
a=g(sina— fcosa).

V ststave hodin opit vznikéa adekvatne zotrvacné zrychlenie, ktoré zase raz musime zloZit s nor-
malnym gravitaénym zrychlenim. To spravime najlahsie takto: RozloZime gravitacné zrychlenie
na rovnobeznu a kolmu zlozku (vzhladom na naklonent rovinu):

gr = gsina, gr = gCcosa.
K zlozke rovnobeznej s rovinou pripocitame efekt zotrvacného zrychlenia:

gi:=g.—a= fcosa

g =\9*+a

Smer rovnovaznej polohy je dany vyslednicou g, a gx. Pre uhol § nam teda trividlne plati
tan 3 = g;/gx = f.

a zase to zlozime dokopy:
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3.5 Upadok (opravovala Katka, vzorak Tomas)

S akym zrychlenim pada slstava na obrazku? Hmotnost zavaZia je m, hmotnost valca M, pricom moment
zotrvaénosti valca je 1/2M R2. Polomer valca je R, vn(torné lano je namotané na mensom sistrednom
valcovitom vycnelku s polomerom 7, vonkajSie lano je namotané na valci samotnom a obidve land si
dostatoéne dlhé. Os valca je fixovana tak, ze méze len klesat, a otacat sa okolo horizontalnej osi, nie vak
otadat sa okolo vertikalnej osi. Celd sistava sa nachiddza na zemi (teda v jej gravitatnom poli), odpor
vzduchu zanedbaje.

Na zékladnej $kole nas naucili riesit stustavy rovnic. Okrem praktickych zisteni, ako napriklad
ze ani 3600 robotnikov nevykope jamu za jednu sekundu, by ste po absolvovani zakladnej skoly
mali oplyvat jednou Zivotnou mudrostou: Ked neviem aka je nejaka veli¢ina velkd, mdZzem sa
este vzdy vyhovorit na to, ze mé velkost x. Toto ¢astokrat riesi problém priam az magicky. Ale
ved, prejdime pomaly k prikladu: Ak4 je velkéa sila posobiaca v lane ktoré spaja zavazie s valcom?
Je to mg, %mg, (m + %M ) g, ¢i snad 0? Ani jedno z uvedengch? Ano, ani jedno z uvedenych.
Zastancovia tedrie mg nech si prosim skusia predstavit teleso s hmotnostou m padat volnym
padom a nech spytuju intuiciu do vienka im dani: naozaj treba teleso ,nadlahcovat® silou mg
na to, aby padalo volnym padom?

Spravna odpoved je, Ze sila v lane mé velkost x. To nie je hanba, Ze neviete aké ta velkost
je. Predbezné prieskumy na dostupnej Statistickej vzorke (spytal som sa Marcelky a Tinky)
ukazuju, ze ani fyzikozdatni vedici FKS sa za neznalost tejto sily nehanbia. V tomto zmysle
teda dorieSime zvysSok tlohy: zavazie pada so zrychlenim a,, valec pada so zrychlenim a,,
pritom uhlovo rotuje s uhlovym zrychlenim ¢ a druhy zo Spagatov je napinany silou G. Aby
sme sa rozumeli, tak urobime dohodu, Ze kladné hodnoty zrychleni interpretujeme tak, Ze telesa
zrychluji nadol a kladné hodnoty ¢ tak, Ze valec sa roztaca v smere hodinovych ruciciek. A aby
nam to nekazilo moralku, tak silu v prvom Spagate prekrstime na F':= x. No a mame to.

Obr. 3: Sily posobiace na valec a zavazie
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Samozrejme, musia nam platif akési zakony. Tak v prvom rade, niekolko variacii na F' = ma.
Pre zévazie:
ma, =mg — F.
Pre valec:
Ma, =Mg+ F —G.

Dalej, existuje rotacna obdoba F' = ma vo forme P = eI kde P je moment sil a I moment
zotrvacnosti telesa. ZapiSeme toto vzhladom na stred valca. Mame teda:

el =Gr — FR.

No a aby sme to zaklincovali tiplne, tak tie rotacné a posuvné zrychlenia musia spolu nejako
suvisiet. Napriklad, nikto mi asi neuveri, Ze valec bude rotac¢ne zrychlovat a zaroven posuvne
staf, ¢o by znamenalo, Ze lano nebude dopnuté. Klasicky prevedieme uhlové zrychlenie na
obvodové:

Er = ay

a ked si uvedomime Ze vo vztaznej ststave pohybujicej sa spolu so stredom valca pada zavazie

so zrychlenim iba a, — a, mame 1°:

eR=—(a, —ay).
Hotovo. Vsetko ¢o ostéava je doriesit ststavu rovnic, a dostavame vysledkok v tvare:

_ 2g[Mr +m(r — R)|(r — R)
~ 2m(r — R)2 + M(2r2 + R?)

Qy,

o 2gr [Mr+m(r — R)]
~2m(r — R)2 4+ M(2r2 + R2)’

Qg

Vsimnime si, Ze pokial (M 4+ m)r = mR vyjdi ndm obe zrychlenia nulové. Pokial tato rovnost
splnené nebude, bude vZdy jedno teleso upadat a druhé pojde hore. V tomto je skryté jedna
hlbok4 mudrost: na svete nikdy nie je taky tpadok ako sa to zd4 starym rodicom. Rozdielnost
smerov pohybov telesa a zavazia ste niektori odhalili metédou pozriem — vidim, ¢o je fajn —
tiez fajn je vSak vediet, Ze pokial tito ivahu nespravime, smer pohybu prezradia znamienka.
Etos vsio, hastala vista.

3.6 Pruzina (opravoval Robo, vzorak Bzduso)

Ak jeden koniec pruziny pripevnime o stenu a na druhy dame zdvazie s hmotnostou m, nameriame periédu
kmitov sistavy T'. Akl periédu nameriame, ak na jeden koniec pruziny dame teleso s hmotnostou m a na
druhy koniec teleso s hmotnostou 2m? Gravitacné posobenie zeme a odpor vzduchu neuvaZujte.

Téato tloha sa dala uchopit viacerymi sposobmi. Ja ukazem, ako sa tato tloha dala vyriesit len
s minimalnymi znalostami pomocou niekolkych $ikovnych tivah. Odportacam precitat si vzorové
rieSenie bez ohladu na to, ¢ sa vam jej podarilo zhostif (ne)uspesne. Pripitajte sa prosim!
Predstavenie Tudského myslenie sa prave zacina.

10Bacha na znamienka: kladné hodnoty ¢ znamenajt stipanie zavazia vzhladom na valec
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AKka je peridda T? Niekto vztah pre periédu pruzinového oscilatora poznéa. Niekto iny si ho
vie najst v tabulkach. Kto nemd v pitach, méa v hlave a vie si ho Sikovne odvodit rozmerovou
analyzou.

Najprv vsak stru¢ne o pruzinach. Z hratok so silomermi vieme, Ze sila potrebna na natia-
hnutie pruziny je priamo tmerna tomuto prediZeniu. Konstantu tmernosti si ozna¢me ako k.'*
Ak na pruzinu zavesime zavazie m, predlZi sa o mg/k, aby stcet sil pdsobiacich na zavazie bol
nulovy. Ak je teleso z tejto polohy vychylené o nejaké z, bude nan v danom okamihu pdsobit

vysledné sila F' = —kx a teleso bude mat okamZité zrychlenie
k
a=——x.
m

Pri danych pociato¢nych podmienkach tato rovnica zrejme urcuje cely nasledny pohyb za-
vazia. VSimnime si, Ze ako parametre v nej vystupuja k£ a m a uZ nic¢ iné. To znamena, ze m a
k musia jednoznac¢ne urcovat periédu pohybu!

Avsak pozor! Peridda sa pocita v sekundéach. Preto spravny vztah pre periédu musi mat
tvar

T=C -m*k°,

kde exponenty nad m a k musia byt také, aby jednotkou sGc¢inu bola sekunda a kde C je
bezrozmernd konstanta iimernosti. Ak sa nestarame o ¢isla, ale len o jednotky, tak ma platit

1s = 1(kg)* - (kgs2)".

af= —%, takze pre periédu musi platit

T=Cym/k. (2)

Uloha ma jediné riesenie av = %

O ¢isle C' nevieme povedat nié.'2

Od perioédy T k rieSeniu Dynamika dvoch zdvazi spojenych pruZinov je komplikovanejsia.
Sikovnou tivahou ju vsak dokdZeme previest na situdciu popisant v predoslej ¢asti. Najprv
si premyslite, ze tazisko ststavy sa pocCas kmitania zavazi nehybe. Odporovalo by to zakonu
zachovania hybnosti.'® Toto tazisko sa pre zadané hmotnosti zdvazi m a 2m nachidza v tretine
dlzky pruziny (Tavy obrazok).

.....

pretoZe na jej natiahnutie potrebujeme vicsiu silu. Skuste si tiez overit, Ze jednotkou k je kgs™2.

12V skutoénosti C' = 2m, ¢o sa ale takto jednoducho odvodif neda. Ako sa vsak ukaze, riesenie tilohy na
hodnote C nezévisi, ¢ize sa tym nemusime trapit.

13Tazisko sa v skutoénosti modze pohybovat rovnomernym priamod¢iarym pohybom. V tom pripade staéi zmenit
vztaznu sustavu a vSetko je opit ok.
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No ejze ho lala! Ved ked tazisko stoji, moézem pruzinu na danom mieste pevne zafixovat.
Stat bude aj nadalej. Peridda pohybu sa tym nezmeni. Pevné fixovanie vSak znamené rozdelit
nekonecne tazkou stenou povodnu situdciu na dve jednoduchsie — zévazie na pruZine, ktora je
uchytend k stene. Periédu kmitov takejto ststave sme uz urcili vztahom (2). Stac¢i dosadit za
hmotnost a. ..

Pockat! Aké je tuhost tretiny pruziny? To nie je tazkd otdzka. Povodni pruzinu si mozno
predstavit ako tri takéto pruziny za sebou. Ak sila F' natiahla celti pruzinu o A, tretinu pruziny
natiahla len o %A. To znamené trikrat vacsiu tuhost, teda 3k.

Teraz ndm uz ni¢ nebrani dosadit do (2). Hladana periéda je

Ty = Cy/2m/k =T /2.

Domaca tloha: Skuste si sami odvodit vSeobecnejsi vysledok, Ze ak na konce pruzin umiest-
nime zavazia s hmotnostami m, a msy, peridda kmitov bude

T =Cvu/k, kde p=

mimso
mq + mo

je takzvand redukovand hmotnost. Do skakavenia, priatelia!

3.7 Pohar (opravoval Bzduso)

Pohar poloZime na zvlastnu podlozku. PodloZka je zvladtna tym, Ze ¢im dalej, tym je drsnejdia — formalne,
koeficient trenia medzi podlozkou a poharom v bode [z,y] je rovny kx kde k je konStanta. Akd vysledna
sila bude na pohdr pdsobit, ked ho na podloZzke rozto¢ime? Mézte predpokladat, Ze pohdr ma kruhovi
podstavu, ktorou na podlozku tla¢i rovhomerne.

Hmlisto? To tak! Ziadne dadaistické ivahy o zapornych z tu nemali miesto. Zaporny koefi-
cient trenia sa totiz urcite nepaci nielen zakonu zachovania energie, ale ani zdravému rozumu.
Stol zrejme existuje len pre x > 0. Zacal by som velkym obrazkom, aby sme sa dohodli na
vSemoznych smeroch a oznaceniach.

y“ koeficient trenia f=kx

\

Obr. 5: Oznacenia veli¢in

10 otazky@fks.sk



°
FKf Vzorové riesenia 3. kola zimnej casti

Co tam je a preco to tam je? V obrazku som si zvolil smer uhlovej rychlosti w v smere
hodinovych rucic¢iek.'* Dalej, dno pohéra som si rozsekal na spustu maljch plosok s obsahom
AS, ktorych polohu opisujem polarnymi stiradnicami (r, ).

Preco som ju rozsekal? V§imnime si, Ze rychlost v = wr mé v réznych miestach rozny smer.
To ale znamend, Ze aj trecia sila bude pod kazdym miestom posobif trochu inym smerom. Ak
vSak uvazujeme velmi mala plosku AS, vSetky jej body sa uz pohybuju prakticky rovnako a
aj trecie sily pod nimi st prakticky rovnobezné, takze sa skladaju velmi jednoducho — sti¢tom.

Napokon, hmotnost pohéara ozna¢me m, jeho polomer R a tiaZové zrychlenie klasicky g. Ako
sa ukdze, na polohe pohéra (z¢,yo) hladana sila nezavisi. Drziac sa zadania budeme predpo-
kladat, Ze tlak pohara na podlozku je rozdeleny rovnomerne!®, pre jeho hodnotu zjavne plati

p =mg/(TR?).

Smer vyslednej sily: Dno pohara sme rozsekali na malé kusky. Na kazdy z nich pdsobi pod-
lozka nahor normaélovou silou AFy = pAS a proti jeho pohybu trecou silou AFyr = (kz) - pAS.
Vezmime si symetrické, rovnako velké kusky so stradnicami (r, @) a (r, —¢). KedZe maju rov-
naké hodnoty = a AS, na ne pdsobiace trecie sily st rovnako velké. A ¢o ich smer?

yli

\J

Obr. 6: Smery sil

Z obrazka vidno, Ze ich smery sa odchyluju od osi y o uhol ¢, resp. —p. Ich stfet méa
teda smer osi y. To je pekné. Krasu tohoto zistenia vsak precitime az po pochopeni, Zze ku
kazdej ploske existuje symetrickd ploska, ktorych trecie sily sa v sucte zloZia do y-ového smeru!
KedZe z takychto dvojic sa da vyskladat celd plocha, aj vysledna sila m4 smer osi y.'® Lahko

147rkadlenim celej situdcie okolo osi # mono dostat situdciu pre ota¢anie proti smeru hodinovych rudiciek.

15Poznamka pre drsiidkov: Striktne vzaté, na uréenie vyslednej sily by nam sta¢ila omnoho slabgia podmienka,
Ze tlak na podlozku je Tubovolnou funkciou p(r, ¢) parnou vo . T4 je z dévodu nulovosti momentov sil okolo
osi z a y principidlne uspokojivo splnend pre k < 1/R. Silnejsia podmienka navySe predpokladd pevny pohar
na miksej podlozke.

16Myslienky v predoslych vetach sa dajt matematicky zhrnaf takto: Vyslednt treciu silu mozno zapisat ako
stcet cez vSetky plosky AS ako Frp = (AS) AF'r. Zistili sme, Ze vhodnym usporiadanim ¢lenov vnitri sumy
dostaname vedla seba dvojice, ktoré sa zakazdym sc¢itaju do osi y. S¢itanim cez vSetky dvojice dostdvame
automaticky aj vysledna silu v smere osi y.
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sa mozeme presvedcit, ze dokonca v kladnom smere osi y, pretoZze koeficient trenia pre pravi

.....

sa sily vyséitaju v zédpornom smere).

Velkost vyslednej sily: Tu si uZ s peknymi obrazkami nevystacime. Velkost treba kruto
spocitat. Ak vyuzijeme fakt, Ze sily sa vyscitaju do smeru osi y, staci pri hladani velkosti sily
zratavat len y-ové zlozky trecich sil. V duchu poznamky pod ¢iarou mézeme zapisat

Fr = Z (kz)p AS cos ¢
{as}

=kp Z (w9 cos p +1cos? p)AS,
{as}

kde sme rozpisali x = (o + r cos ) a konstanty vybrali pred sumu. VS§imnime si, Ze sumovanie
cez prvy Clen zodpoveda situécii, kedy by pod celym pohérom bolo rovnako velké trenie. V tejto
situacii by stred pohara zostal na mieste, takze sumovanim prvého clena urcite dostaneme
nulu.!” Problém sa teda redukuje na

Fr=kp Z rcos? PAS .
{AS}

Suma cez nekonecne malé kusky je vlastne integral. Stac¢i zamenit vSetky A za formaélne d,
najst vztah pre mala plosku dS = r dr dp a zamyslief sa nad medzami s¢itavania (integrovania).
Potom mozeme ten isty vzfah zapisat ipine ekvivalentne ako

Fr = k’p/r2 cos® pdrdy
S

2 R
= kp/ cos® pdy / r?dr
L\,_/ &v_/

TF Lpg
3R

_ 1 3
= skpmR”.

Hodnota prvého integralu sa da najst nasledujicou tivahou: Pri danych medziach (0, 2m)
zrejme [ sin?tdt = J cos?tdt = I. LenZe ich stcet je integralom jednotky cez cely interval, tj.
21 = 2m. Druhy integral sa, zial, Ziadnym trikom spocitat nedd a na jeho vypocitanie treba
maft aspon zakladné poznatky z integralneho poctu.

Ak este dosadime za tlak p, dostavame konec¢ny vysledok

Fr=1kmgR.

-3

Ing argument vyuziva parovanie ktiskov symetrickjch podla osi y.
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