FYZIKALNY KORESPONDENCNY SEMINAR

vzorové rieSenia 2. série FKS, KZDF FMFI UK
B — kategoria (mladsi) / Mlynska dolina
22. ro¢nik 842 48 Bratislava
zimny semester riesenia@gmail.com
Skolsky rok 2006/2007 WWW. Sk info@fks.sk

B-2.1 Myslenim proti chladu (opravoval Robo K.)

Pocas jednej studenej noci hlboko v horach som nemohol spat, tak som aspon rozmyslal, preco mi je takad kosa.
Ked' som zmeral teploty vonkajsieho povrchu méjho a kamaratovho spacdaku (ako sa mi podarilo merat bez toho
aby som zo spacdka vyliezol teraz nebudeme rozoberat), zistil som, Ze jeho spacdk ma chladnejsi povrch ako
moj. Koho spacadk "viac hreje"?

Caute chronicki spacékovi spachtosi. Verim, Ze tento priklad fyzikalneho druhu ,,0bkec
light asponi na chvil'u premohol vasu jesennt tinavu:-) Hmm .. ze preco light a preco obkec?
Lebo nebolo potrebné ni¢ pocitat’, staCila len chvilka uvazovania a rieSenie bolo na svete.
Aby som tento priklad predal na FKS-dckom trhu, vymyslel som nasledovny reklamny
slogan: §tyri body za pat’ riadkov rieSenia! Ze to vyzera neskutoéne super?! Pokiisim sa vés o
tom v nasledovnom odseku presvedcit’.

Zacnime ,,0d nas*“. Myslim tym od nasej malickosti vylihujicej v teple spacdka. Ako sa to
teplo v spacéku vzalo? Vyprodukoval ho zdroj tepla, a tym nie je nik iny ako my sami, resp.
nase telo, spravajice sa ako mala piecka®. Hm, a na &o je tam potom ten spacdk? Ten to nase
tazko vyprodukované teplo straZi a snazi sa ho ¢o najmenej prepustit von. Cim kvalitnejsi
spacak, tym menej tepla prepusti na povrch, tym menej ho musime vyprodukovat’ a tym
pohodlnejsie sa citime. (Za predpokladu, Ze tepla nie je privela; Citajuc zadanie taky pocit
nemam.) Pozrime sa teraz na chuddk vonkajSi povrch spacdka. Ten je uZ nemilosrdne
vystaveny vonkajsej kose a jediné, o ho ohrieva, je teplo prepustené spacdkom. Cim menej
tepla spacak prepustil, tym menej je chudak povrch ohrievany a tym bliz$iu teplotu bude mat’
ku okolitému prostrediu. Inymi slovami, teplejs$i povrch straca viac tepla do okolia a preto ho
my musime produkovat’ viac. Suma sumarum, ,,viac hreje kamaratov spacak, lebo ma
chladnej$i povrch. Tot’ vsio. Celé predvedené rieSenie ma len malu chybicku krasy. Namiesto
slubovanych piatich obsahuje riadkov dvojndsobne viac. Reklamni agenti su jednoducho
nepoucitelni ...

B-2.2 Myslenim proti chladu (vzorak Tomas, opravovala Bea)

René sa chysta na naucno-eskimdcko-poznavaci vylet za polarny kruh. Problém je, ze na miestach, kam sa
chysta, byva hrozna zima, obcas aj -30°C. Jeho filozofia je nasledovna: Raz bol na celodennej ture na
Slovensku, kde teplota pocas celého diia aj noci bola +10°C. Cez den mu zima nebola, a ked’ si vecer lahol do
svojho nie prilis kvalitného spacdka, obleceny v tom istom ako cez den, tiez sa zahrial. Renému sa podarilo
zohnat sponzora, ktory mu zaplati super termooblek, v ktorom mu je fajn pocas -30°C dna, pokial sa aspon
trochu pohybuje. Co viak so spacikom? Méze René po skiisenostiach zo Slovenska ocakdvat, Ze ked' si pocas —
30°C noci zalezie do svojho nie prilis kvalitného spacdka, avsak obleceny v sponzorskom termoobleceni,
V pohode sa vyspi? Potrebné udaje nejako pozhanajte, v pripade, zZe budete presne vediet, co potrebujete,
potrebné udaje vsak nie a nie zohnat a od psychologa si zoZeniete potvrdenie, ze mdte googlefobiu, mozete mi
napisat’ na ehmehm@pobox.sk a iidaje doddam.

loprasiac biologické vedomosti: teplo v organizmu produkuje hlavne pecent
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Hlinik se odstéhoval do.. nie.. iné som chcel... Nepotésili jste mne, ani ja vas nepotéSim. A
pritom to bol taky I'ahky priklad. Pozrite:

V prvom momente ¢loveka musi napadnut’ priama a pre rieSenie nevyhnutna otazka: Kedy
zazivam chvile tepelnej pohody? Jedind plus-minus spravna odpoved na tuto otdzku je:
Vtedy, ked’ je moje telo vyhriate na spravnu teplotu. Aby vsak pohoda trvala dlhSie ako par
sektind, je potrebné, aby sa prirodzenymi prostriedkami (pohyb, metabolizmus, nie drkotanie)
vyprodukovalo akurat tol’ko tepla, kol’ko sa stihne odovzdat’ do prostredia. Logicky, prva vec,
¢o potrebujem, je zistit, kol'ko tepla ¢lovek za sekundu vyprodukuje. A tu presne prichddza
cas, kedy bolo treba zhanat, googlit’ alebo sa spytat’ svojho (doteraz celkom) obl'ibeného
vedtceho - mna. Boli by ste sa dozvedeli, ze telo vyprodukuje zhruba 40 J tepla na sekundu
na m? povrchu pocas spanku a asi 115-150 J pocas chodze. Pre nas je dolezité, ze druhé &islo
je zhruba 3-krat vécsie ako prvé. Pre prechod tepla cez tepelny izolant plati nasledujuci
vzorec: Ak napriklad spacak oddeluje od seba dve prostredia s rozdielom teplot AT, plocha
spacaku je S, tepelny vykon, ktory spacakom prejde, je

AT.S
P=—-,
R
kde R ma funkciu tepelného odporu spacaku (¢im lepsi spacak, tym vacsie R). Je intuitivne a
da sa aj l'ahko odvodit, Ze ak na seba natiahneme napriklad dva spacaky s odpormi Ry a R2
vysledna sustava bude mat’ tepelny odpor R1 + Ro.

Zrekapitulujme si to teda. Po zaspati klesa tepelny vykon tela na tretinu, pre pocit telesnej
pohody teda potrebujeme, aby nocné izola¢na vrstva mala 3-krat vacsi tepelny odpor ako
izolacnd vrstva ktort pouzivame cez den. Tento vysledok nezavisi od toho, ¢i sme u nas alebo
u Eskimékov. Spacék, ktory pouzivam na Slovensku by mal teda mat’ 2-krat (predpokladame,
ze spime obleceni) vicsie izolacné schopnosti ako izolacna schopnost’ oblecenia ktoré nosim
pocas dna (plus koZa a mald vrstva podkozného tuku, ktora sa moze podchladit’ a teda tiez
funguje ako izolacia). Spacak vhodny do eskimackych podmienok bude teda muset’ nahradit’
d’alSie dva hyper super mega tutti frutti termoobleky a teda tiez nebude len taky hociaky. V
slovenskom spacdku by René pravdepodobne nezamrzol, ale telo by muselo produkovat
skoro tol’ko tepla ako pocas dna a drkotanie, ktoré by na to bolo potebné, tazko nazyvat
tepelnou pohodu. End of the story.

Par myslienok na zaver:

Castou chybou, za ktora ste mohli stratit zhruba jeden bod bolo, Ze ste sa uspokojili
s konstatovanim, ze pocas eskiméckej noci musi Reného telo vyprodukovat’ viacej tepla ako
na no¢nom Slovensku. Ak nezistite (aspon zhruba) o kol'ko viac tepla potrebuje (alebo Co este
by na seba musel natiahnut’, aby mu bolo fajn), neviete povedat, ¢i rozdiel bude dost’ vel’ky
na to, aby si ho vobec v§imol.

Pozdravujem vSetkych, ktori boli zaryto presvedCeni, Ze na vyrieSenie potrebuji tepelny
odpor spacaku, termooblecenia, farbu spacdku, meno Reného prababicky a 99. c¢islicu
V desatinnom rozvoji . Tym, Ze sme povedali, za akych podmienok je Renému v spacéku
fajn, sme jeho izolacné vlastnosti uplne ur€ili a nebolo treba ni¢ z uvedeného.

Tak isto, teploty u nas a u Eskiméakov neboli potrebné a v zadani sa vyskytovali iba preto,
aby bolo jasné, 7e pod termooblekom nemame na mysli tricko od Cifiana s napisom
“termooblek”.

Teplota pokozky nie je pre pocit tepelnej pohody rozhodujtica. Predstavte si, ze z pocitu
Cistej nudy si idete v zime zaSportovat’. Obujete tenisky aj s retazami a hajde behat’ do -10 °C.
Pri behu vyprodukujete 500-6007 tepla, skiiste si viak prejst rukou po tele, pokozka je
studend ako pét’ dni po smrti.

2 Strasne, ohavne vela



V priklade sa vyskytlo viacero zanedbani. Napriklad, okrem oblecenia kladie teplu pri
prestupe odpor aj koza a ista vrstva podkozného tuku, chlpy a vzduch medzi nimi a tiez tenka
vrstvicka vzduchu obklopujica oblek zvonku, ktora sa trosku vyhreje. Nastasie, pri
termoobleku (alebo aj spacdku) par chlpov a par (ehm) molektl vzduchu nehrd podstatnu
rolu.

Vzorec P = AT.S/R je pomerne intuitivny, tak isto ako skladacia vlastnost’ R. Na fyzike sa
to vSak uc¢i pomerne neskoro a tak pokial’ ste si vzorec vypytali, napisal som vam aj ten.

B-2.3 Déja Vu (opravoval Skrek)

Mozno si eSte pamdtate na posledny priklad z prvej série. Tak tento je iny. Stale v sebe zahrna trojuholnikovi
dosku, ktoru nesu traja robotnici, pricom kazdy ju podopiera v jednom vrchole. Stale plati, ze doska je drzana
vodorovne, zZe je z homogénneho materidlu (vSade rovnaka hustota, aj rovnaka hribka), dokonca plati aj to, Ze
medzi robotnikmi ndjdeme Reného, ako si to spokojne Sinie rychlostou w. Tentoraz vSak trojuholnik nemusi byt
rovnostranny. A tentoraz od vas chceme, aby ste dokdzali, ze kazdy z robotnikov bude dosku podopierat rovnako
velkou silou. Plati toto tvrdenie, aj pokial by sme namiesto dosky mali iba tri hmotné palicky v tvare
trojuholnika? Pozor na nekorektné a fuserské zdovodnenia!

Zaciatky byvaju tazké. Zaciatky konca. A konce byvaji najtazSie. Napriklad také konce
trojuholnika. René by Vam vedel rozpravat'...

Na zaciatku bola veta momentova. Celkom sama, v zneni fadnom, Ze ak trojuholnik neotaca
sa, sucet vSetkych momentov vzhl'adom na nejaky bod alebo priamku je rovny nule. Vhodné
poznamenat’, ze vzh'adom na nie hocijaky bod/priamku ale priam vzhl'adom na l'ubovolny/u.
Pojmime sa nakreslit’ si obrazok. Nakreslili sme si obrazok. A spytajme sa seba sa. Otaca sa
trojuholnik okolo priamky vedenej skrz taznicu ta? Nie! A teda sacet momentov vzhl'adom na
tuto priamku je nulovy. Super. Ked’ si predstavime tych roboSov ako nesu ten trojuholnik, tak
kazdy posobi na svojom konci nejakou silou ateda vytvara nejaky moment. Plus este
v tazisku  pOsobi  trojuholnik
svojou vahou a vytvéra tieZ nejaky
moment. No ale vzhl'adom na tu,
uz vyssie spomenutd priamku, ma
nenulovy moment iba robos B
arobos C. Tazisko a robo§ A lezia
na tej priamke ateda ich moment
vzhl'adom na t priamku je nulovy,
lebo

M =+F.rsina A

(M —moment, F — sila, ktorou pdsobime, r — dizka ramena ktorym pdsobime, ¢ — uhol, ktory

sila arameno zvieraju. Pre na$ priklad je a«=mn/2 ateda sin «=1, lebo trojuholnik je

vodorovny a podopierany zospodu). No a oba body maju r = 0. Co sa tyka znamienka, treba si

zvolit’ kladny smer otdCania, a potom momenty ktoré roztacaji v smere kladnom st kladné
a vV smere zapornom zase zaporné. Pre zvysné dva body potom dostavame rovnicu

Fed =F.d".
Zo zhodnosti trojuholnikov XYC a YZB dostaneme d =d', ateda F; = F.. Analogicky by

sme dostali pre taznicu tg
Fa= Fc J
takze F, = F; = F.! VSetci traja teda trojuholnik podopieraju rovnakou silou.

Keby sme namiesto homogénneho trojuholnika mali niest’” iba hmotny rdm (tri hmotné
strany inak nehmotného trojuholnika), situdcia sa dramaticky meni. Nienie, vSetky vety



momentové stale platia, len mrcha tazisko uz nie je, kde byvalo. Predstavme si napriklad
drasticky neférovy trojuholnik s jednou stranou vel'mi kratkou, priam az tak kratkou, Ze jej
hmotnost’ je zanedbatelna oproti druhym dvom. Nas mily trojuholnik uz nie je trojuholnikom,
vlastne len dvoma dlhymi spojenymi palickami (s piditkom na jednom konci), ktoré na
jednom konci podopieraju dvaja robotnici a na druhom len chudak René. Da sa I'ahko ukézat
ze pri noseni palickového trojuholnika vSetci makaju rovnako, jedine ked je trojuholnik
rovnostranny. Hura, koniec dobry, ecko dobré. Sportu zdar ©.

B-2.4 Sféry Matusa M. (opravoval Marian)

Vezmeme dve nerovnakeé lopticky, jednu umiestnime nad druhii (stredy su nad sebou) tak, aby sa dotykali. Z tejto
konfigurdcie ich nechame padnut na zem. Po odraze sa moze stat, Ze vrchnd lopta vyskoci vyssie, nez vyska, z
ktorej bola pustena. Obcas to moze byt az niekolkonasobok tejto vysky. Aka maximalna moze tato vyska byt, a za
akych podmienok sa da dosiahnut?

Hola. V celom texte pod loptickou 1 rozumieme spodnt lopti¢ku a vsetko, ¢o jej prisliicha
indexujeme jednotkou. Horna lopticka sa kamarati s dvojkou.

Po tom, ako lopticky pustime, budu spolo¢ne padat’ volnym padom. V momente, ked sa
lopti¢ka 1 dotkne zeme, budi mat’ obe rovnaku rychlost’ v. Vtedy sa za¢ne lopticka 1 odrazat’
od zeme. Lopticka sa zatne deformovat’ aaby toho nebolo malo, zvrchu na fiu bude
nemilosrdne dorézat’ druhd lopticka. Médme docCinenia s dvomi zrazkami, lopticka 1 sa zraza
so zemou a s loptickou 2. Avsak tieto procesy su vel'mi zlozité a nejako rozumne to popisat’ je
takmer nemozné. Nakoniec to ale celé nejak dopadne a ked’ bude po vsetkom, lopticky budu
mat’ rychlosti v1 a V2. Buda v zvislom smere, ale viac o nich povedat’ neviem.

Odpovedzme teda na prvu otazku. Ako je mozné, ze lopticka vyleti vyssie? Pri zrazke 16pt
sa moZze stat’, Ze lopticka 2 pri odraze od lopti¢ky 1 nielen Ze oto¢i svoju hybnost’ ale eSte od
nej aj nejaka hybnost’ ziska. To sa stava, ked’ I'ahSie teleso narazi na taZzsie teleso, ktoré sa
pohybuje proti nemu. Vsak uvidime.

Povedali sme, Ze nie je v naSich silach presne popisat’ odraz redlnych 16pt. Nast'astie to ani
nebolo nasou ulohou. Staci, ked’ zistime, ako najvysSie moze lopticka 2 vyskocit'. Preto
povazujme vSetky zrazky za dokonale pruzné. Ak chceme maximalizovat vysku, nemézeme
si dovolit’ stracat’ energiu. TieZ budeme predpokladat, Ze zrazky trvaju zanedbatelne kratky
cas. VSetko Co sa teda deje, st priame stredové zrazky dvoch guli. Tie sa najpohodlnejSie
popisuju v taziskovej sustave. To najmd preto, ze v tejto sUstave sa pri zrazke guli zmeni
hybnost’ kazdej z nich na opa¢nu. Neverite, tak kukajte.

Taadkze. Majme dve gule hmotnosti m1 amy, ktoré sa pohybuju po jednej priamke

nm,v, + m,v,

rychlostami vi avz. Rychlost’ ich taziska je . V ststave snim spojenej je

m, +m,

vysledna hybnost’ nulova, pretoZe td4 je rovna hybnosti taziska. Podla zdkona zachovania
hybnosti aj nulova naveky zostane. M6zeme teda smelo napisat’

miwi + mow2 =0 — Wi =-Wam2/m (@D

miU1 + mau2 =0 — Ui = —uz2.mz/mg (2)
kde sme oznacili rychlosti gil' v novej vztaznej ststave pred zrazkou W apo zrazke U.
Nakol’ko mame docinenia s pruznymi zrazkami, energia sa zachovava a teda

mMiw12 + Mmaw2? = myus? + mou? (3)
Z tychto rovnic dospejeme k vysledku

2
2
w,m m
2 2 _ _ 27772 2 _ 2 2
mw; +m,w, —[z(l)]—ml(— . J +m,w, —(—-szJWz

1 m,



2 2
mut +myul =[z(2)]=m, (— a1ty J +mu; = (& +m, ]uzz
m, 1
Ateda za zaklade (3) plati u;=2wp. Podobne by sme dostali ui=+wi. Vzt'ah s plusom
opisuje proces, pri ktorom sa gule od seba neodrazia, ale cez seba bez povSimnutia prejdu.
V naSej situdcii nastdva druhd moznost’, pruzny odraz gal. (Netreba zabudnut’ na to, Ze sa na
konci treba vratit’ do pévodnej vzt'aznej sustavy.)

Co to znamené pre nas? Lopti¢ka 1 sa pruzne zrazi so zemou. Jej hmotnost’ je ale vel'mi
maléd v porovnani s hmotnostou zeme, a teda podl'a vzorca pre rychlost’ taziskovej sustavy
dostaneme, Ze to je sustava spojend so zemou. To nds vobec neprekvapuje. Vzdy, ked’ je Cosi
ovela tazSie, ako ostané veci naokolo, ich pohyb polohu taziska takmer neovplyviiuje
a poloha taziska je dand polohou vel'mi tazkého objektu. Po odraze od zeme bude mat’ teda
lopta 1 rychlost’ v nahor, lebo sa jej hybnost’ zmeni na opacnu. Zda sa to trividlne a cudujeme
sa, naco taziskova ststava. Bez nej by sme sa ale teraz uz nezaobisli.

Lopti¢ka 1 ma rychlost’ v nahor a rychlost'ou -v (minus lebo smerom nadol) sa na fu rati
lopticka 2. Rychlost’ taziskovej sustavy je potom

MYZILY gy, kde A je len skratka pre 21— "2
m, +m, m, +m,

V tejto sustave budi mat’ lopticky rychlosti

W1 =V — VA, W2 = —V—VA.
Pri odraze zmenia znamienko svojej hybnosti, a teda ich rychlost’ bude

uu=-v(@1-A), u=v(1+A).

V sustave spojenej so zemou budi rychlosti lopti¢iek

vi=Vv(2A-1), V2=V (2A+1).
Vyska, do ktorej vystipi lopticka 2 po odraze je teda

2
H=-2=h24+1),
2g
kde h je vyska, zktorej bola spustena. Tato vyska bude najvicsia, ked” bude najvacsi
parameter A. Sktusené oko vidi, menej skusené I'ahko vypocita, ze to sa stane ak bude ms
ovel’a vacsie ako my. Vtedy sa bude hodnota A blizit’ ku jednej a H ku 9h.

ESte poznamenajme, preco sme predpokladali zanedbatel'né trvanie zraZok. Ako vidime, je
dolezité, aby pri vzdjomnom odraze oboch 16pt mala lopticka 1 ¢o najvéacsiu rychlost’ proti
lopticke 2. Ak nevidime, premyslime. Vtedy tato ziska najvacsiu hybnost’ od lopticky 1. Ak
by netrval odraz lopticky 1 od zeme velmi kratko, lopticka 2 by na flu narazila eSte
v momente, ked’ by nemala maximalnu rychlost, ateda rychlost’ v by po odraze nebola
maximalna. AvSak vzajomna zrazka lopticiek uz taka kratka byt nemusi.

Len pre rekapitulaciu, lopticka 2 vyleti najvyssie, ak budl zrazky dokonale pruzné, odraz
spodnej lopticky bude trvat’ zanedbatel'ne dlhy ¢as a bude ovela t'azSia ako vrchna lopticka.
Vtedy vyleti az do devatnasobku povodnej vysky. Hmm ... kto by to bol povedal ...

B-2.5 Nazov prikladu (vzordk Jakub, opravoval Marek K.)

Na doske je poloZeny valec (hmotnosti M a m), na ktory zacneme pésobit

F
silou velkosti F (obr.) a to tak, ze po cely cas tahame momentalne najvyssi
bod valca smerom doprava. Cela sustava je polozend na dokonale hladkej
podlozke. Medzi valcom a doskou je nekonecne velké staticke trenie (t.j.
valec sa moze kotulat ale nesmie presmykovat). Napriek tomu, ze doska sa

1 | po podlozke moze pohybovat bez trenia, bude stat. Co z toho mézeme usudit

o valci?

m




Na zaciatok musim povedat’, Ze vacSina I'udi mala tento priklad zle a ja som ich odkazal na
vzorak, pretoze keby som musel kazdému pisat’ vSetky veci zvlast, asi by som zosalel. Ako
ste si iste v§imli (alebo v§imnete), tento priklad bol dost’ naro¢ny. Mozno by vam pomohlo,
keby ste si k nemu nieco precitali (konkrétne nieo o rotacnom pohybe telies). Tak a teraz ten
slibeny vzorak.

Najprv si premyslime, ako ndm zamies$a karty tiaz. Na dosku bude pdsobit’ reak¢énd sila od
podlozky prave takej vel'kosti, aby kompenzovala tiazovu silu posobiacu na fiu (to preto, lebo
vedci dlho pozorovali, a nikdy im doska len tak sama od seba nezacala skakat’ po stole). To
ist¢ mozeme konstatovat’ aj o valci. Ked'ze koeficienty trenia st také, aké su, tak trecie sily
nie su vobec obmedzované normélovymi silami. Teda y-ové zlozky sil posobiacich na telesa
sme vybavili a ostali nam uplne nezavislé x-ové zlozky. Vieme, Ze spodna doska sa nehybe.
Zrejme preto vyslednica sil pdsobiacich na fu je nulova. Uvedomme si, ze podlozka na fiu
posobit’ nemdze (bo koeficient trenia medzi podlozkou a doskou je nulovy) a teda na fiu moze
posobit’ len trecia sila medzi valcom a doskou. Takze sme prave ukazali, Ze trecia sila Ft je
tiez nulova. Teraz zapiSeme pohybové rovnice pre valec, ak sa nail pozerame zo sUstavy
spojenej s podlozkou (ked’Ze doska sa nehybe, tak je to sucasne aj sustava spojena s doskou).

F =ma
M=FR=1J¢

Prva rovnica popisuje posuvny pohyb taziska (pricom sme uz vyuzili Ft=0), kde a je
zrychlenie valca vzhl'adom na podlozku. Druha rovnica hovori o rotacnom pohybe valca: M je
celkovy moment sil pdsobiacich (sily pdsobiacej:) na teleso, J je moment zotrva¢nosti valca
(to je charakteristika telies, ktord vyjadruje ako je v telese rozmiestnena hmota vzhl'adom na
os otadania), ¢ je uhlové zrychlenie (vyjadruje ako sa meni uhlova rychlost’ s ¢asom). Dalej
vieme, Ze teleso nepreSmykuje. Preto stykovy bod je v pokoji. Teda jeho rychlost aj
zrychlenie je nulové. Plati

O=a-Re=a=Rs¢

Toto si treba premysliet’ lepsie. Totiz, toto plati pre a, ¢o je zrychlenie valca vzhl'adom na
dosku. V nasom pripade je to ale presne to isté zrychlenie a, ktoré ma valec vzhl'adom na
podlozku.

Z tychto troch rovnic dostaneme po mali¢kej namahe rovnost’

J =mR?

Co s tym? Cesta I'ahsieho odporu je pohrabat’ sa v nejakych tabulkach a vysnorit, akému
typu telesa zodpoveda takéto J. Dopatrali by ste sa k dutému valcu (o polomere R a hmotnosti
m). TaZsie (ale o to oslitujucejsie) to pojde tak, Ze si pozrieme definiciu

n
Zmiriz
J — |—1n
2m
i=1
Moézeme si to predstavit' nasledovne: rozkuskujem si teleso (valec) na véla-véla (n)
mali¢kych hmotnych bodov. Pre kazdy bod spo¢itam sta&in miri?, kde m; je hmotnost’ toho
bodu ari je jeho vzdialenost’ od osi otacania. Spodna suma vyjadruje celkovii hmotnost’

telesa. Pre nas valec, ktory sa otaca okolo svojho stredu je kazdé ri najviac R. Preto J je
najviac mR? a to prave v pripade, Ze vietka hmota je prave vo vzdialenosti R od osi ota¢ania.
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A-2.1 Logicky ROXOR (opravoval Jakub)

Bezna, kazdodennad situacia. Dva vypinace a jedna lampa. Lampa je v strede schodiska, ktoré vedie z vinnej
pivnice do kuchyne. Vypinace by sme radi umiestnili na vrch a spodok schodiska tak, aby si clovek iduci po
schodoch v lubovolnom smere mohol pri ndstupe na schodisko zazat svetlo a na konci ho zhasnut (ludia
kracajuci zhora nadol zvyknii chodit rychlo, v opacnom smere zase nie velmi presne, takze svetlo sa hodi). Pritom
musi platit, ze hocikedy stlacim hocijaky vypinac, lampa zmeni svoj stav, tj. zasvietena zhasne, zhasnutd sa
rozsvieti. Ako navrhnut zapojenie, ktoré bude mat tieto vlastnosti? K dispozicii mate klasické elektrotechnické
suciastky, t.j. najmd rozne spinace, prepinace, vypinace, zapinace (nie zipsy) atd.

Tato uloha, to bolo také I'ahké hrajkanie sa faza @ nulak
s elektrickymi schémami, taky oddychovy v

priklad. Ako keby ani nebol pre vaSu
kategoriu... Nuz ale aj takyto vzordk pisat 0 0
treba. Po chvilke hrania sa s vodi¢mi,
spina¢mi, prepina¢mi a inou haved’ou ¢lovek

(moZno aj iné zvieratko) (snad’) pride na 42\50—0 ﬂ B

zapojenie podobné tejto schéme

LCahko overime, ¢i funguje. NajtrividlnejSie sa to urobi tak, Ze si oznac¢im mozné stavy prvého
(A), resp. druhého (B) prepinaca 0 a 1 a vyplnim si tabul’ku, ¢i Ziarovka svieti alebo nie.

A B svietim? A®B
1 1 ano 0
1 0 nie 1
0 1 nie 1
0 0 ano 0

A ¢o mi ma vlastne vyjst? No predsa to, Ze kazdym jednym prepnutim sa zmeni stav
ziarovky. A (aj ndzov ulohy to naznacoval) to presne vyjadruje logick4 operacia XOR (znaci sa
® - nahoda chcela, ze presne ako Ziarovka). TakZe mi staci pozriet na vyslednu tabulku
ziarovky a naSho XORu a ak sa da napasovat ,,ano* na nuly alebo jednotky pri XORe a ,,nie*
na to druhé, tak som uz vyhral. Pre 2 Ziarovky to nie je obzvlast’ vyhodné, ale pre také 3, 4 pri
komplikovanejSich zapojeniach (a ked’ si nie ste isti — poisti) to uz pomdct moze.

Este jeden technicky detail. Ked je spotrebi¢ (ziarovka) vypnuty, tak by mal sladko
odpocivat’ ako taky sviStik v nore. Preto ho treba zapojit’ na nuldk (to je zvycajne taky ten
modry kablik — POZOR, VYSTRAHA: toto nebyt navod na hranie sa s kablikmi
Vv domdcnosti!!!). Faza (¢ierny/hnedy) bude potom pri vypnutom spotrebi¢i navol'no pustena
len do vodiCov v prepinacom systéme. Keby bol totiZ spotrebi¢ zapojeny na fazu, tak by nas to
mohlo CELKOM HUTNE KOPNUT pri jeho oprave (hoci by sme si mysleli, Ze je vypnuty, on
by bol na faze). DalSia vec je, Ze by nim stéle prechadzal taky sice maly, ale neprestajny prad
(lebo tam pracuje 50 hercov ©, ktori nie a nie dat’ pokoj) — to vyplyva ztoho, ze kazdy



vodi¢/cievka/hocico ma nejaku kapacitu ateda sa pri zmene potencidlu nabija a vybija.
A niektoré spotrebi¢e to nemaju radi. Napr. také usporné ziarivky. A sndd’ iné osvetlovacie
teleso ste pouzit’ nechceli? (Mimochodom, dnes za¢inaju prichadzat’ na trh prvé LED-ziarovky
s klasickymi zavitmi E27.)

K bodovaniu: Ak ste zabudli oznalit' nuldk a fazu, tak som vas poctil -0.3 bodmi. Za
chybajtci dokaz (alebo aspon naznak) -0.2b, za zapojenie na fazu -0.2b. A podobne.

Na zaver este pozdravujem Tomasa Bzduseka, ktory sa pochlapil a spravil to rovno pre N
prepinacov, pricom mu na to stacili len 2 vodice a N prepinacov. Adieau

A-2.2 Myslenim proti chladu (vzordk Tomas, opravovala Bea)

René sa chystd na naucno-eskimacko-poznavaci vylet za polarny kruh. Problém je, ze na miestach, kam sa chysta,
byva hrozna zima, obcas aj -30°C. Jeho filozofia je nasledovna: Raz bol na celodennej ture na Slovensku, kde
teplota pocas celého dia aj noci bola +10°C. Cez deni mu zima nebola, a ked' si vecer lahol do svojho nie prilis
kvalitného spacdka, obleceny v tom istom ako cez den, tiez sa zahrial. Renému sa podarilo zohnat sponzora, ktory
mu zaplati super termooblek, v ktorom mu je fajn pocas -30°C diia, pokial sa aspoii trochu pohybuje. Co vsak so
spacakom? Moze René po skiisenostiach zo Slovenska ocakavat, ze ked’ si pocas — 30°C noci zalezie do svojho nie
prilis kvalitného spacaka, avsak obleceny v sponzorskom termoobleceni, v pohode sa vyspi? Potrebné udaje
nejako pozhdnajte, v pripade, Ze budete presne vediet, co potrebujete, potrebné udaje viak nie a nie zohnat a od
psycholéga si zoZeniete potvrdenie, Ze mdte googlefobiu, mozete mi napisat na ehmehm@pobox.sk a udaje
dodam.
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Hlinik se odst¢hoval do.. nie.. iné som chcel... Nepotésili jste mne, ani ja vas nepotésim. A
pritom to bol taky l'ahky priklad. Pozrite:

V prvom momente ¢loveka musi napadnat’ priama a pre rieSenie nevyhnutna otdzka: Kedy
zaZzivam chvile tepelnej pohody? Jedina plus-minus spravna odpoved’ na tito otazku je: Vtedy,
ked’ je moje telo vyhriate na spravnu teplotu. Aby vSak pohoda trvala dlhSie ako par sektnd, je
potrebné, aby sa prirodzenymi prostriedkami (pohyb, metabolizmus, nie drkotanie)
vyprodukovalo akurét tol’ko tepla, kol’ko sa stihne odovzdat’ do prostredia. Logicky, prva vec,
¢o potrebujem, je zistit, kol'ko tepla ¢lovek za sekundu vyprodukuje. A tu presne prichddza
Cas, kedy bolo treba zhanat, googlit' alebo sa spytat’ svojho (doteraz celkom) obl'ibeného
veduceho - mna. Boli by ste sa dozvedeli, Ze telo vyprodukuje zhruba 40 J tepla na sekundu na
m? povrchu pocas spanku a asi 115-150 J pocas chodze. Pre nas je dolezité, ze druhé &islo je
zhruba 3-krat vacsie ako prvé. Pre prechod tepla cez tepelny izolant plati nasledujici vzorec:
Ak napriklad spacék oddel'uje od seba dve prostredia s rozdielom teplot AT, plocha spacaku je
S, tepelny vykon, ktory spacakom prejde, je

p_ATS

R
kde R ma funkciu tepelného odporu spacaku (¢im lepsi spacéak, tym vacsie R). Je intuitivne a
da sa aj l'ahko odvodit, ze ak na seba natiahneme napriklad dva spacaky s odpormi R1 a R2
vysledna ststava bude mat’ tepelny odpor R1 + Ra.

Zrekapitulujme si to teda. Po zaspati klesa tepelny vykon tela na tretinu, pre pocit telesnej
pohody teda potrebujeme, aby no¢na izolacnd vrstva mala 3-krat vacsi tepelny odpor ako
izolacnd vrstva ktort pouzivame cez deil. Tento vysledok nezavisi od toho, ¢i sme u nas alebo
u Eskimakov. Spacak, ktory pouzivam na Slovensku by mal teda mat’ 2-krat (predpokladame,
7e spime obleceni) vicsie izolacné schopnosti ako izola¢na schopnost’ oblecenia ktoré nosim
pocas dia (plus koza a mala vrstva podkozného tuku, ktora sa moéze podchladit’ a teda tiez
funguje ako izolécia). Spacdk vhodny do eskiméackych podmienok bude teda muset’ nahradit’
d’alSie dva hyper super mega tutti frutti termoobleky a teda tiez nebude len taky hociaky. V

slovenskom spacaku by René pravdepodobne nezamrzol, ale telo by muselo produkovat’ skoro
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tol’ko tepla ako pocas dia a drkotanie, ktoré by na to bolo potebné, tazko nazyvat’ tepelnou
pohodu. End of the story.
Par myslienok na zéaver:

Castou chybou, za ktor(i ste mohli stratit zhruba jeden bod bolo, Ze ste sa uspokojili
s konstatovanim, ze pocas eskimackej noci musi Reného telo vyprodukovat’ viacej tepla ako na
no¢nom Slovensku. Ak nezistite (aspon zhruba) o kol'ko viac tepla potrebuje (alebo o eSte by
na seba musel natiahnut’, aby mu bolo fajn), neviete povedat’, ¢i rozdiel bude dost’ vel’ky na to,
aby si ho vobec vsimol.

Pozdravujem vSetkych, ktori boli zaryto presvedceni, ze na vyrieSenie potrebuju tepelny
odpor spacdku, termoobleCenia, farbu spacdku, meno Reného prababicky a 99. dislicu
V desatinnom rozvoji n. Tym, ze sme povedali, za akych podmienok je Renému v spacaku fajn,
sme jeho izolacné vlastnosti tplne urcili a nebolo treba ni¢ z uvedeného.

Tak isto, teploty u nas a u Eskimakov neboli potrebné a v zadani sa vyskytovali iba preto,
aby bolo jasné, ze pod termooblekom nemame na mysli tricko od Cifana s napisom
“termooblek”.

Teplota pokozky nie je pre pocit tepelnej pohody rozhodujica. Predstavte si, Ze z pocitu
Cistej nudy si idete v zime zasportovat’. Obujete tenisky aj s ret'azami a hajde behat’ do -10 °C.
Pri behu vyprodukujete 500-600" tepla, skiiste si viak prejst’ rukou po tele, pokozka je studena
ako pat’ dni po smrti.

V priklade sa vyskytlo viacero zanedbani. Napriklad, okrem oblecenia kladie teplu pri
prestupe odpor aj koza a istd vrstva podkozného tuku, chlpy a vzduch medzi nimi a tiez tenka
vrstvicka vzduchu obklopujuca oblek zvonku, ktord sa troSku vyhreje. Nastasie, pri
termoobleku (alebo aj spacaku) par chlpov a par (ehm) molekul vzduchu nehra podstatnu rolu.

Vzorec P = AT.S / R je pomerne intuitivny, tak isto ako skladacia vlastnost’ R. Na fyzike sa to
vSak u¢i pomerne neskoro a tak pokial’ ste si vzorec vypytali, napisal som vam aj ten.

A-2.3 Matusove sféry (vzordk Peto M. a Tomas, opravovali Marcel a Peto Z.)

Majme tri rovnaké kovové gule A, B, C. Umiestnime ich do priestoru tak, aby ich stredy lezali na priamke a aby
vzdialenosti |AB| = |BC| = |AC| / 2. VSetky gule nabijeme ndbojom Q. A teraz to pride. Vezmeme tenky dlhy vodi¢
a vsetky gule vodivo spojime. Ako sa prerozdeli naboj na guliach? Kolko tepla sa pri tomto cirkuse uvolni?
Mozete predpokladat, ze polomer guli v je zanedbatelne maly voci ich vzajomnym vzdialenostiam.

Ahojte. V celom tomto rieSeni budeme mat’ potencial rovny nule v nekonecnej vzdialenosti,
¢o okrem iné¢ho znamena, Ze potencial vo vzdialenosti I od bodového néboja g sa pocita ako

_ 9

Are,r

Teraz skusime zodpovedat’ na nasledujucu otazku: aky je potencial nenabitej gule s
polomerom r, ktora je umiestnena vo vzdialenosti @ od inej gule s polomerom r a nabojom Q?
Ozna¢me tento potencial ¢ a podme rozmyslat’ d’alej. PreCo odpoved na tito otazku nie je
trividlna? Nie je predsa problém zistit, aky prispevok k potencidlu spravi nabita gula.
Problémom je, ze vzniknuté elektrické pole spdsobi na nenabitej guli vznik indukovaného
naboja (jeho celkovy sucet musi byt samozrejme 0). Naboj sa naindukuje akurat v takej miere,
aby vnutri gule bolo nulové pole (inak by posobilo na vol'né elektrony v kove a nejednalo by sa
o elektrostaticku situaciu). Indukovany néboj vo vSeobecnosti ovplyviiuje potencial. Ako?
Hned’ zistime.

! Strasne, ohavne vel'a



Pridajme do systému este jednu gul'u s nabojom Q tak, aby naSa nenabitd gul'a bola v strede
medzi nabitymi gulami. Pole od jednotlivych guli sa v blizkom okoli stredu skoro presne
(vd’aka malosti pomeru r/a) vyrusi a na strednej guli sa tentoraz ni¢ nenaindukuje. To
znamena, ze do potencialu gule zaratame iba prispevky od obidvoch nabitych guli (a Ziadny
indukovany naboj). Celu tuto situdciu moézeme “navarit” nasledovne: Vezmime dve sustavy
dvoch guli, ako boli opisované v predchadzajucom odstavci a vhodne ich prelozme cez seba
(4. jednu sme zrkadlovo otocili) (prelozit’ znamend, ze v kazdom bode sCitame potencidly aj
hustoty naboja od obidvoch ststav). Z principu superpozicie vSak vieme, ze gula bude mat
potencial 2¢ (= ¢ + ¢). Tento potencial vznikol z dvoch prispevkov nabitych guli ateda
prispevok jednej gule je presne ¢, o je ale celkovy potencial gule v pripade z minulého
odstavca. V pripade z minulého odstavca teda prispevok od indukovaného naboja musi byt
nulovy.

Tento vysledok ndm umoznuje pri pocitani potencidlov zanedbéavat’ prerozdelenie naboja na
guliach v désledku indukovaného naboja (gula ma nejaky vlastny naboj, ktory sa v kazdom
mieste scita s indukovanym a vysledok vyzerd tak, ako keby sa povodny naboj trochu
preskupil). Uvedomte si vSak, Ze tento vysledok sme museli pracne vypotit' a je vrcholne

ohyzdné tvarit’ sa, ako keby $lo o samozrejmost’. Q Q Q
Zvysok prikladu st viac menej mechanické 2 1 2

ratacky: Ozna¢me vysledné naboje a potencidly na ") ) ")

prostrednej guli ako Qi1 a ¢1, na krajnych guliach 2 1 2

ako Q2 a ¢2. Pre potencialy mézeme napisat

rovnice:
¢1~ 1 |:&+2&:|’ ¢2~ 1 |:&+&+&:|

Arey | ¥ a dre, | r a 2a

Pribliznost’ tychto rovnic spociva v tom, Ze nevieme presne povedat, ktoré ¢islo z intervalu
<a— r,a+ I’> mame povazovat za vzdialenost’ susednych guli pri vypocte potencidlu. To nés

ale trapit’ nemusi pokial' r<<a. RieSenim sustavy rovnic ¢1= @2 (gule si predsa vodivo
spojené) a Q1 + 2Q2 = 3Q dostaneme

2r r

Ql:Q_Ga—?rQ’ Q. :Q+6a—7r

Q

r
Na kazdu krajn gul'u teda priteCie z prostrednej gule naboj pribliineG—Q . Ak chceme este
a

zistit,, kol'ko tepla sa pri tomto preskupovani naboja uvolni, musime spocitat’ energie guli. Pre
energiu gule s nabojom Q a potencidlom ¢ plati E =— Q.¢ /2. Ked'Ze uz mame vzorce pre
potencidly ¢1, @2 a vieme tiez, kol'ko naboja sa spojenim preskupi, je uz iba otazkou
mechanického ratania, dostat’ sa k pribliznému vysledku
Q’
48rs,aa’

ktorého pribliznost’ spociva v tom, ze sme zanedbali ¢leny vyssich rddov. A to je uz vsetko, co
bolo treba spocitat’.

Niekol'ko slov k vasim rieSeniam. Vel'a z Vas zanedbalo vsetky Cleny typu r/a, ktoré Vam
prisli pod ruku, a tak ste zistili, Ze naboj sa vobec nepreskupi. V zadani sme sice napisali, ze r
je zanedbateI'ne malé voci a, ale ak zanedbate vSetky r, dostanete trividlne rieSenie, za ktoré
nemdzete mat’ plny pocet bodov. Z tejto tlohy si zoberte nasledujiice ponaucenie. Ak sa niekde
spomina malost’” veli€iny r voci veli¢ine a (obe musia byt v rovnakych jednotkach!!!),




v

ukazka:
2
4842115 ~48+2°
a a a
Na zaver dodavam, ze to bol priklad tazky a netreba sa nim nechat’ zdeptat. POvodne sme vam
chceli dat’ z elektrostatiky ratat’ nieCo mali¢ko jednoduchsie. Nepodarilo sa a hned’ po odhaleni
vinnikov budem potrestany.

A-2.4 Vodny vyron (opravoval Robo A.)

Nadoba tvaru kvadra s obsahom podstavy S1 je naplnena vodou do vysky H. Na spodku nadoby
je zboku otvor s obsahom S; (S:<<Sy), ktorym méze z nadoby vytekat voda vodorovnym smerom.
Pri otvore je umiestnena nekonecna naklonena rovina, ktora zviera s vodorovnym smerom uhol o
(pozri obrazok). Za aky cas T dopadne posledna kvapka vody z nadoby na tuto naklonenu
rovinu?

Ahojte. Predpokladam, Ze ste uz kvoli vodnému vyronu vyronili mnoho siz, a preto sa radsej
rychlo pustime do rieSenia. Z dna nadoby, ktora je naplnena vodou do vysky h, vyteka voda

podl'a Torricelliho vztahu rychlostou v2 = \/2gh (ahko to mézeme dostat z Bernoulliho

rovnice ¢gh=cv,?/2). Hladina vody v nadobe potom podla rovnice kontinuity klesa
rychlostou

Vi =V2S2 / S1=S24/2gh / S1,
z ¢oho pre h dostaneme h = S12v12 / 29S22.
(ked’ to porovname s rovnicou pre rovnomerne zrychleny pohyb h = at? /2 =v?/ 2a, ihned si
vs§imneme? jednozna¢nt podobnost a vidime, Ze rovnice s totozné pre a=gS:%/S$i?).
Moézeme teda povedat’ , Ze vodnd hladina v nadobe klesd rovnomerne spomalene, so
spomalenim a. Potom vSetka voda vytecie z nddoby za ¢as

[2H s, [2H
t, =, —=-"1|—.
a S,\9

Teraz potrebujeme vyjadrit’ zavisost’ ¢asu od zaciatku vytekania od rychlosti, ktorou voda
prave vytekd. Ked'Zze zavislost’ rychlosti od aktualnej vysky hladiny mame, sta¢i nam vyjadrit’
¢as od zaciatku ako rozdiel Casu, za ktory vyte€ie z nadoby vSetka voda a Casu, za ktory by
vytiekla voda, ktora je v nddobe aktudlne:

LS /Zj_iﬁ_i( /z_H_v_z]
Y s,Ve S,Vg S,\Vg g

Teda uz mame skoro vsetku robotu za sebou. Ked’ zvolime pociatok stiradnicovej ststavy do
bodu, z ktorého voda vyteka, je rovnica priamky (teda vlastne roviny), na ktora voda dopada®
y = - Xtg a.
Poloha kvapky, ktora vyletela z nadoby rychlostou V2 je v ¢ase t2 od vyletenia popisana
Vv tychto suradniciach rovnicami:

2 Je to uz tak, svet je bohaty na javy a chudobny na zavislosti (hlavne, pokial dost zanedbadvame

a zjednoduSujeme), ktoré ich popisuju. Preto je bezné, ze podobne ako tu, medzi dvoma javmi najdete analdgiu
ktora vam cela plejadu vysledkov da uplne ,,zadarmo*. Zaujimavé st napriklad analdgie medzi mechanickymi
a elektrickymi oscilatormi (RLC).

3 Inym (pre niektoré priklady vel'mi vhodnym) sposobom opisu je zvolit’ si siradnicovii sstavu tak, aby
naklonena rovina splyvala s osou X. Vtedy ista zlozka g urychl'uje kvapku v smere osi X, ¢o vSak spdsobi len
minimalne komplikacie.



X =Vt y = -gt2 / 2.
Ked’ sa trajektoria kvapky pretne s naklonenou rovinou, musia sa logicky suradnice kvapky
a roviny zhodovat’, teda
— gt 2 =—Vvatatg a, Eize V2 = gtz / 2tg a.
Dosadenim tohto poznatku do rovnice pre cas t; dostaneme:

t—i ﬁ_ L
s,V g 2ga)

Odtial’ vyjadrime t2, dosadime ho do rovnice pre celkovy cas, teda sucet casu, ktory kvapka
stravila v nddobe a Casu, ktory letela vzduchom (pre vypocet vakuuom) a dostaneme:

T=t +t, =(1— Zitgocjtl + 2—H2tgoz.
S e

Druhy séitanec je vlastne konStanta zhodna pre vsetky kvapky, takze vysledok neovplyvni.
Doélezity je teda vyraz v zatvorke. Ak je kladny, teda tga <'S,/2S,, podnikne najzdihavejsiu

put’ kvapka, ktorda mé najviacsie ti, teda kvapka, ktora vyletela z nadoby ako posledna. Tato
kvapka sa ale vlastne ihned dotkne naklonenej roviny. Teda poslednd kvapka sa dotkne

Sy |2H
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Ak je vyraz v zatvorke zaporny, teda tga > S, /2S,, bude trvat’ cesta najdlhsie kvapke, ktora

naklonenej roviny presne za Cas, za ktory vytecie vSetka voda z nadoby: T =t =

bude mat’ najmensie mozné t1, ¢o je t1=0. Potom sa posledna kvapka dotkne naklonenej roviny
/ZH
za Cas rovny len druhému séitancu: T = | —2tg« .
g

Posledné kvapka vody dopadne na naklonent rovinu za ¢as uréeny jednym z tyhto dvoch
vztahov. Ktory to je, uréuje vztah medzi zadanymi veli¢inami a, S1, S2. A este jeden bonus. Je
zrejmé, ze ak je vyraz v zatvorke rovny nule, dopadnt vSetky kvapky na naklonenu rovinu
naraz, ¢o je zaujimavy vysledok. Dafam, Ze sa z neho teSite rovnako ako ja©




