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1. Dovolenka pod tlakom (opravovala Kaja)

Samko a Helboj sice maji réznorodé cestovatelské chitky, ale obaja sa radi potdpajid. Po poslednej
navsteve zahranidia sa stretli a vymiefali si svoje zaZitky. Samko, ktory oblubuje hory, sa bol potdpat
v jazere v Tibete. Helboj md zas rad sInko a teplo, preto si zasiel niekam k moru. Tak sa spolu zamysleli
nad tym, ¢i na Samka pdsobil pdt metrov pod hladinou jazera v Tibete rovnaky tlak ako na Helboja, ktory
sa len tak vznasal na hladine mora. Je tomu tak alebo nie? Na hladine jazera v Tibete bol tlak 50 kPa,
na hladine mora 100 kPa. Okrem toho by ich zaujimalo aj to, predo potapadi vzdy prerdtavaji hibku na
nasobky atmosférického tlaku na hladine aj napriek tomu, Ze keby Samko a Helboj chceli zo svojej pozicie
zist nizsie pod hladinu, z tlaku by nevedeli zistit, ¢i sa nachadzaji vo velkej nadmorskej vyske o pat metrov
nizSie, alebo pod hladinou mora.

Ked si len tak chodime po svete, posobi na nas tlak zodpovedajuci tiazi vzduchu (atmosféry)

nad nami. Pri potdpani sa k nemu navySe pridava tlak vody. Nenechajte sa vSak oklamat!

Predstava, Ze kazdy si nesie svoj vodny & vzdusny stipec a dri ho svojou silou, aby nespadol,

funguje len na vodorovné plochy. Tlak ale narozdiel od sily nema smer a posobi rovnako na

hocijako orientované plochy. Lepsiu predstavu by nam poskytla casticova fyzika alebo fyzika

kontinua. Preco nam ich netreba? Lebo odpoved bude pre tento jednoduchy pripad rovnaka.
Prejdime k vipoétu. Tlak vody v hibke h je

p=pa+mg/S =pa+ (hSp)g/S = pa + hpg,

kde p4 je tlak atmosféry pri hladine. Tento vzorcek ste uz zrejme stretli. Dosadime don situécie
nasich turistov. Helboj je na hladine, ¢ize h = 0 a p6sobi nanho len tlak pa, v jeho pripade
100 kPa. Samko sa ponoril do hibky A = 5m pri atmosferickom tlaku py = 50kPa, takze
vysledny tlak nafiho bude p = 50 000 kPa+ 5m - 1000 kg/m? - 9,8 m/s*> = 98 kPa. Tlaky st teda
naozaj zhruba rovnaké.

A ¢im st teda zaujimavé tie nasobky tlaku atmosféry? Zrejme tym, ako tlak prostredia
vplyva na nase telo. V dychacej stistave a v strednom uchu mame dutiny naplnené vzduchom.
Objem plynu v nich je nepriamo timerny vnatornému tlaku.! Pri potdpani bez pristroja sa

1Stavova rovnica hovori, ze pV = NET, ¢ize pri konstantnej teplote pV = konst..
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objem plticnych komorok prisposobi tak, aby sa vonkajsi tlak vyrovnal vnttornému. Ked tlak
prostredia stipne na dvojnasobok, objem vzduchu v pltacach klesne na polovicu. Samkovi sa
to stane pri ponoreni do piatich metrov, Helbojovi aZ v hibke 10 metrov. Dychaci pristroj ndm
vie spravny tlak zabezpecit automaticky.

Dutina stredného ucha nevie prisposobit svoj objem, a preto si potdpaci vyrovnavaja tlak
v nlom s tlakom v plicach otvorenim Eustachovej trubice. Je ddlezité robif to dostato¢ne casto,
inak dojde k poskodeniu usného bubienka. KedZe bubienok je na rozhrani dvoch tlakov, silu
naii posobiacu uréuje ich rozdiel a potapaca zrejme zaujima aj absoltitna zmena tlaku s hibkou.
Tlak v usSiach sa v8ak narozdiel od prispdsobenia plic da kontrolovat empiricky.

2. Divny suvenir (opravoval Vladko)

V Thajsku si Miso kipil zaujimavy predmet. Pozostava zo Stvorcovej dosky, ktora sa sklada zo 121
mensich rovnako velych Stvoréekov, ktorych strany sii rovnobezné so stranami pévodného Stvorca. Misa by
zaujimalo, pod ktorym stvoréekom ma podopriet dosku tak, aby sa neprevratia. Predavac na trhu mu to
vSak nechcel prezradit, Ze vraj na to ma prist sdm. Dal mu vSak hint. Takze jediné, ¢o MisSo teraz vie, je,
%e $tvordek na pozicii [i, 5] vazi 1 + cos(im/11)sin(jm/11)? gramov (Stvoréeky st &islované v riadkoch aj
v stipcoch od nuly.). Samozrejme, ze MiSo ma k dispozicii aj pocitac ;).

Vieme, Ze miesto podopretia sa nachddza pod taziskom Sachovnice. KedZe Sachovnica sa skladé,
z homogénnych Stvorcekov, tak si ju mozeme nahradit modelom 121 hmotnych bodov. Tieto
body maji hmotnost jednotlivych policok a nachédzaju sa v ich strede. Pre z-ova stradnicu
taziska modelu plati

~ 121 J

kde x; je xz-ova sturadnica k-teho policka a my je jeho hmotnost. Pre y-ovi stradnicu plati
obdobny vztah, ktory uz hddam nie je potrebné uvadzat.

Ako v zadani uz bolo naznacené, tak najlepsie sa nam sturadnice vypocitaju pomocou po-
¢itaca. Sposobov vhodnych na pouzitie je velmi vela. My uvedieme dva: numericky pomocou
tabulkového editora Calc® a programéatorsky pomocou jazyka C++ a pomocou jazyka Python.

V tabulkovom editore vieme vypodcitat hmotnost kazdého policka. Mozeme si spravit Stvor-
covu tabulku, kde na obvode budii vyznacené stradnice policok. Napriklad do buniek A2 az
A12 napiSeme ¢isla od 0 po 10 na oznacenie riadkov (i stiradnica poli¢ka) a do buniek od B1 po
L1 vpiseme ¢isla na oznacenie stipcov (j stradnica policka), teda napriklad bunke C4 prisliicha
pozicia [1,2]. Ak chceme na kazdej bunke mat vypisani hmotnost prislusného policka, tak do
bunky B2 napiseme =1+C0S(C$1*PI () /11)*SIN( $A4*PI()/11). Znak $ slazi na fixovanie st-
radnice bunky, teda teraz uz nemusime vypliiovat vzorcom vSetkych zvysnych 120 buniek, ale
staci klikntat na pravy dolny roh bunky B2 a potiahnutim vzorce prekopirujeme. Calc automa-
ticky zmeni stiradnice buniek pouzivanych vo vzorci, ale napriklad potiahnutim dole sa idaj vo
vzorci Cast C$1 nezmeni, lebo ¢islo 1 sme zafixovali.

2 Argumenty sinusu aj kosinusu po¢itame samozrejme v radidnoch.
3 Calc je obdoba programu Fzxcel, vzorce pouZivané v popisovanom néavode st tiplne kompatibilné s Excel-om,
teda tento navod je vhodny aj pre , Excelistov®.

2 otazky@fks.sk



°
FKﬁ Vzorové riesenia 3. kola zimnej casti

Ked uz méame zistent hmotnost kazdého policka, tak si vSetky hmotnosti s¢itame, napriklad

121
prvy riadok sé¢itame prikazom =SUM(B3:L3). Sc¢itame vsetky policka a ziskame ka. Dalej
k=1
121

chceme ziskaf Z:ckmk Takze kazdy vzorec vynasobime jeho i-ovou sturadnicou zvacsenou
k=1

0 0,5, lebo tazisko $tvorceka na pozicii [4, j| sa nachddza na stradniciach [i + 0,5, j +0,5]. Takze

uz jednoduchou sumaciou s¢itame takto upravené vzorce. Podiel tejto sumy a predoslej je z-ova

sturadnica taziska. Podobnou tpravou vzorcov zistime druhi stradnicu a dostaneme:

121
S aum
— 535.53
k=1 )
X1 =55 T 127,96 419
my
k=1
121
2_ vk 707.23
k=1 )
=T 127,96
my
k=1

Teda Stvorcek treba podopriet na pozicii [4, 5].

Ak ste sa rozhodli rieSenie naprogramovat, tak pri ratani jednotlivych sim pouzijeme dva
vnorené for cykly. Jeden ide cez riadky a druhy cez stipce. Na ukazku si ukazeme ako vypocitat
sumu, ktora sa nachadza v c¢itateli Xp. V jazyku C++ to vyzera takto:

#include <iostream >
#include <cmath>

using namespace std;
int main() {
float sumax = O0;
for ( int i=0 ; i< 11 ; i++) {

for (int j = 0; j <= 10;j++) {
sumax += (1 + cos(i*M_PI/11) % sin(j*«M.PI/11)) % (i+0.5);
}
}

cout << sumax << endl;
return 0;

A takto by vyzeral kéd v Pythone:

from math import cos, sin, pi

sumax = 0

3 otazky@fks.sk
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for i in range(11):
for j in range(11):
sumax += (1 + cos(ixpi/11) * sin(j*pi/11)) * (i+0.5)

print (sumax)

Po zbehnuti programu mé premenné sumax v oboch pripadoch hodnotu 535,53, ¢o sa zhoduje
s vysledkom predoglého spdsobu. Akceptujeme rieSenia robené v roznych tabulkovych editoroch
alebo kodené v réznych jazykoch. Pocet ziskanych bodov zavisi od toho, ¢i vami popisana
metoda vypoctu dava presné a spravne vysledky.

3. Packy (opravoval Jimi)

Enka sa naposledy zamyslala nad otdzkou, pre¢o ked sa dotkne prstami skleneného pohéra s vodou,
tak okrem koncekov svojich prstov , nevidi ni¢", iba bielu hmlu. Dokazali by ste jej poradit?

Obr. 1: Co vidi Enka

Najprv sa zamyslime nad tym, ktora ¢ast zadania je vlastne dolezita: Skleneny pohér, alebo
voda v nilom? Overit to nie je fazké: Napustime si vodu do pohéra, chytime ho tak, ako Enka a
pozrieme sa zhora. Rychlo zbaddme, o com hovori: Rozmazané pozadie, ostré konceky prstov...
Ale prsty nikde! Sktisime sa pozriet na vodu zboku. .. A uz vidime nieco iné! Tentokrat uz vidime
aj svoje prsty! Skusime eSte chytif prazdny skleneny pohér... Prsty vidime. To znamena, ze
voda vnutri bude velmi dolezita! Skiisme to este s plastovou flasou... A aha, stane sa to isté!
Sklo teda asi az tak ddlezité nebude.

Co ale sposobuje tii hmlu? Nie je to len rozostreny obraz, lebo by sme prsty videli, aj ked
rozmazané. Skisime mévat vSade okolo pohéra... A zistime, Ze ak mavame pod nim, hmla, ¢o
vidime na hladine, sa meni. Skisime prilozit farebny papier... A aha! Zrazu je farebna. Takze
asi tam vidno to, ¢o je pod pohadrom. Neda nam, a skiisime to isté pre pripad, ak sa pozrieme
zboku. Teraz vidime rozmazané prsty, ale ni¢ z dna! Tak to vyzerd, ze svetlo v pohari nam
dobre cestuje len medzi protilahlymi stranami! Ako je to mozné?

Spomenme si na lom svetla a Snellov zakon: n; - sina = ny - sin 5. Uhol lomu £ zavisi od
jednotlivych indexov lomu*. Pre vzduch je tento index ny,quen = 1 a pre vodu ng,o = 1,33.
Netreba vSak zabudnuf, Ze tdto rovnica nemd vZdy rieSenie. Ak svetlo prechddza z opticky
hustejsieho prostredia (voda) do opticky redsieho (vzduch), tak pre velké uhly a dostaneme
sinf > 1. Oc¢ividne tu je nieco zle. Zamyslime sa a zistime, Ze vtedy sa svetlo nelame, ale
rozhranie voda-vzduch funguje ako sklo a svetlo sa odraza.

4Index lomu je vlastnost latky vyjadrujtica ako rychlo sa v nej §iri svetlo.

4 otazky@fks.sk
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Ked uz sme vyzbrojeny tymito faktami, problém s poharom pre nés uz nepredstavuje prob-
lém :). Najprv sa pozrieme na pripad, Ze sa pozerdme do pohara zboku. Vidime pekne vSetko,
prsty aj ich okolie. To je preto, Ze luce od naSich o¢i k prstu prechadzaju pekne. Ak vcha-
dzaju do pohara pod uhlom «, na rozhrani vzduch-voda sa zlomia sa ku kolmici a ked z nej
vychadzaji von tak sa zlomia smerom od kolmice a vo vzduchu op#t putujt pod uhlom a®. To
znamena, ze vSetko je tak ako by sme chceli.

Ak sa vSak pozerdme zvrchu, rozhrania uz nemozeme povazovat za paralelné, pretoze to,
cez ktoré luce vchadzaja do vody je kolmé na to, cez ktoré vychadzaji. To znamena, Ze tu uz
uplny odraz na druhom rozhrani moze nastat.

Obr. 2: Prechod ltuc¢a prichadzajiaceho z boku

Skiisme odhadnif, kedy sa tak stane. Povedzme, Ze lGc¢e sa hybu v jednej rovine a rozhrania
st na seba kolmé. Na rozhrani voda-vzduch nastane uplny odraz v pripade, ked by vychédzajuce
la¢e mali byt pod uhlom v > 90°, ¢ize vchadzat musia pod uhlom 8 > arcsin (nyuquen/nw,0) =~ 48,75°.
Teraz jednoducho z Pytagorovej vety zistime, Ze na prvom rozhrani sa museli lamat pod uhlom
< 41, 25°. To znamen4, Ze ak sa do pohara pozerame pod uhlom a < arcsin (1,0 /Myzdueh Sin(1 — 3))

~ 61,27°, ¢o je skoro vzdy.

Obr. 3: Prechod luc¢a prichadzajiceho zospodu

Hmm a ¢o teda vidime? To, ¢o vidime dobre, st nase konceky prstov. Od nich svetlo bez
problémov doputovalo priamo k nam prave preto, lebo st nacapené na skle. Tam nenastava

5Svetlo sa samozrejme ldme aj na rozhraniach vzduch-sklo a sklo-voda. Vo vipoctoch a v popise to viak pre
jednoduchost nebudeme uvazovat.

) otazky@fks.sk
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ziaden lom svetla. No v medzerach medzi nimi je vzduch a pred chvilou sme zistili, Ze ten
funguje skoro vzdy ako zrkadlo. Takze k nam vlaste neprichadzaju luce zboku pohara, ale zo
spodu, ktoré sa akoby odrazili od zrkadla. (Uvazujme, Ze ni¢ komplikovanejsie sa tam nedeje.
Samozrejme, v skuto¢nosti by sme mali zapocitat aj sklo a presny tvar, ale nasa aproximécia
nam stac¢i.) Ako vieme, ze zospodu? No predsa sme pozorovali, Zze hmla sa nAm meni, ak robime
pod poharom neplechu.

Zaujimavé tedria, ze? Ako si ju eSte mozete overit? Skuste si namocit prsty a tie pricapit na
sklo. Tam budete vidief tt takzvand hmlu oc¢osi inaksie. Uplny odraz tam nenastane. Pokojne
si to zratajte, ale teraz nemozete zapocitat aj to sklo ;).

4. Drzgrosska (opravoval Plysak)

Dokéazeme na zaklade zvuku dopadajiicej euromince zistit, o akdi nomindlnu hodnotu islo? Odpori¢ame
zvolit si nejakd dobre tvrd(l podlahu a experiment zopakovat dostatocne velakrat, aby sme ziskali dobri
Statistiku (nezabudnite si nahrat aj Sum okolia). Nasledne skiiste odpovedat na otazku, ¢ je nejakd korelacia
medzi tvarom spektra zvuku a nomindlnou hodnotou. Na analyzu zvuku odporicame pouZit program
Audacity. Nebodovany bonus nakoniec: Dokazali by ste zistit pri naraze dvoch minci naraz ich sumu na
zaklade vasich vysledkov?

Rozhodli sme sa, ze v tomto vzoraku presne ukazeme, ako postupovat pri experimente. Najprv
sa zamyslime nad tedriou, potom zrealizujeme experiment a nakoniec zanalyzujeme nase vy-
sledky.

Teoria

Dopad mince na tvrdy povrch mozno v istom zmysle aproximovat buchnutim do bubna. Kedze
s bubnom sa kazdy neraz hral a reakcia bubna na biichanie don je zjavna, vysvetlime si teore-
ticky princip naSej tlohy na tomto priklade. Bubon budeme uvazovat v pribliZeni obru¢ + bla-
na/membrana. Po tresnuti do membrany bubna sa spomenutd membrana rozkmitd s istou
frekvenciou f, ¢o uvedie do pohybu aj vzduch v okoli. Takato vlna vo vzduchu sa $iri priesto-
rom a my ju vnimame ako zvuk. Teraz spif k minciam. Samotna minca sa pri naraze na tvrdy
povrch (~ buchnutie do bubna) bude tiez spravat ako membrana. Nakolko kazdy predmet ma
nejakt svoju vlastna frekvenciu, aj mince ju budi maft, a presne tuto frekvenciu zazname-
name pri nasich meraniach. Takze ak maji dva predmety rozne vlastné frekvencie, mali by sme
ich vedief rozoznat. To vSak zavisi od parametrov $tudovanych predmetov — hustoty, velkosti,
modulu pruznosti . Pre mincu vieme odvodit priblizny vztah

1 |FE
f = 2_ R
r\l p
kde r je polomer mince, p jej hustota a E modul pruznosti materiélu, z ktorého je vyroben4.®
Avsak tedria predpoklada, zZe to je ¢isty kus okrithleho kovu, ¢o mince rozhodne nie s, ale takto
mame aspon nejakiu zékladni predstavu, ¢o mozno ocakavat.

6Toto sme samozrejme od vas nechceli.

6 otazky@fks.sk
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Postup prace

PouZit4 aparattra (vid Obr.4): mikrofén, okenny parapet!?, mince (1 a 2 eurovka, 50, 10, 5, 2
centovka).

Obr. 4: Pouzitd aparatura

Mikrofén sme umiestnili v dostatocnej vzdialenosti od miesta, kde sme ocakavali dopad
mince, aby nedostal zasah. Zvolili sme si vysku h, z ktorej sme mince hadzali, spustili sme
nahravanie v programe Audacity a nakoniec pustili aj mincu. Audacity sme zastavili a zobrazili
zachytené spektrum.

Zapisali sme si hodnoty pikov a cely postup opakovali pre kazd mincu desatkrat. Nezabudli
sme ani na meranie okolitého Sumu, respektive analyzy zvuku, ktory vytvara samotna parapeta.
Nakoniec este spravime jedno meranie: naprazdno do nasej podlozky tresneme, aby sme ziskali
frekvenciu Sumu na pozadi kazdého merania.

Experimentalne vysledky

Buchnutie naprazdno do parapetu sme namerali ako Sum f = 229 Hz, a pri vSetkych meraniach
sme tuto frekvenciu vylucili. Takze vysledné frekvencie, ktoré sme namerali vyzeraji nasledovne

!Najprv sme pouzili keramicky tanier okrtthleho tvaru, ¢o ndm vsak ako vysledok déavalo piky vsetkjch
spektier na rovnakych frekvencidch. Jedinym odliSenim jednotlivych minci bol pocet harmonickych funkcii
(pikov), ktoré ich spektra obsahovali. Zaverom je, Ze tanier sa tieZ spréval po néraze ako membréna a ,,prehlusil®
mince.

2Skisili sme aj meranie na kachlicke, ¢o viak opit neviedlo k uspokojivym vysledkom.

7 otazky@fks.sk
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Spektrum nameranych frekvencii
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Obr. 5: Charakteristické frekvencie pre jednotlivé mince

Je zrejmé, Zze pre vsetky mince si vyznac¢nymi frekvenciami ~ 2600 Hz, 2000 Hz, 680 Hz.
Cize nas budi zaujimaf tie zvysné. Vidime, Ze by sme mohli byt schopni rozlisit, ¢i sa jedna
o dvoj-, pit- alebo desatcentovky, ktoré maja sice az Styri dalSie spolocné spektralne Ciary
5100 Hz, 4000 Hz, 800 Hz, 720 Hz, No v tych zvysnych sa odlisuju. Spektra dvoj- a jedno-
eurovky a p#fdesiatcentovky zrejme nebude mozné odligit, kedze ich spektra vykazuji vysoki
podobnost, az na zopéar frekvencii, pricom pétdesiatku by sme mohli priblizne urcif na zaklade
chybajicej f = 2200 Hz v spektrach eurovych minci.

Zaver

Pri vii¢Som mnozZstve merani a zozbierani velkého poc¢tu dat by sme azda boli schopni uréovat
s dostato¢nou presnostou nominalne hodnoty eurominci podla ich zvuku pri dopade na vhodny

.....

eurovych, ktoré sa vyrazne odlisuju velkostou, hmotnostou a materidlom, z ktorého st vyrobené.

Dodatok

Meranie sme kvoli overeniu uskutocnili aj tak, ze sme do mince zavesenej na Snurke cinkali klin-
com priamo pred mikrofénom. Dosiahnuté vysledky sa zhodovali s nagimi predchadzajicimi,
a teda zvoleny postup mozno pokladat za spravny. AvSak pri takomto pristupe by sme potre-
bovali omnoho citlivejsi mikrofén, pretoze vibracie minci, ¢iastoc¢ne rusené priamym stykom
so Snurkou, boli velmi slabé. Pri centovych minciach sme uz bojovali s problémom, ¢ vobec
bude zvuk narazu zachyteny. Aj v tomto pripade sme nezabudli odmerat frekvenciu klinca
buchnutého o nejaky neutralny povrch, a jeho frekvencie sme zo spektier vylacili.

5. Idealne plyny? (opravoval MatoB)

Tento priklad je interaktivny a jeho zadanie je len v elektronickej podobe, ktori ndjdete na nasej
internetovej stranke http://fks.sk.

8 otazky@fks.sk
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Téato tloha nebola vobec taka fazkd. Vyzadovala si len kasok trpezlivosti. Stacilo zo simulacie
vSetko starostlivo odmerat a potom uz len pouzif kisok zdravého rozumu na interpreticiu
vysledkov.

Prva poduloha

Ako zistime v akej faze sa nachadza nas systém? Spomenieme si, ¢o sme sa ucili v skole.

V pripade plynu prevazuje kinetické energia ¢astic nad potencidlnou a molekuly vypliaji
skoro cely priestor krabice. Celkové energia takého systému je kladné a moze byt celkom velka.
Ak teplotu plynu postupne znizujeme, tak pri nasich parametroch (pocet castic 200 a objem
krabice 2500) zacne plyn v okoli teploty 0,5 postupne kondenzovaf. Zaént sa vytvarat malé
zhluky - kvapky, ktoré vsak esSte stale obsahuji pomerne vela energie a okolity priestor zatial
zostava vyplneny plynom. Kinetickd energia zac¢ina byt porovnatelné s potencidlnou a celkova
energia systému sa zacina pohybovat v okoli nuly. Ak teplotu zniZime este viac, tak sa dostaneme
do kvapalnej fazy, kde skoro vSetok plyn skondenzoval az na zopar velmi rychlych molekdl.
V kvapalnej faze ma, teraz uz pomerne velka, kvapka stéle celkom vela kinetickej energie, ¢o sa
prejavuje tym, Ze nema staly tvar a atomy sa neustale preskupuju. Ak teplotu este viac znizime,
dostaneme sa do tuhej fazy, kedy potencialna energia vyrazne prevysuje nad kinetickou a celkova
energia systému je zaporna. V tejto atémy inertného plynu skondenzovali do Sestuholnikove;
krystalickej mriezky”.

Stacilo teda menit postupne teplotu systému, dat si pozor na spravne odmeranie velicin
(vzdy stlac¢it ,Vynulovat“, pred tym ako ideme meratf) a nechat systém chvilku ustélif sa na
danej teplote.

Na nasledujtcich obrazkoch mozete vidiet ukézkové fazy inertného plynu v krabici pri roz-
nych parametroch. Vo vsetkych pripadoch je pocet castic 200 a objem krabice 2500.

Obr. 6: Celkova energia je 163 a teplota 1.05 Obr. 7: Celkova energia je -27 a teplota 0.47

"Spravanie atémov inertnych plynov sa d4 ,simulovat aj s bublinkami na povrchu kvapaliny. Koho to
zaujalo, nech si otvori Feynmana alebo si vyhlada termin ,bubble rafts®.
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°
FKﬁ Vzorové riesenia 3. kola zimnej casti

Obr. 8: Celkova energia je -312 a teplota 0.40 Obr. 9: Celkova energia je -500 a teplota 0.02

Este jedno malé pounacenie do zivota. To, Ze celkova energia systému je zaporna, znamena,
7e sa systém nachadza vo viazanom stave®. Inak, teda velmi popularne, povedané, molekuly
sa nemdzu pohybovat Iubovolne, kedZe nemaji dostatok energie na prekonanie pritazlivych
medzimolekularnych sil.

Druha podiloha

Opit stacilo nastavif parametre ako v zadani a postupne citlivo menif teplotu. Ak ste boli
dostatocne trpezlivi, dostali ste graf podobajuci sa na tento:

0,02

0,015
—
E 0,01
Simulicia
Idedlny plyn
0,005
o
o 0,2 0,4 o6 o,8 1

Teplota

Obr. 10: Znazornenie zavislosti tlaku od teploty pre plyn v simulacii a pre idedlny plyn

Pre teploty blizke jednej maju silové interakcie este maly vplyv, ¢o znamena, Ze sa systém
sprava ako idealny plyn. Pri teplote 0,5 vSak atémy zaCinaju postupne kondenzovat, a preto
zacina klesaf tlak (molekuly nevytvaraju ani v kvapalnom ani pevnom skupenstve tlak na steny

8Sktiste si rozmysliet a prepoéitat, kedy sa napriklad planéta nachadza vo viazanom stave voéi hviezde, okolo
ktorej obieha a ¢o sa s nou stane, ak by mala celkovt energiu kladni.
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nadoby). Pri teplote okolo 0,2 skondenzuji uz skoro vsetky atémy, vdaka ¢omu tlak plynu tplne
vymizne, aj ked atémy maji nenulovii teplotu. Tento vysledok sa dal intuitivne ocakévat, kedze
molekuly nemaju dostatok energie na to, aby opustili pritazlivy potencial kratko dosahovych
sil a idealny plyn sa nevola idedlny len tak pre ni¢ za ni¢, ale preto, lebo sa predpoklada, ze
molekuly sa medzi sebou navzajom necitia. Je teda prirodzené ocakavaft rozdielne spravanie pre
systém, ktory uz silova interakciu zahtna.

Vsimnite si, ze vysledky simulécie jemne fluktuuji okolo priamky na pT diagrame. To je
sposobené diskrétnou povahou nasej simulacie a z toho vyplyvajacich nepresnosti pri vypocte
tlaku a teploty (priemernej energie).

Tretia poduloha

V tejto Casti sme na vas nachystali maly chytak.

Ak ste sa hrali so simulaciou, tak ste prisli na to, Ze teplota mierne poklesla, ale tlak sa
skoro vObec nezmenil. Predstavte si, Ze mam nadobu a urobime do nej dierku. Intuitivne by
sme ocakévali, Ze s vychadzajicimi molekulami bude tlak plynu v nddobe klesat. V skutoc¢nosti
by to tak naozaj bolo, no v nasej simulécii je to inak! Preco? Jednoducho preto, Ze pri simulécii
sa pocita tlak na vsetky steny nadoby, nie len na steny tej casti, kde sa molekuly nachadzali
povodne. Ak teda rychlejsie molekuly odidu z prvej ¢asti nadoby, tak moézu narazat do stien
v druhej ¢asti nddoby. NavySe nemdzeme tvrdit, Ze by druhé cast bola nejaké vakuum, kedze je
to porovnatelne velké cast ako ¢ast vpravo. To znamen4, Ze rychlejSie molekuly sa mézu z pravej
Casti vracat spit a odovzdavat tak hybnost a energiu aj z druhej casti naddoby do prve;j.

KedZe medzimolekularna vzdialenost sa zviicsila, teplota vyraznejSie poklesla, potenciilna
energia medzi molekulami o ktisok naréstla a molekuly stratili ¢ast kinetickej energie. Kedze
sme nehybali stenami nddoby, atémy nemohli stratit kinetickd energiu prvym sposobom. Pozor,
tu znova pocitame kinetici energiu, a teda aj teplotu, vSetkych castic! Aj tych, ktoré opustili
lTava ¢ast nddoby. Ak by sme vSak zobrali idedlny plyn a naozaj ho nechali unikat do vakua, tak
by teplota klesala tieZ, no z iného dévodu — nddobu budi v priemere opustat rychlejsie castice
viac ako tie pomalSie, a tak aj odoberaf energiu. Na to, aby sme zistili kolko presne, vSak uz
potrebujeme presny vypocet.

V tejto podulohe bolo teda dolezité uvedomit si rozdiely medzi skutoénou expanziou do
vakua a tym, ¢o vlastne simulujeme.

Stvrta podiloha

Znovu nejde o ni¢ tazké. Chce to len nezabudnit na vSetky veci zo zadania a spravne interpre-
tovat vysledky. Podme teda rovno na vec!

Potrebné je iba odmerat vsetky rychlosti atémov pomocou prostredia v simuldcii, urobit
velkost jednej zlozky rychlosti a porovnat s Maxwellovym rozdelenim rychlosti molekdl.

Na nasledujtcich obrazkoch sme zobrali absolutnu velkost rychlosti molekil v x-vom smere
v krabici objemu 2500 pri 1000 molekulach. Pri porovnavani sme vynasobili Maxwellovo rozde-
lenie dvojkou, kedze Maxwellovo rozdelenie hovori o rozdeleni zlozky rychlosti a nie absolitnej
velkosti zlozky rychlosti. Pri vytvarani histogramu sme si dali pozor na to, aby pravdepodobnost
bola timerné ploche obdlZni¢ku — preto, aby sme to mohli porovnat s Maxwelloviym rozdelenim.
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Na vertikalnej osi je hustota pravdepodobnosti najdenia atému pohybujiceho sa danou
rychlostou (horizontéalna os). Tohoto pojmu sa netreba len bat, hovori o tom, Ze hustota pravde-
podobnosti prendsobena sirkou obdlZnicka je pravdepodobnost najdenia molekuly s rchlostou
leziacou v danom obdlznicku. (Hustotu pravdepodobnosti pouzivame preto, aby pravdepodob-
nost bola imerna ploche obdlznika a nie jej vyske :).).

:
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Obr. 11: Hustota pravdepodobnosti zo simulacie (teplota 0.5) porovnand s Maxwellovym rozdelenim
pri teplote 0.5

L

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Obr. 12: Hustota pravdepodobnosti zo simulécie (teplota 1) porovnand s Maxwellovym rozdelenim pri
teplote 1

Ako ste si v8imli, rozdelenie ziskané zo simulacie neméa az tak tplne blizko k tomu Maxwel-
lovskému. Sktsme teda este zviicsit krabicu na maximum — obmedzit ¢o najviac zrazky a dat

.....
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0.0 " . - .
Obr. 13: Hustota pravdepodobnosti zo simulacie (teplota 3.3) porovnand s Maxwellovym rozdelenim
pri teplote 1

Ako ste si mohli v8imnut, aj v tomto pripade, ked pocita¢ dostava uz naozaj zabrat, sa aj
po velmi dlhom case (1000 ¢asovych jednotiek v simulécii) nase rozdelenie odchyluje od toho
Maxwellovského. Dovodov moze byt niekolko. To, ako sa spréava tisic molektl rozhodne nie je
porovnatelné s 10?® molekil, ¢o s typické pocty na nasich skalach. Takisto skutoény plyn je
priestor ako v nasej simulacii). Vidime teda, ze aj podobné simulacie nardzaji na svoje limity.

Spravny rieSitel si v tomto momente kladie otdzku: na ¢o bol tento vzordk vlastne dobry,
ked vSade tvrdime, Ze je to lahké, len netreba zabudnif na ni¢ zo zadania? Cielom tejto Glohy
vSak nebolo testovat vés, ako dobre viete zvladnutf urobit dané kroky, no nechat vés hrat sa so
simuléciou a ukdzat vam, Ze nie je az také fazké vytvorit model, ktory dokaze opisat aj veci
ako fazové premeny a priblizit sa tak ku skutoénym plynom.

Ak sa vam tato tloha péacila, mozete sa teSit, s touto simuldciou sa urcite este niekedy
v budiicnosti stretneme.

6. Kata skaSa hypnézu (opravoval Jaro)

Kata si do stredu izby na intraku zavesila nehmotné a dokonale ohybné lanko z obchodu s fyzikalnymi
pomd&ckami diiky 2. Uchytila ho do dvoch tGchytov na strope vzdialenych od seba 2a. Potom si nan zavesila
mall guldeku, ktord sa dokaze $mykat na lanku bez trenia. Katu by teraz zaujimalo, akd musi byt dizka
lanka, aby guli¢ka vedela kmitat v tvare osmicky. Skiste sa zamysliet nad tym, akd musi byt periéda malych
kmitov v réznych smeroch.
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Obr. 14: Kmitajiaca gulocka

Uz na prvy pohlad je jasné, Ze tento relativne jednoduchy pohyb sa bude popisovat dost tazko.
Budeme sa preto drzaf rady zo zadania a pohyb budeme skiimaf v jednotlivych smeroch sa-
mostatne. Je evidentné, ze to budu rovina zavesu a rovina kolméa na rovinu zavesu. Zadanie
nam radi, aby sme presktimali periédy pohybu v jednotlivych smeroch, tak sa pustime do toho.

Obr. 15: N4¢rt skiimaného systému a oznacenie veli¢in

Zacneme tym jednoduchs$im, a tym je pohyb v kolmej rovine. V tomto pripade totiz gulocka
kmitd po cCasti kruznice s polomerom r = +/[2 — a2. Zabezpecuje to nehmotné lanko, takze
mézeme hovorit o matematickom kyvadle s dlzkou zévesu I* = r = v/I12 — a?. No ale vztah pre
periodu matematického kyvadla predsa pozname

l* 4[2_ 2
T, =om = =op X~ 4
g V9

Pripomerime este, Ze tento vztah plati len pre malé vychylky, ¢o ndm ale vobec neprekaza, lebo
zadanie ndm kéze preskimat len malé kmity.

Prejdime teraz na ten zlozitejsi pripad. Gulocka sa moze bez trenia pohybovat po lanku
dlzky 21, ktorého konce st upevnené v dvoch pevnych bodoch vzdialenych 2a. To znamena, Ze
keby sme zmerali vzdialenost gulocky od jednotlivych bodov upevnenia v lubovolnom momente,
a potom tieto vzdialenosti séitali, dostali by sme 2. Lanko nas jednoducho dalej nepusti. Ale
to je predsa jedna z definicii elipsy!
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P p*

Obr. 16: Pohyb gulocky v rovine uréenej bodmi zavesu

Ked uz vieme, Ze gulocka sa pohybuje po casti elipsy, poktiisme sa néjst jej analytické
vyjadrenie. Body upevnenia lanka st ocividne jej ohniskami a ich vzdjomnda vzdialenost je
rovnéa dvojnasobku excentricity elipsy, teda excentricita e = a. Dalej, ked gulécku vychylime do
krajnej polohy, tak Tahko nahliadneme, Ze keby sme lanko natiahli, tak by siahalo od jedného
konca elipsy k druhému, preto dizka hlavnej poloosi je o = 1.9 Z Pytagorovej vety potom dizka
vedlajsej poloosi bude 8 = v/a? — €2 = /I2 — a2. Zavedme kartézsku stradnicovia ststavu tak,
ze jej stred lezi v strede medzi bodmi zévesu a os x bude prechadzaf tymito bodmi. Teraz uz
vieme napisat rovnicu elipsy, po ktorej gulocka kmité

22 %
B 2 + 12 — qa?

=1.

Obmedzme sa opit len na malé kmity. Vychylme gulé¢ku o x z rovnovaznej polohy. Potom
z rovnice elipsy dostdvame y-ovii stradnicu polohy gulocky y = —/(12 — a2) (1 — (22/12)).
Pre 2 < 1 plati priblizny vzfah v/1 — 22 ~ 1 — (22/2). Aplikujme tento vzfah na nas vyraz.
Predpokladali sme totiz malé kmity, teda 2%/I? < 1, takze y = —v/12 — a2 (1 — (22/2[?)).
Stradnice gulocky st potom

N/
T = x;Q—Paa:Q—\/ZQ—aQ.

Vratnou silou je gravitacia, presnejsie povedané tangencidlna zlozka tiazovej sily (ozna¢me
ju F (x)). Aby sme ju mohli vyjadrif, potrebujeme poznat dotycnicu k elipse v danom bode.
Z analytickej geometrie vieme, Ze rovnicu doty¢nice v bode dotyku [z;y] hladdme v tvare
x-x*/a +y -y /B2 = 1, kde [2*;y*] je lubovolny bod leZiaci na doty¢nici. Zaujimajme sa
o x-ovu suradnicu bodu dotyé¢nice P*, ktorého y-ova stradnica je y* = —+/1? — a?. Ked do
rovnice doty¢nice dosadime prislusné dlzky poloosi, tak z nej dostaneme x-ovi siradnicu tohto
bodu z* = x/2.

9Velkosti poloosi budeme netradi¢ne oznacovat gréckymi pismenami o, 8 namiesto klasického znadéenia a, b,
aby sa nam dlzka hlavnej poloosi neplietla s polovi¢nou vzdialenostou bodov zévesu.
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Obr. 17: Tangencialna zlozka tiaZzovej sily F posobi v smere dotyc¢nice elipsy

Zrejme body T, P* a P = [x; —VI12— aQ] tvoria pravouhly trojuholnik, ktory je podobny
s trojuholnikom uréenjm vektormi sil mg a F (z). Z tejto podobnosti dostavame

F(z) |PT (V2= a2 /2)2? 12 — a2
— - = - .
mg  |PTT] /a2 /A + 24 (1 — a?) 414 1+ (12— a?) 22

Pozrime sa na tento vyraz detailnejsie. Dizky [ a a st porovnatelné.'® Pre malé vychylky je
vsak = rddovo mensie od a a [, takze ¢len (I*> — a?) 22 < [*, ¢ize ho mozno vo¢i nemu zanedbat.

Potom dostavame F (z) /mg =~ z+/(12 — a?) /14 = \/1 — (a?/1?) - (z/1), odkial

2
F(x)z—? 1—(;—2x:—kx,
— ——

k

v ¢om spoznévame rovnicu pre harmonické kmity!!, ktorych periédu pozname

T — 9 /m 2wl
= i _—=
” k \/g 4/12 _ az

Zamyslime sa nad tym, v akom vztahu musia byt periédy 7', a T}, aby sa gul6¢cka mohla
pohybovat po ,osmicke”“. Lahko nahliadneme, Ze kym gulocka raz prekmitne v rovnobeznom
smere, tak v kolmom prekmitne dvakrat, teda 7', /T = 1/2. Odtial dostaneme, ze

B 2a
7

Netreba nikoho presviedcat o tom, Ze tento vysledok je len priblizny. Pocas vypoctu sme
pouzili hned niekolko pribliZzeni. NavySe chyby sme sa dopustili, aj ked sme riesili pohyb sa-
mostatne pre jednotlivé smery. Nie je totiz tplne pravda, ze by sa tieto dva pohyby nijako
neovplyviiovali. Predstavme si, Ze je gulocka prave najviac vychylend v kolmom smere. Vratna
silu sme pre rovnobezny smer pocitali zo sklonu dotycnice. Lenze v tomto pripade mé dotycnica

l

10 < [, inak by sme lanko nedokézali zavesit v oboch bodoch, no zarovein neméze platit a < I, pretoze by
zéves prakticky splynul do jedného lanka a gulocka by sa pohybovala takmer po kruznici, ¢ize aj v tomto smere
by sme dostali matematické kyvadlo s rovnakou periédou ako v kolmom smere

11 _“ sme tam doplnili len preto, aby sme vyjadrili, Ze vratna sila méa opaény smer nez vychylka
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mensi sklon, ako keby bola gul6¢ka v kolmom smere nevychylend.'? Analogicky aj vychylenie
v rovnobeznom smere sposobuje skracovanie zavesu matematického kyvadla v kolmom smere, a
teda meni periédu. Nagtastie pre malé kmity s tieto rozdiely v periédach zanedbatelne malé.

7. Elektrosendvi¢ (opravoval MatoB, vzorak Marco)

Mato sa minule hral s ploSnym kondenzatorom s dizkou [ a &rkou s, ktorého dosky boli od seba
vzdialené o h. Medzi doskami kondenzatora bol pévodne vzduch. Mato kondenzator najskor nabil, takze
medzi doskami kondenzatora bolo napatie U a potom kondenzator odpojil od zdroja. Mato sa nasledne
pokusal do kondenzatora vlozit dielektrickd platnic¢ku s relativnou permitivitou ¢, a hribkou h.

Preco a ak( velk( na to musel vynalozZit silu? Ako by sa zmenil vysledok, ak by dosti¢ka bola vo vnatri
kondenzatora a Mato by sa ju pokuasal vybrat? Zmenil by sa vysledok, ak by bol kondenzator stéle pripojeny
na zdroj s konstantnym napatim U?

Y

Obr. 18: Platnicka vstivand medzi dosky kondenzatora

Princip, ktory pouzijeme pri rieSeni tohto prikladu sa nazyva ,Princip virtualnej prace”.
Myslienka tohto principu je nasledovna. Niekde v nasom systéme je ulozené energia. Energia sa,
ako vieme, zachovava. Teda ak je nas systém izolovany, mnozstvo uchovanej energie je nemenné
pokym na nas systém nezac¢ne posobit externy agent. Ak sa energia systému zmenila, znamené
to, Ze externy agent bud tuto energiu prijal alebo odovzdal. Co sa tyka fyzikdlneho principu
sme hotovi.

Teraz sa pozrime na tento konkrétny priklad. Nasim systémom je elektrosendvi¢ a externym
agentom nie je nik iny ako Mato. Mato energiu systému odovzdava/odobera konanim prace
(pozitivnej/negativnej).

Energia v elektrosendvi¢i je ulozena v elektrickom poli.'> Energiu kondenzitora pozname
zo znameho vztahu . L o?

2
kde sme pouzili definiciu kapacity ) = CU, v ktorej () je naboj na platni kondenzatora.

Kapacita nasho elektrosendvica je tiez znama

sl
C = +€oer, (2)

12 Ak to nevidite, sta¢i si predstavit pripad, ked je gulocka v kolmom smere vychylena o 7/2. V tom pripade
je sklon doty¢nice elipsy nulovy, lebo elipsa lezi vo vodorovnej rovine.
13Nakolko je medzi platiiami kondenzéatora napitie, je tam aj elektrické pole.
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kde €, = 1 pre vzduch (teda v mieste, kde sa nenachddza dielektrické platnicka).

Ked do kondenzétora vkladdme/vyberdame dielektrickti platnicku, tak préve kapacita je
veli¢ina, ktortt menime. Vzfah pre kapacitu v zavislosti od hibky vloZenia dielektrickej platnicky
je suma kapacit jednotlivych ¢asti kondenzatora (princip superpozicie)'*

C = %GU — )+ %x (3)
— _;OS (6, — D+ %erl. (4)

Nazvime energiu v kondenzatore Wy a pozrime sa, ako sa meni v zavislosti od hilbky za-
sunutia dielektrickej platnicky. Ako sme uz spomenuli, Mato kond pracu, ktord meni energiu
kondenzatora. Ked Mato posobi silou po infinitezimalnej drdhe dz, praca, ktora vykona, je

dWy
Py = ——.
M I (6)

Ak je batéria odpojend, na platniach zostava konstantny elektricky ndboj Q. Zo vztahu pre
energiu teda dostavame

2
% = _lQ_E = —EUQE, (7)
dx 202 dx 2 dz
kde U je napitie v momente, ked Mafo zac¢ina hybat s platnickou (kedze napitie nie je kon-
Stantné, ani sila nie je pocas pohybu konstantna).
Zo vztahu (4) vieme, Ze
dC _ eo(&—1)s 3)
do 2h (
A teda sila, ktort Mato vynalozi je
clex —1)s
Kedze €, > 1, sila, ktorou Mafo musi posobif je v smere zvic¢Senia x. Teda dielektricka
platnicka je vzdy vtahovand do kondenzatora. Toto je nezavislé od toho, ¢i platnicku vkladdme
alebo vyberame. Z energetického hladiska je to lahké vidiet - ked je platnicka vo vnitri, energia
kondenzatora je mensia €,-krat.
Ak by bol kondenzator pripojeny na zdroj s konstantnym napétim U, napétie na kondenza-
tore ostéva konStantné a meni sa ndboj na kondenzatore. Podstatné je si uvedomit, Ze v takomto
pripade zdroj tiez koné pracu (kedze musi postuvat elektricky naboj). Celkova praca teda je

dWi = Fudz +UdQ (10)
Fy = %—U% (11)
= %UQ%—W% (12)
= —%UQ%. (13)

14 Kto neveri, nech si to pordta poriadne.
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A toto je rovnaky vysledok ako predtym (sila zavisi od rozmiestnenia nadboja). Pre zaujima-
vost, sila, ktoré pdsobi na dielektrickti platnicku, je sposobena zakrivenym elektrickym polom
na konci platni kondenzatora. Toto elektrické pole je velmi tazké spocitat, avsak ako to uz casto
byva aj tentokrat pomohol rozumny trik.
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