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Vzorové riesenia 1. kola letnej Casti 2014/2015

1.1 BO — Rozvrat nad susiakom (vzorak Vladko, opravoval Kubo)

Samko s Helbojom si kipili novy susiak. Priniesli teda mokré pradlo, rozostavili ho do stredu izby, no stacilo
jedno neopatrné Stuchnutie a susiak sa prevratil. Nasledoval takyto rozhovor:

+Ty si ale lavy, difam, Ze ho takto neprevrati$ aj s vecami.”

»Nerob paniku, s pradlom sa urlite neprevrati.”

»Ale vSak ked na fiom bud( veci, to bude mat taZisko este vyssie!"

,Blbost, urcite bude stabilnejsi, si to zrataj!"

Ale kedZe ani jednému sa ratat nechcelo, ostali na seba len $karedo pozerat. Viete vyriesit ich spor? Bude
mat sudiak vadsiu stabilitu! s pradlom, & bez pradla?

x T

Obr. 1: Susiak bez veci a s vecami.

Susiak stoji na dvoch nohéch. Po drgnuti sa vSak susSiak nakloni a zeme sa bude dotykat len
v jednom bode — tento bod bude (pri pohlade zboku) reprezentovat os otacania.

Ak suSiaku dodéame drgnutim istti medzn energiu, fazisko susiaku sa moze dostat kolmo
nad os otacania, teda do labilnej polohy. V tejto polohe plati, Ze pri akomkolvek vychyleni

IStabilitu  chapte ako energiu, ktordi musime dodaf susiaku na to, aby sa prevratil
http://cs.wikipedia.org/wiki/Stabilita
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vyslednd sila posobiaca na teleso uvedie do stabilnej polohy. Akdkolvek vii¢Sia ako medzna
energia sposobi, Ze tazisko sa pretoc¢i ponad os otaCania a suSiak sa prevrati.

Pokiisme sa o urcenie medznej energie. Uvazujme typicky susiak zo zadania. Jeho bezné
parametre najdeme na internete.? Ma hmotnost m = 1,5kg, dlzku v zloZenom stave 105 cm,
sirku b = 54 cm a vysku 86 cm. Dizka vyklapacich ramien je 47 cm a st vyklopené pod uhlom
priblizne 30°. V strednej ¢asti méa susiak pit tenkych tyciek a na kazdom ramene pif prie¢nych
tyciek. Dokopy sa teda susiak sklada z 12,65 m hrubych a 10,65 m tenkych tyci. Za predpokladu,
ze tenké tyCe maju priemer 3mm hrubé 3 cm, polahky vypocitame hmotnost jedného metra
hrubej tyce (109g) a tenkej tycky (10,9g).

Susiak si rozdelime na jednotlivé tyce, o ktorych predpokladame, ze st homogénne a preto
maju fazisko v strede. Tieto taziskd skombinujeme pomocou vztahu pre spolo¢né tazisko n
hmotnych bodov

D i1 MiZi

D i M
Po dosadeni zistujeme, ze vyska taziska je z, = 66,7 cm.

V labilnej polohe plati, Ze kolmé spojnica taziska a osi ota¢ania je zvisla. Dlzku tejto spojnice
si vieme vypocitat pomocou Pytagorovej vety. Vysledny rozdiel medzi vyskou taziska stojaceho
suSiaka a susiaka v labilnej polohe je teda

2y =

DN 2
Az = (§> + 22— 2, =526cm.

Tomu odpoveda zmena potencialnej energie
AE, =mgAz =0,77].

Dalej predpokladajme, Ze hmotnost bielizne je M = 3kg a na susiaku je rovnomerne roz-
loZzena. Pre jednoduchost predpokladajme, Ze tazisko zaveseného oblefenia je vo vyske tyce,
na ktorej je zavesené.® Analogickym vypoc¢tom ako v pripade prazdneho susiaka dostaneme,
ze tazisko bielizne je vo vyske 93,8 cm. Spolo¢né fazisko susiaku s bieliziiou je teda vo vyske
z{ = 84,7 cm. Vyskovy rozdiel medzi stabilnou a labilnou polohou je

b 2
Az = <§> + 2% — 2 =38lcm.
Zmena potencialnej energie je teda

AE, = (m+ M)gAz = 1,69J.

Ako vidime, pravdu ma ten z chlapcov, ktory tvrdil, Ze je nirocnejsie prevrhnut susiak s bie-
liztiou, lebo na to je potrebné dodat viac ako dvojnasobné mnozstvo energie.

1.2 B1 — Ach, zas tolko ludi? (vzordk Andrej, opravoval Mato B)

Vladko cestuje preplnenym autobusom (&. 39). Kedze je tam vela [udi, uz sa nema Coho chytit. Takze
jedind moznost, ktord mu zostala, je tlacit rukou o strop a ddfat, Ze ho trenie udrzi na mieste. Akou silou

’http://www.hej.sk/susiak-na-pradlo-toro-900049/
3Tymto sme urobili spodné ohranicenie pre energiu. Keby bolo tazisko bielizne nizgie, susiak by bol stabilnejsi.
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sa musi zapriet, aby pri zabrzdeni autobusu nespadol a neprivalil nejakého suseda? Koeficient Smykového
trenia medzi rukou a stropom, maximalne spomalenie autobusu a dalSie potrebné parametre sa pokiiste
odhadn(t, pripadne najst. Predpokladajte, Ze Vladko nosi pevnii obuv s kvalitnou podrazkou, a teda koefi-
cient Smykového trenia medzi podlahou a jeho topankami je dostatocne vysoky na to, aby sa jeho chodidla
za ziadnych okolnosti nepohli (samozrejme, zvySok jeho tela sa moze, voci jeho chodidldm, napriklad oto-
¢it). Uvazujte, Ze tazisko Vladka sa nachadza v troch patinach jeho vysky. Vladkova vyska st dve tretiny
vzdialenosti medzi podlahou a stropom.

Co od nés chce zadanie? Aby Vladko stdl. Ked teleso stoji, tak sa jednak nepostiva ani v z-ovom
smere, ani v y-ovom smere a dokonca sa ani neotaca okolo Tubovolnej osi. Teda vyslednica sil
v x-ovom a y-ovom smere je nulova a taktiez vysledny moment sil vzhladom na Tubovolny bod
je nula.

KedZe vzdy, ked niec¢o ratame so silami, si ich nakreslime, tu st sily posobiace na Vladka:

3

T
ng

Obr. 2: Vladko tla¢i na strop silou Fy, teda strop autobusu na Vladka posobi silou Fy smerom nadol.
Reakcia od podlahy na Vladka je Fp. Trecie sily T' oznac¢ime indexom, ¢i st hore alebo dole.
A autobus s vyskou ! spomaluje zrychlenim a.

Nulové vyslednica v y-ovom smere znamena rovnost opacne pdsobiacich sil, teda
g+ mg=Fp.

Vladko sa nebude hybat v y-ovom smere, lebo reakcia od podlahy bude presne taka, aby stal.
Nulova vyslednica sil v z-ovom smere znamend rovnost

TD+TH:ma.

Zadanie nam prezradilo, Ze trecia sila medzi podlahou a Vladkovymi turistickymi topankami
s drsnou podrazkou bude dostatocna, aby to ustal.

4Som zékerny a nenakreslim smer pohybu autobusu. Napriklad preto, Ze je to tplne jedno a trecie sily buda
vzdy v opacnom smere.
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Stojaci Vladko sa neotaca okolo Iubovolnej osi. Preto je vyhodné si ju zvolit tak, aby mala
nejakéd neprijemne vyjadritelnd sila nulovy moment. My si zvolime os prechadzajicu bodom
dotyku Vladka s podlahou.’ Rovnovdha momentov sil ndm da

3 2
Tyl = ma— - =1 = Ty = —ma.

" 35 75
Najvicsia hodnota trecej sily Ty je fFyu. Teda méZeme urcit najmensiu potrebnu silu, ktorou
Vladko musi tlacit 9

ma

—-ma = fH = Fy=—-—.
z [Fu HE 5
Uz len odhadnuf parametre. Spomalenie autobusu mozeme odhadnit ako g/2, hmotnost Vladka
80 kg a koeficient trenia ruka-plast je, povedzme, 0,4. Vladko teda bude musief tlacit najmene;
400 N, horné ohranicenie nie je, resp. je dané Vladkovou silou.

1.3 B2 — Stato¢ny Samec a sosava €asa (opravovala Zuzka)

»Uf, to bola fuska", povedal si Samec, ked prekonal vSeky pasce prastarej hrobky a od pokladu ho delili uz len
jediné dvere — zamknuté. Porozhliadol sa po okoli a ndhodou si véimol velky kamenny stojan s tanierovitou
misou uprostred miestnosti. Misu vypiiiala podozrivo Ziariaca zelen kvapalina a na jej dne presvital klGg.
Také finty uz pozna. Ma tl Zbrndu vypit. Samec ale zapojil mozgové bunky a otvoril svoj kufrik mladého
badatela.

Do kamenného taniera polozil horiacu sviecku a prikryl ju sklenou ¢aSou z predoslého dobrodruzstva
(dnom nahor). Ked sviecka zhasla, ¢asa do seba zacala nasavat tekutinu a po chvili mohol kli¢ pohodine
vytiahnut. Ako to urobil? Co prinitilo kvapalinu stiahnut sa do ¢age?

Obr. 3: Situacia pred a po nasati.

Nuz, nebudem véas dlho napinaf a rovno vam poviem, Ze ju k tomu dontutil podtlak v ¢asi.
Vseobecne si mozeme povedat, Ze podtlak vznikol zmensenim objemu plynov pod ¢asou. Ale
preco sa ten objem zmensil? Kam sa podel zvySok? Aby sme to zistili, podme sa pozriet, ¢o
taka horiaca sviecka pod ¢asou robi.

Zapalime sviecku. T4 si zac¢ne veselo reagovat, spotrebiiva kyslik, vypusta oxid uhli¢ity, oxid
uholnaty, vodnt paru a iné veci, okrem toho tiez zohrieva vzduch okolo seba.

Teraz ju prikryjeme ¢asou. Okolo sviecky sa teda vytvori (zohriate) plynné teleso, ktorého
rozhraniami st steny ¢ase a hladina spominanej zelenej zbrndy. Sviecka hori dalej, stale zohrieva
plynovi bublinku pod ¢aSou, t4 vdaka dodévanej energii expanduje a ak je hladina kvapaliny

50 sile Tp nevieme nié, len to, Ze je dost velkd. A nejak intuitivne je jasné, Ze budeme potrebovat skor silu
Ty.
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v Casi dostatoéne nizka, moze kvoli tomu cast plynov vybublaf z ¢ase von. To je teda prva
mozna objemova strata.

Sviecka bude horief az do momentu (a tu bolo treba trochu googlit), kym podiel kyslika
v plynnej zmesi neklesne na 15%. Pri takejto koncentrécii uz totiz reakcia horenia nie je schopna
prebehnit a sviecka zhasne.

Po zhasnuti sviecky prestane posobif zdroj tepla, ktory doteraz ohrieval bublinku pod ¢asSou,
a kedZe naSa sustava rozhodne nie je izolovana, plyny zacna chladnit. Tu je ddlezité si uvedomit,
ze pod c¢asu sme dostali uz zohriaty plyn, kedZze sviecka horela nejaky cas pred tym, ako sme
ju zakryli. Teraz ten plyn chladne, a chladne a chladne. Po chvili sa dostane na teplotu nizsiu
nez bola t4, ktortt mal, ked sa pod ¢asu dostal, teda na teplotu vzduchu okolo ¢ase. A kedze
vieme, Ze ked plyn chladne, zmrstuje svoj objem, bude mat tato ochladnuté bublinka rozhodne
mensi objem ako ta z mierne zohriatych plynov tesne po zakryti sviecky. To by bola druha, asi
najvicsia objemova strata.

Potom je tu este tretia objemova strata. Co sa tohto tyka, najvicsou chybou je zvalovaf
efekt cucania kvapaliny ¢asou iba na nu. Ako si neskor ukazeme, objemové strata je vskutku
malé a keby sme tlohu preniesli do praxe, asi by sme si tito stratu volnym okom ani nevsimli.

Stratu predstavuje kyslik spapany svieckou. Schvalne, skiisme odhadnif, kolko plynu nam
tymto sposobom zmizne. Ak nie sme dobri chemici, pouzijeme opét Google. Taka sviecka je
obvykle vyrobena z parafinu, teda CyyHyy. Ked ten hori, vyzera to asi takto®:

Na lavej strane mame 23 mol plynov, na pravej dokopy 15mol plynov (vodné para na ste-
nach case skondenzuje, teda zmeni skupenstvo na kvapalné). Vieme, ze molovy objem plynov
zavisi od teploty, nie od druhu plynu, a ze latkové mnozstvo zavisi od stechiometrickych koefi-
cientov v chemickej rovnici. Z toho mozeme usudzovat, Zze do reakcie ndm vstupi 23 objemovych
jednotiek plynu a vystupi 15 objemovych jednotiek. Nejaké strata tam teda bude, konkrétne:

15§ - 100%

1 _
00% 53]

~ 34,7% .
To je podiel spotrebovaného objemu kyslika, ktory objem plynného produktu horenia sviecky
nie je schopny nahradif.

Teraz podme spravit trochu matiky a spocitat, aky podiel plynu ndm teda unikne. Objem
plynu v ¢asi na zaciatku si ozna¢me V; a na konci V,. Vieme, ze na zaciatku je podiel kyslika
21%, lebo atmosféra, a na konci 15%. Rozdiel medzi objemom bublinky na zaciaku a na konci
teda bude predstavovat rozdiel objemov kyslika na zaciatku a na konci zmenSeny o prirastok
objemu plynov, ktoré nam vznikli horenim sviecky. Aby sme to zosumarizovali:

Vi—Vy=(Vy-21% — Vy - 15%) — 65,3% - (V1 - 21% — Vo - 15%) .

Upravou tejto rovnice mézeme zistif pomer objemu bublinky na konci a na zac¢iatku deja.
Ten bude vyzeraf takto:

6Zdroj:
http://www.mcscs. jus.gov.on.ca/english/firemarshal/legislation/technicalguidelinesandreports/TG-2011-01.html
Poznamka: D4 sa najst vela roznych rovnic horenia parafinu. To, ¢o chceme pocitat, vyjde pre vSetky priblizne
rovnako, ¢i uz ide o dokonalé alebo nedokonalé horenie, takze je viac-menej jedno, ktort rovnicu si vyberieme.

) otazky@fks.sk
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Va
v, "~ 97.8% .

To znamend, ze kvoli spotrebe kyslika svieckou nam z pévodného objemu zmizlo 2,2%, ¢o
je zanedbatelné mnozstvo.

Na zaver uz len skonstatovat, Ze zmensSenie plynovej bublinky takmer nezavisi od spotreby
kyslika svieckou. Najvacsi efekt na zmenu objemu plynu v ¢asi ma jeho zahriatie a nasledné
ochladenie po zhasnuti sviecky.

1.4 B3/A1 — Hmm ... miam, keksiky! (opravoval Dusko)

Mato bol na navéteve u Cuk&ov a ako pozornost priniesol svoje obitibené suSienky. Poznate to: dve tmavé
okrihle susienky a medzi nimi biela napln. ,,Ej, tie tu pozname!", vravi jeden z Cuk&ov a na Matovo zdesenie
zacali keksiky jest Gplne nespravnym spésobom. Chytili obe susienky, odtrhli ich od seba a zlizli ndpli. ,Ale
takto sa to predsa robi spravne”, vyhlasil Mato a kritenim oddelil vrchn( susienku od krému. ,Ale Coby,
ved my sme to takto robili vZdy a dobre bolo*, nedal sa najstaréi Cukéa. Zafaly Mato sa teda rozhodol pre
fyzikalne argumenty. Za lepsi sp6sob bude uznany ten, ktory vyzaduje mensiu silu. Zmerajte, aka sila je
potrebnad na odlipnutie hornej susienky a akd sila (pdsobiaca na okraji susienky) na jej odkriatenie. Ktory
spbsob vyZzaduje mensiu silu a o kolko?

RieSenie tejto tlohy spocivalo v dvoch zakladnych veciach. KedZe sme od vas nechceli ni¢
poditat,” stacilo si poriadne premysliet zostavenie meracej aparatiry a potom uz iba uskutoénit
meranie s naslednou analyzou dat.

Zac¢neme s cukcovskym sposobom jedenia keksikov, ¢ize odtrhavanim. V prvom rade je po-
trebné si uvedomit, Ze sila, ktorou budeme posobit na susienku, by nemala sposobovat ziaden
moment sily vzhladom na miesto uchytenia druhej polovice susienky (¢i uz vo zverdku alebo
ruke), aby sme to mohli definovat ako odtrhnutie. Tomu musime aj prispésobit meraciu apa-
ratiru. Je vhodné, aby sila, ktort budeme merat, posobila ¢o najviac rovnomerne po okraji
susienky (v strede sa to robi dost fazko, ak na nu nechceme lepit nejaké zavazia). Existuje
viacero sposobov, ako toho docielit, no my sme sa rozhodli, Ze uviazeme $pagét okolo naplne.

Obr. 4: Takto sme to robili my.

"Vysledok tejto tilohy sa da aj teoreticky odhadnif po istych aproximécidch, mensom zamysleni, a ratani
... tak vlastne vznikla tato tloha.

6 otazky@fks.sk
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Ak bude na Spagat posobit sila, ktora ho bude tlacit na susSienku, tak prave vdaka tomu
bude susienka odtrhavana. No a najtrividlnejSou silou, ktort pozname, je prave gravitacna.
Cize sta¢i na $pagit rovnomerne zavesif nejaké zavazia, zistit, pri akej hmotnosti sa susienka
odtrhne a vypocitat z toho silu.

Dostali sme takéto vysledky:

| Meranie | Hmotnost zavazia [g] | Sila [N] |

1 500 4,9
2 450 44
3 550 5.4
1 450 44
5 400 3.9
6 400 3.9
7 200 2,0
8 500 1,9
9 350 3.4
10 450 44

Z toho dostaneme priemernt silu F; = (4,2+0,3) N — netreba zabtudat na vypocet odchylky,
ktory pravidelne pripominame v kaZzdej experimentalnej tlohe.

Teraz sa pozrime na Matov sposob, teda krutenie. V tomto pripade musime zabezpecit, aby
bola vysledné sila posobiaca na susienku nulovd, a aby sily spdsobovali iba otac¢anie. Ak by
to tak nebolo, tak by sme suSienku stcasne krutili a fahali, ¢o samozrejme nechceme. Jeden
z navrhov aparatiry moze byt taky, Ze jednu ¢ast suSienky pevne uchytime, a na druhti nechame
posobit dve sily opa¢ného smeru, ktoré budi spésobovat nenulovy moment sily. Staci napriklad
upevnit Spagat so zavaziami na dvoch protilahlych bodoch susienky, natiahnit Spagéit cez malé
kladky (stac¢i ¢okolvek, ¢o zmeni smer pdsobenia sily o 90°) a nakoniec nechat vSetku pracu na
gravitac¢nu silu. Samozrejme nemdZzeme zabudnit, Ze na $pagaty treba davat zavazia s rovnakou
hmotnostou, aby boli velkosti sil v rovnovéhe.

Obr. 5: Pohlad zhora :) Obr. 6: Takto vyzeralo nase prevedenie.

8Pomerne pekne vysvetlené je to tu: http://en.wikipedia.org/wiki/Standard_deviation
9Bude existovat iba nenulovy moment sily posobiaci na susienku

7 otazky@fks.sk
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Meranie | Hmotnost zévazia [g] | Sila [N] |

1 200 2,0
2 150 15
3 200 2,0
1 150 15
5 300 2,9
6 100 1,0
7 150 15
8 150 15
9 200 2,0
10 200 2,0

Po analyze tychto dat dostaneme, Ze priemerna sila potrebna na odkrutenie susienky je
F, = (1,8 £ 0,2)N. Cize rozdiel medzi silami potrebnymi na oddelenie susienky je AF =
= (2,4 £ 0,5) N. To nie je vébec mélo pri porovnani so samotnymi silami. Takze zaver je taky,
ze Mato mal pravdu a jeho sposob je lepsi.

Este zopar poznamok na zaver. To, ¢o sme namerali, plati iba pre jeden druh susienok a nie
pre vSetky. Pre¢o? Do procesu odliepania vstupuje mnozstvo dalSich parametrov. Moment sily,
ktory sposobuje odliepanie v druhom pripade, zavisi od polomeru susienky. Je zjavné, Ze ¢im
a samotna napln. Niektoré naplne st ako beton — pri kriiteni s nimi ani nepohneme, ale pritom
na suSienkach vobec nelepia. Iné sa zas mozu spravat ako velmi oblibeny lieskovoorieskovy
krém, ktory je velmi poddajny. V neposlednom rade je tu faktor s ndzvom teplota. Predstavte
si, ze by ste tento experiment skusali so susienkami, ktoré ste prave vybrali z chladnicky, a
tymi, ktoré maju izbovi teplotu. Krém v nich by sa raz ani nepohol a druhykrat by sa skoro
topil aj sam od seba.

1.5 B4/A2 — Rodeny stavitel (opravoval Kvik, vzorak Kvik + Miso)

Tommy si vo volnych chvilach na zichode stavia mosty z toaletnych papierov. Predstavme si, Ze mame
postupne 2 az 10 rovnakych roliek toaletdku (Pre jednoduchost si ich budeme predstavovat ako kvadriky.).

Mostom budeme nazyvat [ubovolny Gtvar, ktory je shvisly, stabilny (nezriti sa pod svojou vlastnou
vahou) a dokaze preklenat nenulovil vzdialenost. Kvéli jednoduchosti budeme uvazovat iba dvojrozmerny
pripad (teda osi toaletdkov sii vietky zvislé a v jednej rovine). Oba konce mostov sii v rovnakej vyske
s pouzitim NN toaletdkov?

Rieste pre N = 2 az 10 (netreba pre vseobecné N). Bodovanie bude tentokrat nestandardné: pre kazdé
N ziskate jeden bod, ak vase rieSenie bude spiﬁat’ vSetky podmienky zo zadania a zaroven rozpatie vasho
mosta bude maximalne spomedzi vSetkych odovzdanych rieseni.

8 otazky@fks.sk
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1 Max =?

Obr. 7: Nazorné ukazka: ¢o moZete a nemdzete robif.

Podmienky:

e Toaletak musi byt stabilny: pod taziskom musi byt iny toaletdk alebo breh, alebo ho musi zhora
niecCo vhodne pritlacat.

Toaletaky nesmieme otacat a ani sa nesmi len tak vznasat.

Utvar na druhom obrazku nie je most, pretoze nie je sivisly.

Na tretom obrdzku je optimum pre N = 1 — dokdZeme premostit rieku lubovolnej Sirky mensej ako
1.

Na Stvrtom obrazku je naozaj most. Aké je jeho rozpitie, to uz nechdvame zistit vas :-)

Povodne sme tlohu cheeli zadat pre vieobecné N. Ukézalo sa vSak, Ze je to tazké, nehovoriac
o dokazovani, zZe najdeny most je naozaj najdlhsi. Maximéa s tplnou istotou nepozname ani my.

Naviac, aby sme boli tiplne korektni, treba povedat, Ze maximum nie je matematicky spravny
pojem. Dobre to vidief na priklade mostu pre N = 1. Uréite vieme preklentt kazdi medzeru
uzsiu nez 1, do zvysnych medzier nam toaletdk spadne. Nejdeme preto hladat maximum, ale
medzni Sirku.

Obr. 8: Momenty.

Na uvod si uvedomme, ze vysku rolieck mozeme zanedbat. Moment sily je 7" x F' = rF'sin «
(vid obrazok 8). Avsak, rameno 7 je imerné 1/ sin «, ¢im sa zavislost na vyske vyrusi.
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Pri zistovani, ¢i n4$ most bude staf, vzdy zatneme od najvysSej vrstvy. V nej musi platit,
ze tazisko kazdej rolky je podopreté, alebo je rolka podopretd na oboch strandch smerom od
taziska. Pokrac¢ujeme nizsou vrstvou, kde v8ak musime okrem tiazi samotnych roliek zapocitat
aj sily, ktorymi na ne pdsobi vyssie poschodie. Rovnako pokracujeme az po najnizsie poschodie.

>
N
3

&
wl

Obr. 9: Mohlo by to vyzerat napriklad takto.

Pozrime sa na ststavu Styroch roliek (obrazok 9), konkrétne na vrchni rolku B. Sily, ktorymi
rolka tla¢i na rolky A a C' zistime z rovnosti momentov. Za os otacania si zvolme pravy okraj
rolky.'0. TiaZ rolky mg posobi v jej strede, takze dlzka jej ramena je rovna polovici §irky. Druhy
nenulovy moment posobi na lavom okraji, kde na rolku B pdsobi reakcia na silu, ktorou rolka
tla¢i na rolku A. Této sila mé oproti tiazi dvojndsobné rameno, preto musi byt (z rovnosti
momentov) velkost tejto sily poloviéna, tj. mg/2. Zo symetrie situdcie, respektive z nulovej
vyslednice vSetkych sil zistime, Ze na druhej strane je situacia rovnaka, tj. rolka B tlaci na
rolku C' tiez silou mg/2.

Teraz sa pozrieme na rolku D. Tu sa nedeje ni¢ zaujimavé, jednoducho tlac¢i celou svojou
tiazou na pravy okraj rolky C.

Na toaletdk A posobia dve sily: sila mg/2 pdsobi na pravom okraji a tiaz rolky mg posobi
v jej strede. V medznej situécii, kedy bude toaletdk vysunuty o = (vid obrazok 9), budi velkosti
momentov sil mgx a mg(1 — x)/2. KedZe momenty sa snazia oto¢it toalefdkom do opacnych

.....

mg(l — )

mygxr — 5

>0,

z ¢oho = < 1/3.
Rovnaky postup pouzijeme na toaletdk C, akurat si musime pamétat, Ze na jeho pravy
okraj nam tladi sila az 3mg/2. Vysunutie si ozna¢ime y a vyrieSime nerovnicu

_ 3mg(1 —y)
2

z ktorej dostaneme y < 3/5. Dokopy je celkové rozpitie mostu 1/3 + 1+ 3/5 = 29/15.

mgy >0,

10 Ak sa rolka neotéca, znamena to, e sa neotaca okolo lubovolnej osi. V¥ber vhodnej osi ot4¢ania pre poéitanie
momentov je preto na nas.
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Obr. 11: A tieto st pre VN : N € {8,9,10}.

Postupne si prejdime vsSetky pripady. Ak mame dve rolky, existuju dve rozumné rieSenia
a obe s rovnako dobré. Bud skopirujeme rieSenie s jedinym toaletdkom alebo na kazdy breh
postavime jeden toaletdk tak, aby sa dotykali. V oboch pripadoch je rozpitie mostu najviac 1.

Pre tri toaletéky je rieSenie ocividné: vieme postavit symetricky po jednej rolke na kazdy
breh a na ne polozit tretiu rolku. Musime vSak dat pozor na to, Ze vrchn rolka bude posobit na
rolky pod nou. Ak sa pohrdme s momentmi sil rovnako, ako v ndzornom priklade, dostavame
rozpiitie najviac 1/3+1+1/3 =5/3.

RieSenie pre Styri toaletaky sme si uz ukézali, s piatimi zopakujeme rovnaky trik s protivdhou
aj na druhej strane, ¢im dostaneme rozpitie 11/5.
spodného toaletaku na 2mg, ¢o nam rozpétie zdvihne na 81/35.

Ak mame sedem roliek, najoptimélnejSie rieSnie pozostava z mostu z piatich roliek, ktory
podlozime zospodu dvomi rolkami, ktoré mézeme vysunit o 1/7. Dokopy dostaneme 87/35.

Pri N = 8 pouZijeme podperu protivahy. Na jednej strane polozime do druhej vrstvy dalsiu
rolku tak, aby zatazovala spodni. Vypoctom overime, Ze vnitri mostu sa ni¢ nepokazi, zato
rolku na prizemi teraz mézeme vysunit miesto o 1/7 az o 1/3. Vysledné rozpiitie je 281/105.

Ked pridame deviaty toaletdk, mozeme to isté zopakovat aj na druhej strane, ¢o da rozpitie
az 43/15.

Nakoniec pouzijeme kompletnii stiipravu: na niektorej strane prihodime do protivahy este
jednu rolku tak, aby bola presne nad spodnou. Pritla¢né sila sa zvysi prave o tolko, aby sme
spodné poschodie mohli vysunit na 5/11 8irky rolky. Dokopy teda mame rozpitie 493/165.

Nami néjdené medzné rozpétia su 1; 5/3 ~ 1,667; 29/15 ~ 1,93; 11/5 ~ 2,20; 81/35 ~ 2,31;
87/35 ~ 2,49; 281/105 ~ 2,68; 43/15 ~ 2,87 a 493/165 ~ 2,99.
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1.6 A3 — Hula hop (opravoval Mato B, vzorak (-E Filip)

Ach, ti bordelari! Niekto nechal v jazere pohoden starii rozpojend obru¢. Plavala na hladine a rusila dojmy
z kras okolitej prirody. Miso k nej priplaval a v mieste rozpojenia $tuchol do jedného konca. No nebol si
isty, ¢o uvidel.

Obr. 12: Stuch do rozpojenej obruce

Pohol sa druhy koniec obruce zaroven s prvym, alebo az trochu neskér? A ¢o by sa stalo, keby bola obru¢
vo vakuu a mala polomer tak 100000 km a nebola duta, aby mohol Stuchn(t rovno do stredu prierezu?
Dokazal by vobec svojim prstom ovplyvnit takl obrovskid obruc?

Pohne, ¢ nepohne? To je otazka. Kto ndm odpovie?

Jednoducht odpoved nam déva tedria relativity. Informaécia, ¢ize ani pohyb tyce, sa nemoze
sirit rychlejsie ako rychlostou svetla c. A aké je drdha? Ak nebudeme uvazovat ziadne obskurné
efekty, tak dva konce na seba vzajomne neposobia. Pohyb sa prenéasa len vo vnutri materialu,
¢ize informécia o vzruchu musi prejst kolom dokola, kym sa dostane na druhy koniec. Druhy
koniec obruce s polomerom R = 1m sa principidlne nemo6ze pohnut skor ako za t = L/c =
= 27 R/c = 200 ns. Toto je fyzikalne pripustné minimum. Skér to byt nemoze.

Kedy sa druhy koniec pohne naozaj? Zatlacime na koniec tyce. Pohnuté atémy zatlacia na
svojich susedov, ti zatlacia dalej. Vzruch sa dosledkom napifovych sil v materiali siri dalej
vo forme vlnenia. Zahnutie obru¢e mu vobec neprekaza. Rychlost sirenia vin nezavisi od vy-
chylky, iba od materialu. Napriklad pre ocel je rychlost (tlakovych / kompresnych / P) vin
a = 6000m/s. Pre obru¢ z minulého odstavca dostaneme ¢as Sirenia 1 ms.

7 vysledku je zjavné, preco tento efekt nepozname z realneho zivota. 1 ms je malo. V praxi
sa preto tyce spravaju ,dokonale“ pevne, oba konce sa hybu (takmer) naraz.

Cas sme teda vyratali. Dokazeme viak vobec pohniit nejakou niekolkotisickilometrovou oce-
Tovou tycou, ktord mé v priereze polomer napriklad 2 cm? To je poriadna a tazka tyc¢! Kedze
po sekunde od nasho zatlacenia vzruch pride len do vzdialenosti 6 km, zvySok tyce, nech je Tu-
bovolne dlhy, sa hybat eSte nebude ani na nas nijako nebude posobif. To nam déva isti nadej.
Staci rozhybat iba tych 6km. Uvazujme teda, Ze chceme v priebehu 1s zatlacit koniec tyce
o 1cm. Pre jednoduchost dalej uvazujme, ze vychylku na konci v ¢ase rovnomerne zvySujeme
z pociatocnych 0cm. To sa prejavi tak, ze vychylka medzi zaciatkom vzruchu a koncom tyce
bude tiez linedrne narastat — vychylka, ktora bola v ¢ase 7 vybudena na konci tyce sa bude na
konci prvej sekundy nachadzat vo vzdialenosti a(1s — 7). Akou silou musime pdsobit na konci
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tejto sekundy? Za cas At sa nam cely signdl pohne o Ax = aAt dalej. Preto musime rozhybat
aditivny kus Az na aktudlnu rychlost konca v = 1 cm/s. Pozor, rychlost atémov materidlu v a
rychlost Sirenia vzruchu « st dve tplne iné rychlosti, ktoré len ndhodou maju rovnaky smer.
Potrebna sila ako zmena hybnosti urychlenych atémov za cas je

_Ap  Amv  (p(nR?)aAt)y
At At At ’

F

F = p(rR*)av =~ 8000kg/m® - 3,14 - (0,02m)?-6000m/s - 0,01 m/s =~ 600 N .

Hohoho, zatlacit silou 600 N zvladne kazdy!'! Odteraz sa mozete chvalit, Ze dokazete pohntt
aj nekonecne dlhou ocelovou tycou — od Siestich kilometrov je to totiz jedno. To, Ze v skuto¢nosti
ste spravili len vinku a v jednom ¢ase hybete vzdy len jej niekolkokilometrovou ¢astou si ako
dobri ktzelnici nechajte pre seba. Pohne sa aj zvySok, len si musite na to pockat.

What if? Uvazujme, Ze po vasom predstaveni si to bude chciet vyskusat celd dedina. Naraz
zatlac¢ia. Nepodari sa im 8irit informéciu rychlejsie? Nie. Rychlost Sirenia informécie je stéle «,
atémov. Vysledné rychlost konca tyce 500 - 1cm/s = 5m/s je vSak stale zanedbatelnd oproti
rychlosti §irenia vin.

What if? Zapojime do préace celé Slovensko. Co sa stane? Za jednu sekundu urychli 5 mi-
liénov Tudi koniec tyce na rychlost 50 km/s.'> Toto je ovela viac ako rychlost irenia vin. Ide
o ,nadzvukovi® rychlost pre dany material. Podari sa ndm teraz $irif informdciu rychlejsie?
Chvilu 4no! Problém vSak je, ze pri takejto obrovskej rychlosti konca tyc¢e nebudu vzdialenejsie
Casti tyce leziace v jeho drdhe o nicom vedief a budu v pokoji az do doby, ked do nich ten
koniec zrazu nenarazi obrovskou rychlostou. Vysledkom zrazky bude tolko uvolnenej energie,
ze sa tieto Casti tyCe vyparia... Takmer okamzite sa vSak vypari aj urychleny koniec tyce, do
priestoru naokolo sa vyziari energia a v réznych smeroch rozmetané atémy a jeho zvysky. Preto
daleko nezéjde ani on. O kiisok dalej senzor pripevneny na ty¢ zaznamend uz iba zablesk svetla
a ¢ochvila aj zrazkou vybudené vlnenie $iriace sa svojou oblibenou rychlostou a po zvysok
svojej dlhej cesty. Jedna miliarda Citianov sice dosiahne zvySenim pociatoénej rychlosti este
krajsi ohtiostroj, ale celkovy ¢as L/« nikdy velmi neskrétime.

1.7 A4 — Za Jupiterom odboéte vlavo (opravovala Kaja)

Denda uZ viac nechce Zit na tejto planéte. Tak si zostrojila vesmirnu lod a rovnou ¢iarou si to namierila
na Mars...a minula. Chcela zabodit, ale spomenula si, ze jej lod vlastne nema bo¢né motory. Vie iba
spomalovat a zrychlovat. Tak letela dalej. .. Po dase sa pred nou zadal értat Jupiter a ona dostala napad!
Pritazliva sila Jupitera ju predsa moze vychylit z jej smeru! Stadi zvolit vhodni rychlost, vypn(t motory a
nechat sa otocit Jupiterom o pozadovany uhol.

Prezradime, Ze jej lod sa bude pohybovat po hyperbole, v ktorej ohnisku leZi Jupiter, a ktorej
asymptota je od stredu Jupitera vzdialend b. Hmostnost Jupitera je M, gravitacna konstanta je G. Akou
rychlostou v ma ,vstlpit" do gravitaéného pola Jupitera, ak sa chce otoéit o uhol o (vo vztaznej siistave
Jupitera)?

1 To je sila, ktorou tla¢ia nase nohy pri stéti.
1274roven je to dostatoénd rychlost aby sme poslali ty¢ ako slovenski druzicu mimo slnecnej ststavy.
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Obr. 13: Hyperbolicka trajektéria rakety.

Najprv potrebujeme vediet, ¢o je to hyperbola a aké mé vlastnosti. Ak si otvorime slovensku
wikipédiu, zistime, Ze sme sa vela nedozvedeli. Preto si otvorime wikipédiu ¢esku, kde ziskame
potrebné informacie.

Hyperbola je definovana ako mnozina bodov, ktoré pri vhodnom natoceni stradnic spliaji

vztah ) )
@y
a2 2

kde a, b st kladné konStanty nazyvané hlavna a velajsia poloos. Ich geometricky vyznam pekne
zobrazuje sivy trojuholnik na obrazku 14.

N

Jupiter

Obr. 14: Hyperbola s Jupiterom v ohnisku

Z Ceskej wiki dalej vieme, Ze vzdialenost ohniska (teda stredu Jupitera) od stredu S hyper-
boly je e, pricom plati e? = a? 4 b%. Na zaklade toho si uz vieme do obrazku zakreslit ¢ierny
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trojuholnik, ktory je zhodny so sivym, len otoceny okolo bodu S o uhol . Z toho vidime, ze
vzdialenost stredu Jupitera (dalej len Jupitera) od asymptoty, ktora je v zadani ozna¢end ako
b, sa zhoduje s konStantou b predstavujicou vedlajsiu poloos.

Pomocou tohto obrazka a jednoduchej goniometrie uz vieme vyjadrit vSetky potrebné vzdia-
lenosti. Ale ako vyjadrime potrebnt rychlost lode? Tu ndm pomdze fyzika!

KedZe na vesmirnu lod posobi gravitacné sila od Jupitera, ktorej ¢asovy priebeh sa vy-
jadruje pomerne zlozito, zdkon zachovania hybnosti ndim nepoméze. No kedZe tato sila pdsobi
vzdy smerom do stredu Jupitera, moment hybnosti lode vzhladom na Jupiter bude konstantny.
Povedané matematicky

dL
dt
kde 7 je vektor spajajuci Jupiter a lod.

Zvolme dva okamihy, v ktorych vieme moment hybnosti jenoducho vypocitat. Prvy bude
,ha zaciatku pohybu“, ¢o je niekde strasne daleko od Jupitera, kde sa mozeme tvarit, Ze lod sa

pohybuje po asymptote, mé rychlost v a nulovt potencialnu energiu. Velkost momentu hybnosti
bude

FJXFJIO,

IL| = |7y x @] = bv.

Druhy okamih si zvolime taky, Ze rychlost lode u je kolmé na jej spojnicu s Jupiterom. Také
situécia nastane vo vrchole hyperboly, ked lod prechadza cez os x a vzdialenost lode od Jupiteru
je ¢ = e —a. Aj vtedy nam vektorovy sucin prejde na jednoduchy siacin dvoch skalarov

IL| = |7y x @] = |7]]i] = cu.

Zo zakona zachovania momentu hybnosti (ZZMH) dostédvame

b2
bv = cu, = u2:—2v2.
c
Teraz pouzijeme zakon zachovania energie
Eyin + Epor, = konst.
1 1 mM
“mv? +0 = —mu® — G :
2 2 c

Po dosadeni zo ZZMH a upraveni dostaneme jednoducht kvadraticki rovnicu

1
52}2(192 — %) =GMe.

Kladné riesenie (majuce fyzikalny zmysel) tejto rovnice je

2GMc

V=4 .
b2 _ 2
Ked sa vratime k tomu, Ze ¢ = e — a, dostédvame

2¢ 2(e —a) _ 2(e—a) 1

b2 —c2 (€2 —a?) — (e —2ea —a?) 2ea—2a2 a’
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_tanf3  tan90° —a/2 1
b b ~ btana/2’

Y 2GMc GM
V2 —c2 [ btana/2°

1
a

A to je nas vysledok :-).
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