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RieSenia 1. kola letnej Casti

1.1 Stip zachranca vzorék Katka, opravovala Katka

Na zaciatok si vyjadrime Adamikovu rychlost u a Jarovu rychlost v:

pricom ? je nejaky cas, ktory budu mat oba tvory stale rovnaky. Po vyjadreni ¢ z oboch rovnic zistime, ze
hladany ¢as v bude vyzerat takto:

N

Z obrazka vidime, Ze aby Jara J nebolo za stpom vidno, musia lezat body J, T a A na jednej priamke. To ndm
uplne vyhovuje, pretoze v tom pripade musia byt uhly « ATX a 4 JTY stale rovnaké. Z podobnosti trojuhol-
nikov nam potom vyplyva, Ze

S s

D d
ateda

s d

S D

Po dosadeni do prvej rovnice potom vidime, Ze chudék Jaro bude musiet udrziavat konstantnu rychlost
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1.2 Kvikove nabité gule vzorak Kiko, opravoval Kiko

Vieme, Ze naboje s rovnakymi znamienkami sa odpudzuju a naboje s opacnymi znamienkami sa pritahuju.
Podme sa teda pozriet, ako daleko by sme zasli len s touto informaciou. V prvom rade si mozeme vS§imnut
symetriu celého problému. Vsetky ndboje si rozmiestnené symetricky do tvaru Sestuholnika a velkost ich
nabojov je stile rovnakd, meni sa len ich znamienko. Ak sa budeme na situdciu pozerat z pohladu jedného
naboja a potom z pohladu jeho suseda, musi pre kazdy z nich nastat rovnaka situacia. Kazdy naboj ma po
stranach dva pritazlivé naboje, potom dva odpudivé, a oproti jeden pritazlivy. Takze ta ista symetria bude aj v
ich pohybe.

Pozrime sa dalej, ako st naboje rozmiestnené. Ak prilozime ku kladnému naboju kladny, odpudia sa a za¢na
sa pohybovat po priamke na ich spojnici. Sila potom pdsobi vzdy smerom rovnobeznym so spojnicou dvoch
nabojov. V naom hexagodne sa teda zlozky sil v smere kolmom na os symetrie prechadzajicu cez naboj musia
vykompenzovat. Vysledkom teda bude, ze jedind moznost je pohyb nabojov v smere do stredu hexagénu alebo
od neho.

Aby sme vedeli zodpovedat tito otazku, musime poznat spravanie elektrostatickej sily. V nasom pripade vy-
plyva z Coulombovho zdkona

_ Qi

F=
4megr?’

ktory tvrdi, ze sila zavisi od vzdialenosti nepriamo timerne druhej mocnine vzdialenosti a priamo tmerne
velkosti nabojov. Plati teda

QQ

F <
r2

Takyto prispevok sily mozeme vektorovo scitat od kazdého z nabojov a ziskame vyslednd silu, ktora pdsobi na
skimany naboj. Ozna¢me zapornu silu ako pritazliva a dlzku strany hexagénu a. V nasom pripade, ako sme
uz spominali, bude jedina nenulové zlozka pdsobit pozdlz osi symetrie. Jednotlivé vzdialenosti si teda vieme
vypocitat z vysky trojuholnika, pripadne uhlov. Pre vyslednt silu dostavame
_0? 2 o2
F, < Z—Q c0s 60° + 2g cos 30° + —Q ,
a? 3a? 4q?
—0)? 2 eY
Q Q /3 Q

F, o< + —
a? 3a? 4q2

Aha, dostavame pre vyslednu silu zapornt hodnotu. Teda pritazliva sila bude posobit do stredu hexagénu, ¢im
sa k sebe naboje pritiahnu, ale nezmenia formaciu.

1.3 Piestys vzorak Mary, opravovala Mary

Mary sa prihodilo, Ze tento kanadsky Zartik ma rozlisknut. Najprv zistila, ze nulova pokojova dizka znamens,
7e ¢im je piest vyssie, tym viac sa pruzina pokusa fahat piest nadol, lebo je predizena. Teda plati F = —kx.

Ako bude vyzerat stavova rovnica uvazovana pre nd$ plyn? Vieme, Ze pre sily plati Fp,y = Fylyn — Fpruzina. Tieto
sily vyjadrime cez prislusné tlaky (plochy st rovnaké, vykratia sa):

pmy = pplyn _ppruiina-
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Obrazok 1: Sily pésobiace na suistavu

Tlak plynu vyjadrime pomocou stavovej rovnice ppjy, = Nk‘fT. Pre tlak pruziny dostaneme
F -kx -kV

Ppruzina = s 5 T ¢

Tu sme prediZenie pruziny x sme vyjadrili ako aktualnu vysku uzavretej nadoby 4

Dosadime ppiyn @ Pprusina do rovnice s tlakmi a dostaneme stavovi rovnicu pre nas tlak (odteraz budeme pisat
P = Py):
_ NkgT -kV

Vv S

Teraz ju uz len treba prislusne upravovat — podla toho, aky dej prebieha.

Izotermicky dej

Vidime, Ze p je dané funkciou , — V. To je akoby funkcia y = 1 — x. Lahko uré¢ime priese¢nik s osou V - stadi,
ak p = 0, vid obrazok. Ostatné diagramy sa velmi lisit nebudu.

Preco ide tlak do zdpornych hodnét? Je to tlak, akym tla¢ime my. Ak je zaporny, zodpoveda to zapornej sile
a teda v takomto pripade piest tahame hore. Nastane to prave vtedy, ked objem plynu je velky, teda piest je
natiahnuty a pruzina uz privelmi tla¢i spat a tuto silu musime kompenzovat smerom hore. Pri velkom objeme
je i tlak plynu zanedbatelny, pretoze zlomok &\fiT bude maly.

P
_ Nk“T\V
V= X S
PA A%
T T

Obrazok 2: Izotermicky dej.
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Izochoricky dej

pVa VT diagramy st zrejmé. Este pT. Vzdy pri kresleni diagramov vychadzame zo stavovej rovnice. Vidime,
ze p je timerné T. Bude to preto akoby linearna funkcia, av§ak posunuta (piSem ,akoby*, pretoze diagramy
nezaznaluju funkcie, ale véetky stavy, v ktorych plyn spliia stavovu rovnicu deja). Posunutie zaciatku uréime,
ak sa pozrieme na pripad p = 0. Dostaneme

NksT _ kV
v s’

a odtial
pRE L
$? Nkg
¢o je bod, kedy je p = 0, a teda je to bod, kde diagram pretina os T. Obdobne, ked polozime T = 0 zistime,
kedy pretne os p, vid graf.

V = const.
p
P A VA
1 k V'
Nk, §
T
k]
> SZV >
\% T
Obrazok 3: Izochoricky dej
Izobaricky dej

Nezabudneme na zadanie, Ze vzdy ked sa hovori o tlaku, mysli sa tlak, ktory vyvolavame my. Kedze p je
konstantny, pV a pT diagramy su zrejmé. Avsak VT diagram treba rozlisknut. Ako na to? Je to opit hra s
funkciami. Treba si uvedomit, Ze s meniacou sa teplotou sa prislusne bude menit objem, pretoze tlak, ktorym
posobime, musi byt konstantny. Budeme sa snazit najst nejaka funkénu zavislost V od T, v ktorej p bude
konstanta. Upravime stavovu rovnicu nasledovne:

kV?
pV: NkBT— ?

Po tprave na stvorec dostaneme

(R o

Este predelime NkgT a z tejto formy vycitame, kam sa nam posunie zaciatok ,,siradnicovej ststavy*

Ktoré osi a kde ich diagram pretne? Mame kvadraticka rovnicu: "Sizz +pV — NkgT = 0. Predstavme si to ako
funkciu x2. Vypocitame korene (cez diskriminant) a dostaneme

_ p $? kaBT
V= —ﬂ + ﬂ p2 + 47
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To budu nase priese¢niky na ,véckovej osi‘, lebo sme to pocitali pre V. A mame diagram.

\Y%
P
T

—
T

p
—_—
\%

Obrazok 4: Izobaricky dej
1.4 Uzimeny muzikant vzordk Krtko, opravoval Krtko

Predtym, ako sa bezhlavo pustime do strkania klavirov, gitar, flaut ¢i husli do mrazniciek alebo saun, zamyslime
sa, ¢o by sme mali od merania ocakavat. Zadanie ndm napoveda, ze sa bude nejak menit téon. Otazkou vsak
ostava, pre¢o? No, moznosti mame hned niekolko:

1. Teplotna roztaznost materialov, z ktorych je na§ hudobny nastroj. Obzvlast citlivé by na to mali byt
kovové struny. Vplyvom tepla sa struny predlzia, ¢o sposobi ich uvolnenie. Struny sa teda natiahnu.
Tym padom sa zvysi vinova dlzka a znizi frekvencia.

2. Zvuk je mechanické vlnenie $iriace sa vzduchom. Rychlost, ktorou sa $iri, vSak nie je konstantna ale
zavisi od teploty ako

¢ =331,57 + (0,607 - T) m/s.

To je sposobené tym, ze rychlost zvuku je zavisla od hustoty vzduchu a obe veli¢iny, st zavislé od teploty.

Ako vidime ¢im vyssia je teplota, tym vyssia je rychlost $irenia vin. A zaroven vieme, Ze pre viny plati vztah

Ak teda budeme predpokladat, ze vinova dlzka sa nemeni, potom musi jasne stipnut frekvencia.

Dosli sme teda ku dvom roéznym zaverom - jeden nam hovori, ze frekvencia sa bude znizovat, pretoze sa nam
uvolnia struny. Tento jav vSak bude mat minimalny vplyv na nastroje s malou teplotnou roztaznostou, ako
je napriklad flauta. Druhy ndm naopak hovori, ze frekvencia s teplotou porastie. Tento jav by mal byt pri
vsetkych nastrojoch zhruba rovnako viditelny.

Teraz, ked mame nejaku predstavu o tom, ¢o by sme mohli namerat, moézeme si premysliet, ako to chceme
namerat. Ak chceme rozumne zmerat zavislost, budeme potrebovat aspon tri, idedlne viac roznych teplot, pri
ktorych pokus uskuto¢nime. Ak mate prazdnu mraznicku, tak ako ja, viete sa pohybovat v teplotach od —28 °C
az po 80 °C pri ohrievani v rire. Do vyssich teplot by som uz radsej nesiel. Potom by sa mohla flauta zacat
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topit a to rozhodne nechceme. Meranie samozrejme netreba zabudnut zopakovat pre vsetky teploty viackrat,
pre tento krat bude pét opakovani stacit.

Pre dychové néstroje by bolo idealne fikat vzduch danej teploty priamo do nastroja, no vzhladom na niektoré
uz veelku extrémne teploty, ktoré by nemusela zniest batéria, ktorou by sme ventilator napdjali, budeme si
musiet vystacit s vlastnym dychom. To samozrejme prinasa problémy, pretoze vzduch vychadzajuci z nasich
pluc urcite nebude mat —28 °C, ¢i 80 °C. Kym opusti nastroj, urcite zmeni svoju teplotu. Nase meranie teda
nebude zrovna najpresnejsie, ale dostaneme aspon radovy odhad, aky vplyv ma teplota na dychovy hudobny
nastroj.

Pre strunové nastroje by to mohlo byt jednoduchsie, netreba do nich fukat. No, vdésina z nich sa nezmesti
do mraznicky alebo riry a si omnoho citlivejsie na poskodenie. TaktieZ nasa tedria naznacuje, Ze jav by pri
strunovych nastrojoch mal byt menej vyrazny.

1320 T _|_
1300 |- I 1 -
1280 |~ n
1260 [~ n

N

T

> 1240 | i
1220 |~ n
1200 |~ data ——— T

predpoklad

1180 F.

namerand zavislost
I I I

-20 0 20 40 60

t/°C

Obrazok 5: Zavislost frekvencie flauty od teploty

Ako vidite na grafe, ja som pokus realizoval s flautou. Hodnoty vcelku zodpovedaji nasim predpokladom a
teda mozeme vidiet, ze pri extrémnejsich teplotdch sme naozaj boli nepresnejsi, ¢o sa dalo oc¢akavat, kedze
som do flauty fukal vzduch zo svojich pluc.

Na zaver by som este spomenul, ze na analyzu nahravky ste mohli pouzit napriklad Audacity.

1.5 Pit minut romantiky vzordk Simon, opravoval Simon

Tato tloha sa dala riesit viacero moznymi sposobmi. Tu uvediem dva z nich. V prvom najdeme trajektd-
riu Slnka po nebeskej sfére, a s vyuzitim sférickej trigonometrie najdeme uhol, pod akym Slnko zachadza za
horizont. V druhom sa pozrieme na to, ako lokalita pozorovatela prechadza cez pas polotiena na Zemi.

Postup 1

V tomto postupe na zistenie toho, kolko bude slniecku trvat zapadanie, potrebujeme urcit tri veci:
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1. Aké velké je slniecko na oblohe,
2. Ako rychlo ide po oblohe,

3. Pod akym uhlom bude zachadzat za horizont.

Trvanie zapadu potom bude ¢as, za aky slniecko na oblohe prejde vertikalnu vzdialenost rovnu svojmu zdan-
livému polomeru. Zachadzanie slnka za horizont je ilustrované na obrazku 6.

d

a horizont

Obrazok 6: Zachddzanie slniecka za horizont

Pozrime sa teda na v3etky tri zaleZitosti. Najprv ale eSte chcem pripomenut, Ze vSetky vzdialenosti aj rychlosti,
s ktorymi tu budeme pracovat, nebudt dizkové vzdialenosti a rychlosti, ale uhlové. To je preto, lebo Slnko,
tak ako aj vSetky ostatné objekty na oblohe, sa z pohladu Zeme pohybuje po guli, ktora sa v astronémii nazyva
nebeska sféra, pricom Zem lezi v strede tejto gule. No ale tato gula je len imagindrna, a polohy objektov na
nej st len projekcie, takze vzdialenosti na nej nema vyznam merat v dlzkovych jednotkach, vyznam maju len
zlomky z celého obvodu gule, ¢o su vlastne uhly. Inak povedané, guli mozete priradit fubovolny polomer, vo
vysledku sa aj tak vykrati.

Oboznameni s touto skuto¢nostou sa mdzeme pozriet na pohyb Slnka po nebeskej sfére. Vieme, ze zemska os
je k rovine obehu naklonend. Na prvy pohlad sa vam preto mozno zd4, ze drdha Slnka po oblohe bude nejaka
stra§ne komplikovana. Pomocou malého triku ale uvidite, Ze to tak vdbec nie je. Jediné, ¢o treba spravit, je
vratit sa do starych cias a prehlasit Zem za nehybnu, a Slnko za jej obeznicu. Prejdeme teda do takej ststavy,
v ktorej os Zeme smeruje kolmo nahor a ktora sa otd¢a spolu so Zemou. Takyto prechod je znazorneny na
obrazku 7.

Zem Zem

Obrazok 7: Prechod do stistavy, v ktorej Slnko obieha okolo Zeme

No a v tejto novej ststave je predsa pozorovatel nehybny! To znamend, Ze na obrazku 7 vidime rovno drahu,
akd bude na oblohe opisovat Slnko. Uz ju sta¢i iba naklonit, kedZe pozorovatel stoji na obrazku nakloneny.

Vysledok z prejdenia do novej sustavy teda je, Ze Slnko na oblohe opisuje kruznicu, ktorej stred je v smere
severného polu, ktorej uhlovy polomer je 90° — §, a ktora je naklonend o ¢ voci horizontu. Teraz musite
velmi silno zapojit svoju predstavivost. Vysledkom zapojenia vasej predstavivosti by mala byt situacia, ako
znazornena na obrazku 8.
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Obrazok 8: Drdha Slnka po nebeskej sfére

Naozaj, pokial vim nebude jasna kazd4 vec na tom obrazku, tak necitajte dalej. Co sme na obrazku 8 dostali, je
demonstracia geometrie na sfére. Co to je za¢? Rovnako ako v rovine existuju nejaké mnoziny bodov (kruznice,
priamky;... ) a daji sa najst pravidla, ktoré musia ttvary skonstruované z tychto mnozin splhat, to isté sa da
urobit aj na povrchu gule. Napriklad jedno velké odvetvie, sférickd trigonometria, riedi trojuholniky na povrchu
gule. A rovnako ako v rovine existuje Pytagorova veta, sinusova veta, atd., aj na guli existuju vzorceky, ktoré
mi zo znalosti nejakych parametrov trojuholnika umoznia vypocitat tie zvysné. Nic viac, ni¢ menej. Staci si
nalistovat na Wikipédii.

Najprv ale treba vlastne urcit, ¢o je trojuholnik na guli. V rovine je trojuholnik tvoreny troma rovnymi ¢iarami.
Na guli ale nie st rovné ¢iary. Ale skoro. Na guli sa povazuje za rovnu ¢iaru to, ¢o ¢lovek dostane, ked nasadne
do auta a ide stale rovno bez zatdc¢ania volantom. Po Case sa samozrejme vrati na miesto, kde zacal, takze
zjavne nemohol ist po rovnej Ciare, ale je to to najrovnejsie, ¢o sa da na guli dosiahnut. Taka ciara sa vola
hlavna kruznica.

Kontrolna otazka: Ktoré z ¢iar na obrazku 8 si rovné?
Odpoved: Modra, horizont, a obrys znazornujuci oblohu. Draha slnka nejde po hlavnej kruznici.

Nechce uz vela dalSej namahy uvedomit si, Ze rovnu ¢iaru na guli tvori vzdy kruznica so stredom v strede gule.
Nam sa teda ponuka nejaky ten trojuholni¢ek. Napriklad trojuholnik sever — severny pdl — bod zdpadu Slnka.
Uz zostava len nalistovat si v nejakej mudrej internetovej stranke. Jedna z prvych veci, ¢o tam na vas vyskodi,
je asi sinusova veta. Tato veta je skoro tplne rovnaka ako pre rovinné trojuholniky, len treba brat aj sinusy
dizok stran.! Pre nas pripad teda bude

sing  sin(90° - §)
sin (90°—a)  sin90°

a kedZe sin (90° — x) = cos x, tak mdme

(1.5.1)

!Pamitajte, ¢o povazujeme za dizku
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Bod ¢islo 3 hotovy! Teraz bod ¢islo 2. Je jasné, ze Slnko musi celt svoju drahu na oblohe opisat za 24 hodin. Ak
je uhlovy priemer kruznice 90°—§, pri pohlade na obrazok 7 je zrejmé, Ze jeho polomer je sin (90° — &) = cos §,
a teda dlzka 27 cos 8. Tak dostdvame uhlovii rychlost slniec¢ka na oblohe

_ 2mcosd

- . 152
RS VEN (152)

Uz zostava len bod ¢islo jedna - najst uhlovu velkost Slnka. Tu nie je nad ¢im rozmyglat, len pozriet sa na
internet, kde sa do¢itame, Ze je rovny priblizne 32 uhlovych minut = 277+ 2% = 2% rad.> Dalej ho ozna¢im d.
A uz len staci to vSetko dat dokopy - podla obrazku 6 potrebujeme, aby Slnko preslo vzdialenost

d

sina’

x = (1.5.3)

Teraz uz mozete bud do vzorcov 1.5.1, 1.5.2 a 1.5.3 podosadzat ¢isla a tak dostat vysledok, alebo ich skombi-
novat a vyjadrit vysledok vo vSeobecnosti. VSeobecny vysledok pre trvanie zdpadu slnka je

X d 24 h 1
t===24h- - 128s-

1
% 2msin (arccos (222)) cos§ 675 /cos? 6 —sin’ ¢ cos? 8 —sin® ¢
kde sme vyuzili, Ze sin = /1 — cos? x.

Aky uteseny vysledok! Pamitajte, ze § je uhol dopadajucich lucov voci zemskej osi a ¢ je zemepisna $irka
pozorovatela na Zemi. Co sa tyka rovnodennosti, vtedy je uhol & rovny nule a na$ vzoréek ndm da vysledok
191,29 sekundy = 3 min. 11 s. Co sa tyka slnovratov, po¢as zimného aj letného je uhol § rovny naklonu zemskej
osi voci rovine obehu, a to je 23,44°, a nas vzorcek da vysledok 237,90 sekundy = 3 min. 58 s. Vidime teda, Ze
pocas rovnodennosti je zapad Slnka najkratsi a pocas slnovratov najdlhsi, a v inych ¢asoch roka osciluje medzi
nimi.

Ny zaver si treba uvedomit, ze v rieSeni sme urobili jednu aproximaciu - predpokladali sme z obrazka 6, ze
slnko sa pocas zapadania pohybuje po priamke, ¢o ale nie je pravda, kedZe Slnko sa na oblohe pohybuje po
kruzniciach, ¢o sme si tak krvopotne uvedomovali, a teda draha na obrazku 6 je v skuto¢nosti len maly tsek
kruznice. Ten ale mdzeme povaZzovat za priamku, ked%e uhlovy priemer Slnka je ovela mensi, ako dlZka celej
jeho drahy po oblohe. Akurat v polarnych krajoch by bol na$ vysledok zna¢ne nepresny a museli by sme to
pocitat inak.

Uz len dodam, Ze obrazok 8 je klu¢om k pochopeniu vsetkych javov suvisiacich s pohybom slnka pocas roka
na oblohe. Skuste si napriklad premysliet, ako by sa tento obrazok vyvijal v case pre nejaké fixné miesto na
zemi (fixné ¢, premenlivé §), alebo ako by vyzeral pre miesto, kde prave prebieha polarny den alebo noc.

Postup 2

V tomto postupe bude klucové uvedomit si, Ze pocas zapadania slnka prechadzju Vladko s Katkou cez roz-
hranie medzi dennou a no¢nou stranou zeme. To je pas ¢iasto¢ného tiena, ktory sa tiahne okolo celej Zeme, a
miesta ktoré sa v iom prave nachadzaju, prave zazivaju zapad/vychod Slnka. Kratke zamyslenie nas privedie
k zaveru, ze Sirka tohoto pasu musi byt rovna uhlovému priemeru Slnka. Dalej sa na celt situdciu méozeme
pozerat v projekcii z boku, tak ze pas polotiena je vertikalny a draha Vladka s Katkou ide vzhladom na polotien
pod uhlom §. Cely pohyb sa takto efektivne odohrava v rovine, nam staci zobrat len spravne zlozky rychlosti
a vzdialenosti, a urcit, kolko potrva cesta Vladka s Katkou cez pas polotiena. Vsetko je znazornené na obrazku
9.

?Pocas roka sa trochu meni. Teoreticky ste ho mohli zaratat, pocas sinovratov to spravi celkom rozdiel.
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Obrazok 9: Pohlad na Zem z boku

Ddlezité pozorovanie este je, Ze rychlost Vladka s Katkou premietnuta do roviny je timerna kosinusu uhla 6
medzi nimi a smerom kolmym na rovinu projekcie. Ak idu Vladko s Katkou po rovnobezke so zemepisnou
sirkou ¢, tak ich skuto¢na obezna rychlost je w cos ¢ a teda zlozka v smere roviny je

w cos ¢ cos 0,

kde w je uhlova rychlost otacania Zeme. Nas teda zaujima uhol v momente, ked Vladko s Katkou prechadzaju
cez pas. Na to, aby sme pochopili, kde sa na obrézku 9 vzala dlzka R cos ¢ sin §, ndm pomoze, ako inak, obrazok
10. Ten ilustruje pohlad zhora na rovnobezku, po ktorej sa dvojica pohybuje.

‘

Obrazok 10: Pohlad zhora na rovnobezku, po ktorej sa pohybujii Vladko s Katkou

Teraz z geometrie pravouhlého trojuholnika na obrazku 9 vyplyva

fan s - Rcos.<psin0
Rsing

odkial vyjadrime uhol 0

6 = arcsin (tan dtan @) .
A uz to staci len dat dokopy. Podla obrazka 9 musia Vladko s Katkou cez pas prejst vzdialenost

d

cosd

a to rychlostou
w cos ¢ cos (arcsin (tan §tan ¢)) .
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Teda cas, ktory na to potrebuju, je

d

T= .
w cos & cos ¢ cos (arcsin (tan dtan ¢) )

Opit vyuzijeme Ze cosx = V' 1 — sin” x a dostaneme

e d
a)\/cos2 8 cos? ¢ — sin” § sin? (p.

Teraz uz len sta¢i znova napisat cos® ¢ v prvom ¢lene ako 1-sin® ¢ a sin” § v druhom ako 1-cos? 8, a dostavame

d
w\/cos2 0 —sin’ @

¢o je rovnaky vysledok, ako predchadzajucou metédou :)

T =

1.6 Plackozem vzorak Dusan, opravovali Frederik a Dusan

Po precitani zadania isto $ipite, Ze na vyrieSenie tejto ulohy bude postacujuce vediet, ako ziari dokonale ¢ierne
teleso. Tak sa rovno do toho pustme.

Celkovy ziarivy vykon dokonale ¢ierneho telesa plochy S a teploty T vyjadruje Stefan-Boltzmannov zakon.
Plati

P=gT*S,

kde o je Stefan-Boltzmannova konstanta. Z toho je teda jasné, ze Ziarivy vykon Plackoslnka, ktory zodpoveda
mnozstvu energie vyziarenej smerom k Plackozemi je Py, = 0T mR%.

Druhy poznatok, ktory musime vyuzit je, Ze intenzita Ziarenia dopadajiceho na plochu AS, ktord je k nemu
kolma, klesa s uhlom 6, pod ktorym bolo Ziarenie vyziarené z plochy zdroja S.* Inak povedané, musime vediet,
¢o je to lambertovsky rozptyl.* V jazyku matematiky

P cos 0

=— =0T*S ,
AS 7 2

I

pri¢com [/ je vzdialenost plochy zdroja a plochy, na ktoru dopada Ziarenie.

Teraz by ste sa mohli spytat: ,,Preco to vlastne plati?“ Lahka odpoved by bola: ,Lebo to tak vyslo.“ Ta tazka
sa sklada z niekolkych malych odpovedi. Jednak uvazujme, Ze plocha Ziarica S je mala, takze nech sa plocha
AS nachadza kdekolvek, bude uhlovy rozmer Ziari¢a rovnaky. (To je aj nas pripad, lebo R, << h.) Intenzita
ziarenia Cierneho telesa klesa s odklonom od kolmice k ploche Ziarice ako cos 6 a taktiez klesa prirodzene so
vzdialenostou ako /2. Ako ako posledné musime Ziadat, aby sa vyzZiareny vykon nikde nestracal, ¢ize ak by sme
obalili zdroj nejakou plochou, ta musi vSetok vykon zachytit. Ak sa teraz spytame, aky vykon prijme kolma
plocha AS vo vzdialenosti [ pod uhlom ¢ od zdroja, urcite musi platit

3Znie to trochu zmitoc¢ne, no kedsi to este raz poriadne precitate a pozriete sa na vzorec a neskdr obrazok, isto to pochopite :)
“Lambertovsky rozptyl sme spominali v druhom kole zimnej série. Viac si mozete precitat napriklad tam alebo na wikipédii
https://en.wikipedia.org/wiki/Lambert’s_cosine_law
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To je takmer vysledok, ktory sme uviedli. Konstanta 7 sa v menovateli nachadza kvoli poziadavke zachovania
vyziareného a prijatého vykonu.’

AG:

RS

-- \//AS Plackozem

e

Obrazok 11: Plackoslnko Ziariace na plochu AS' na Plackozemi pod uhlom 6.

Po dlh§om tivode sa vratme spét k naSmu problému. Mame zistit, ako bude vyzerat teplota na kazdom mieste
Plackozeme. Je o¢ividné, ze nas problém ma cylindrickd symetriu a najvyssiu teplotu bude mat bod priamo
pod Plackoslnkom. To znamend, ze chceme ndjst funkciu T(R), kde R je vzdialenost od najteplejsieho bodu
na Plackozemi. Zamerajme sa teraz na plochu AS’ vo vzdialenosti R od najteplejsieho bodu a pod uhlom 6
od Plackoslnka. Pre uhol 6 samozrejme plati cos 0 = \/ﬁ. Podla vyssie uvedeného, na plochu AS’ dopada

Ziarenie s vykonom

AScosf _ oTAR? AS'h?
Cr(R+r) (R )Y

kde AS = AS’ cos 0 je plocha kolma na dopadajtice zZiarenie, efektivne zodpovedajtica ploche AS’ na Plackozemi.

Py, =

Plocha AS’ nie len energiu prijima, ale aj vyzaruje. KedZe aj Plackozem povazujeme za ¢ierne teleso, trivialne
plati

Pout = 0T4AS,.
Vieme, Ze teplota je na Plackozemi ustalena a teda musi platit P;,, = P,,;. Porovnanim oboch vyrazov dostaneme

T4 — Rz@hz 4
(R+m) °

T:\/RfihhzT@:\/RfcosGT@.

Tak a to je vSetko. Teraz mozete dosadit konkrétne hodnoty a skiste najst interval vzdialenosti R, na ktorych
by sme dokazali zit. A mozete sa zamysliet aj nad tym, ¢o by muselo pribudnut, aby sa na takej Plackozemi
striedal den s nocou.

a teda

1.7 Troll science vzorak Simon, opravoval Simon

Oznac¢me si rychlost kabiny s trollom tesne pred vyskokom v, rychlost trolla po vyskoku u a rychlost kabiny
po vyskoku w. Za kladny smer si zvolme smer nadol.

>Pre tych ¢o vedia integrovat, vyjadrite si kolmu plochu na sfére vo sférickych siradniciach ako dS = I* sin 0d6d¢ a preintegruijte
cez polsféru, do ktorej vyzaruje plochy zdroj a uvidite, Ze musi byt v menovateli 7, aby ste dostali vyZiareny vykon.
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Zac¢nime tym, ¢o vieme o vyskoku okamzite povedat. Rozhodne musi platit zakon zachovania hybnosti, podla
ktorého

(m+ M) v =mu+ Mw,
kde m je hmotnost trolla a M je hmotnost kabiny. Zakon zachovania mechanickej energie nemdzeme priamo

pouzit, pretoze trollove nohy vykonéavajt pri vyskoku pracu. Co ale mdzeme bez obav tvrdit, je, Ze zmena
kinetickej energie sustavy pri vyskoku je rovnad vykonanej praci W, alebo

1 1 1
—(m+M)v* + W= —mu* + —Mw?.
2 2 2

Otazkou je, ¢i vieme nejako zistit, aka pracu vykonaju trollove nohy.

M4me informaciu o tom, do akej vysky vie troll vyskocit na pevnej zemi. Co to ale znamena pre vyskok v
padajucom vytahu? Rozhodne vieme povedat, zZe vyska vyskoku je v oboch pripadoch limitovana silou, aka
vedia trollove nohy pri vyskoku vyvinut. Pokial sa troll snazi vyskocit najviac, ako to ide, tak sila bude v oboch
pripadoch rovnaka. Vieme tento poznatok nejako zurocit?

Zadanie nds nabada, aby sme sa zamysleli nad pracami a impulzmi sil, teda nad integrdlmi W = [ Fds, resp.
I= [ Fdt. Vieme o niektorom z nich povedat, Ze je rovnaky v pripade vyskoku z pevnej zeme i pri vyskoku v
padajucej kabine vytahu. Ak nie, tak preskiimajme oba pripady.

Najskor predpokladajme, Ze impulz sily je to, ¢o je rovnaké v oboch pripadoch. Vieme, Ze troll vyskoci z
pevnej zeme do vysky h, takze tesne po vyskoku ma rychlost vy = \/2gh. To znamena, Ze si udeli impulz
velkosti I = m+/2gh. Rovnako velky impulz udeli aj zemi.® Ak si rovnaky impulz udeli aj v padajicom vytahu,
tak potom mdzeme pisat

my — mu = m\/2gh.

Spolu so zakonom zachovania hybnosti dostavame ststavu dvoch rovnic o dvoch neznamych, ktorej rieSenim
su rychlosti trolla a kabiny po vyskoku

u=v-+/2gh,

w—v+m 20h
= M g.

Mozeme sa pozriet, aka praca noh zodpoveda tomuto pripadu. Z energetickej bilancie jednoducho dostavame
1 1 1 m
W=—mu*+ -Mw* — = (m+ M)v* = mgh(l + —)
2 2 2 M

Ked sa tomuto vysledku prizrieme blizsie, zbadame, Ze nemdze zodpovedat realite. Jednak si v§imnime, Ze
rychlost trolla po vyskoku nezavisi od hmotnosti kabiny. To znamena, Ze by sa rovnako dobre mohol odrazit
od svojej topanky, ktora by vdaka tomu ziskala obrovsku rychlost a vystrelila by nadol ako projektil. Zaroven
by si tento akt vyziadal Sialené mnozstvo energie, ¢o vidime z energetickej bilancie, nakolko hmotnost M
vystupuje v menovateli.

Uvazujme teda druhy pripad. Nech praca noh je voboch pripadoch rovnaka. KedZe troll z pevnej zeme vyskoci
do vysky h, jej mnozstvo je W = mgh. To sa li$i oproti predchadzajucemu pripadu iba chybajicim faktorom
( 1+ 1\%) av pripade daleko tazsej kabiny (hobit vo vytahu) dava rovnaky vysledok. Zakon zachovania hybnosti

Nenechajte sa zmiast tym, Ze rychlost zeme sa pri vyskoku nijako nezmeni. Aby platil zdkon zachovania hybnosti, musi sa aj
hybnost zeme zmenit o rovnakt hodnotu, teda o m+/2gh opa¢nym smerom. KedZe ale zem povazujeme za nekonecne tazkd, tak jej
zmena rychlosti je nekone¢ne mald. Vyraz Apg = Mg - Avg je totiZ vyraz typu oo - 0, a ten mdZe nadobudat akikolvek hodnotu z
rozsahu 0 az oo.
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spolu s rovnicou pre energeticku bilanciu
1 2 LI
E(m+M)v +mgh = Smu+ EMW

potom dava rychlost trolla po vyskoku
2gh

—.
1+M

u=v-—

Pre zaujimavost, to zodpoveda ziskanému impulzu sily

M
I= - = 2gh .
my — mu m\/g\/Mer

V pripade, Ze kabina je daleko tazsia (hobit vo vytahu) je to rovnaky impulz ako pri vyskoku z pevnej zeme.
V pripade, Ze kabina ma zanedbatelnt hmotnost (Samko vo vytahu), rychlost Samka sa prakticky nezmeni
(Samko zohrava tlohu pevnej zeme).

Dospeli sme teda k zaveru, Ze spravny moze byt len druhy pripad, teda Ze praca je rovnaka pri oboch vyskokoch.
Ked zo zékona zachovania energie eSte dopocitame rychlost kabiny s trollom tesne pred vyskokom, ktora je

v = \/2gH, dostaneme pre rychlost trolla po vysoku u = \/2gH — |/ 72-2gh, ¢o opit zo zakona zachovania

energie dava zodpovedajicu vysku padu bez vyskoku

2

H:”—2=(¢E— h )

m
1+M

Na z4ver sa hlbsie zamyslime, ¢&i to, o sme dostali, dava zmysel aj na zdklade teoretickych tvah. Citat len na
vlastné riziko. Sila medzi trollom a objektom, z ktorého sa odraza, posobi iba na kratkej drahe, na ktorej st
nohy s objektom v kontakte. Tato sila zavisi od toho, v akej faze vyskoku sa troll nachadza, teda od vzdialenosti
trolla od odrazového objektu. Sila, ktorou posobi troll na objekt je podla tretiecho Newtonovho zékona v kaz-
dom momente rovnako velka ako sila, ktorou posobi objekt na trolla. Trollovi je pri vyskoku udelend energia
zodpovedajuca praci, ktora vykona sila od odrazového objektu posobiaca na drahe, ktora urazi troll pocas
kontaktu jeho ndh s objektom.” Matematicky zapisané Wiy = f drihatrola T AStroll. Odrazovému objektu je zase
udelend energia Wpjew = f drdhacbjektu Fdsgpjere- Celkova praca je teda W = Wyon + Wopjeke = fc elkovadriha I S DO
a tento integral je rovnaky pri vyskoku zo zeme i pri vyskoku vo vytahu, pretoze priebeh sily nam zavisi od
vzajomnej polohy trolla a odrazového objektu a draha je v oboch pripadoch rovnaka, kedze k ich oddeleniu
dojde pri tej istej vzdialenosti. Z toho dévodu mozno nohy nahradit pruzinkou, kedZe aj sila pruzinky zavisi
len od predizenia, teda de facto od vzdialenosti trolla a odrazového objektu. Hodnota uvedeného integralu
je rovna ulozenej energii v stlacenej pruzinke, a ta zavisi len od miery stlacenia a tuhosti a nie od hmotnosti
objektov, ktoré spdja. Na druhej strane, impulz, ktory si pri vyskoku udeli troll, je Loy = [ Fdt = [ F% dt =
P ﬁ dsyon @ impulz, ktory udeli troll objektu je analogicky Iopjee = /. drdhaobiekts leh dsobjexr. Hodnoty
tychto impulzov zjavne zavisia od toho, ¢i ide o vyskok z pevnej zeme alebo v padajucej kabine, nakolko zavisia
od rychlosti, a tie su v tychto pripadoch rozne a zavisia na hmotnostiach trolla a objektu, preto nemozu byt
impulzy v jednotlivych pripadoch rovnaké.

"Pozor, tato draha nie je rovnd celkovej vzdialenosti, o ktoru sa troll a objekt vzdialia po¢as doby kontaktu, pretoze cast tejto
vzdialenosti pripada aj na drdhu odrazového objektu.
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