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Vzorové riesenia 1. kola zimnej Casti 2015/2016

1. Vazna dvaha (opravoval Dusko)

Dusan sa minule po dlhom case postavil na vahu. To ho donitilo zamysliet sa: ako vaha funguje? A ¢o
ak by sme chceli zistit hmotnost telesa v beztiazovom stave? Vedeli by ste navrhn(t, ako sa to da?

Tak som sa teda zamyslel, a predsa len som na nieco prisiel.

Najprv si povieme nieco o vahe a o tom, ako funguje. To, ¢o naozaj meriame vahou, je sila,
ktorou na tfiu posobime, nie hmotnost. My vSak pozndme prevod medzi nasou hmotnostou a
tiazovou silou. Konkrétne F' = mg, kde g je tiazové zrychlenie, ¢ize ziaden problém. Otazkou
teda zostéva: ,ako zmeriame silu?“ Standardne sa pouziva pruzina, lebo sa stla¢a rovnomerne.!
To znamena, ze vychylka pruziny od rovnovaznej polohy x je priamo timerna poésobiacej sile,
¢o zapiSeme ako F' = kx, kde k je tuhost pruziny. Ked si dame dve a dve dohromady, prideme
na to, ze v takej pruzinovej vahe staci vyrobit cifernik, ktory ukdze hmotnost (k/g)x, ak sa
pruzina vahy stlac¢i o z po tom, ¢o sa na nu postavime.

Len tak pre zaujimavost spomeniem, Ze dnes sa Standardne stretnete s elektronickymi va-
hami. Tie vSak funguji na podobnom principe ako pruzinové, no miesto pruziny sa tam pouziva
piezoelektricky krystél. To je taky materidl (konkrétne dielektrikum), v ktorom sa pri mecha-
nickej deformécii vytvara elektrické napiitie. To vieme jednoducho merat a ak pozname prevod
medzi tymito veli¢inami, tak uz pomerne lahko vieme postavit funkéni véhu.

Teraz k tej druhej, zaujimavejSej otazke: ,, Ako zmerat hmotnost v beztiazovom stave?“ Teda
prakticky v stave, kde nemozeme merat tiazovi silu. Moznosti je viacero, no najkrajsi bude asi
priklad z praxe. V nom sa vyuziva tiez pruzina, ale meraju sa jej kmity. Konkrétne sa na nu
zavesi objekt, ktorého hmotnost chceme merat, uvedie sa do pohybu a meria sa periéda jeho
kmitov. Ak by sme chceli zistit, aky je prevod medzi hmotnostou a periédou, museli by sme
vyriesit pohybovi rovnicu

ma(t) = —kx(t).

Jej rieSenie je vSak pomerne zname, lebo sa jedna o linedrny harmonicky oscilator, ktorého

perioda kmitov je
m
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a teda hmotnost vieme vyjadrit ako
kT?
m=—:.
472
No a toto je presne to, ¢o sme hladali. Samozrejme, medzi vasimi rieSeniami sa nasli aj

iné sposoby, nie len tento. Nebojte sa, ak boli fyzikalne spravne, boli odmenené plnym poctom
bodov.

2. Stafetova cyklovacka (opravoval Vladko)

Dvojkolesovacka Trihedronu nabera na obratkach. Pripravuje sa na nej tplne nova sitazna disciplina —
Stafetova cyklovacka! O ¢o ide?

V kazdom time je niekolko jazdcov. Jeden z nich je vzdy na trati, zatial ¢o ostatni mézu v klude
oddychovat v sprievodnom vozidle. Potom sa méZu kedykolvek prestriedat na lubovolnom mieste trate.
V prvej budl obaja bicyklovat rovnako dlhy ¢as, v druhej kazdy odbicykluje rovnakl cCast trate. Trat bude
mat 45 km. Enka dokdaze na bicykli vyvinit rychlost 27 km/h a Kvik az 35 km /h. Ktora stratégia je lepsia?
Dokazete vymysliet nejak( eSte lepSiu stratégiu? Aka stratégia je idedlna?

Aby sme rozhodli, ktora z navrhovanych taktik je lepsia, vypocitame si, aky cas t by trvalo
prejdenie celej trate s aplikovanim jednotlivych taktik. Ak Enka bicykluje rychlostou vg, tak
za Cas tg = t/2 prejde tsek dlhy sg. Analogicky plati pre Kvikove vk, tx a sk to isté. MoZeme
teda napisat:

§ = Sg + Sk

__UEt UKt
D) 2
2
t=—=  ~145h.
VR + UK

Pre druhu taktiku plati sg = sx = s/2, z ¢oho vyplyva:

t=1g +1x
o BB SK
VE UK
S S
t=—+—~147h.
2UE QUK

Teda prva taktika je rychlejsia o vyse jednu minutu. Lenze ako najdeme najlepsiu taktiku?
Napriklad tak, Ze vyjadrime ¢as prejdenia drahy ¢ pomocou drahy, ktori prejde Enka sp. Kedze
Kvik prejde vzdialenost sx = s — sg, tak pomocou uz vysSie spomenutej rovnosti napiseme:

S s§— S
t= 24 2 "F

VE UK
SE S SE
t=—+4+———

VE VK VK

11
= (— _ —) sp + — ~ 0,0085s5 + 1,29.
VE VK VK
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Ako vidime, zavislost je linedrna a kedZe koeficient pri sg je kladny, musi byt rasttica. Co
z toho vyplyva? Cim vicsiu cast pretekov prejde Enka, tak tym vicsi ¢as vo vysledku bude
nasa dvojica mat. Najlepsi cas dosiahnu, ked celé preteky bude bicyklovat len Kvik a Enka
ho radsej zostane cely ¢as povzbudzovat v sprievodnom vozidle. Tento ¢as pre sg = 0 bude
priblizne jedna hodina a sedemnést minat. Vysledna taktika by nas nemala prekvapit. Nakolko
obaja cyklisti maji konstantni rychlost (neunavuji sa) a Kvik je rychlejsi, mali by sme ho
nasadif na celt dizku pretekov.

3. Surfovanie v MHD (opravoval Pato)

Spominate si na priklad z minulého semestra s cestujicim Vladkom v 39-tke? Tak tento priklad je jeho
pokracovanim. Tento raz Mato, Miso a Kubo cestovali v prazskom metre. Ako iste tusite, opat raz tam
nezostalo vela miesta, takze sa nemali ¢oho chytit. Ani koeficient trenia medzi stropom a rukou nebol
velmi priaznivy a oni museli vymysliet novy spdsob, ako udrzat rovnovahu. Od vés by radi vedeli, &i spadni
alebo nie. Mato sa postavi bokom k smeru jazdy. Na podlahu vzdy pdsobi iba svojou tiaZzou. Presiivanim
taziska v konstantnej vyske medzi rozkro¢enymi nohami z jednej nohy na druh( sa snazi udrzat rovnovahu.
Mato vazi 81 kg, je vysoky 185 cm a mdzete predpokladat, Ze jeho tazisko je v 3/5 jeho vysky. Vzdialenost
medzi jeho nohami je 40 cm a koeficient trenia medzi topankami a podlahou metra je 0,5. Mata by teraz
zaujimalo, pre aké hodnoty zrychlenia sa mu podari udrzat rovnovahu presiivanim taziska z jednej nohy na
druhd.

@ y

Obr. 1: Matovo tazisko

Zrychlujice alebo spomalujice metro je z Matovho pohladu tzv. neinercidlna vztazna ststava.
To je ststava, ktord sa voci inercidlnej stustave (napriklad voc¢i nastupistu) pohybuje s nejakym
zrychlenim.

V neinercidlnych ststavach plati, ze okrem sil, ktorych pévod doverne pozname, bude na
Mata posobit este dalSia, tzv. fiktivna sila. V nasom pripade sa sila, ktord na Mata posobi
v zrychlujicom metre, nazyva zotrvacna sila. Jej velkost je F, = ma, kde a je velkost zrychlenia
metra. Smer zotrvacnej sily je presne opacny ako smer zrychlenia vztaznej sistavy.

Aby sme mohli vypocitaf maximalne mozné a, musime si, najlepsie do obrazku, zakreslit
vsetky sily, ktoré posobia na Matfa. Predpokladajme, Ze metro zrychluje smerom doprava, takze
zotrvacéna sila musi posobit dolava. Aby Mafo rovno nespadol, vdhu (fazisko) preniesol na svoju
pravi nohu (vid Obr. 2).
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Dalej na Mata posobi tiazové sila (v tazisku, smerom kolmo nadol). Na chodidla naiiho
posobi podlaha metra silami F; a Fy (ich velkost nepozname, vieme iba, Ze pdsobia kolmo na
podlahu metra, tzn. kolmo nahor).

Uplne nakoniec na Mata posobia trecie sily T} a Ty. Kede sila F, chce Mata ,fahat“ dolava,
trecie sily sa budt snazit tomuto pohybu branit a posobif smerom doprava (vid Obr. 2). Velkost
trecich sil je z definicie T} = fF) a Ty = fF5, kde f je treci koeficient.

Obr. 2: Sily pdsobiace na Mata

Situédcia na obrazku vyzera optimisticky — vSetky zakreslené sily posobia bud vo vodorovnom
alebo v zvislom smere. Okamzite preto mdZzeme napisat rovnice pre rovnovahy sil v tychto
smeroch:

Fi+ F5, =mg

T1 +T2 == Fz-

Ak do rovnic dosadime F, = ma a vyjadrenia pre trecie sily, z rovnic rychlo dostavame
podmienku
fmg=ma = a=fg.

.....

snazi nespadnif, sa za¢ne na podlahe metra Smykat v protismere jeho jazdy.

Vyzera to tak, ze sme tilohu vyriesili. Bohuzial, stale Matovi nevieme zarucit bezpecni cestu.
Musime sa eSte pozriet na to, ¢i ndhodou Mato pdsobenim zotrvacnej sily nespadne skor, ako
pride k scenaru popisanému vyssie.

Pozrime sa preto eSte na momenty sil, ktoré st tizko spojené s otacanim telies. Aby Mafto
nepadal (= neotacal sa), musia byt v rovnovahe aj momenty sil, a to okolo lubovolnej osi. To
nam poskytuje obrovskil vyhodu — os otacania si mozeme zvolit tak, aby rovnica rovnovahy
momentov sil bola ¢o najjednoduchsia, tzn. obsahovala ¢o najmenej neznamych sil. V nasom
pripade st nezname sily F; a Fy (a sily 77 a T3). ,,Zbavime sa“ ich tak, Ze os otacania zvolime

Ideédlni kandidati na tieto body st Matove chodidla. Pozrite sa na obrazok 2. Ak zvolime os
otacania v Matovej pravej nohe, len dve sily maji nenulovy moment (sily F» a F,). Plati teda

Fx = Fuy.
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Ak si predstavime os otacania v Tavej Matovej nohe, rovnakou tivahou dospejeme k rovnovahe
momentov
Fiz +mgx = Fy.

Ak rovnice s¢itame, dostaneme (po tprave a dosadeni z rovnovéhy sil F; + F» = mg) rovnicu

_ Yy
a==g.
x

Po dosadeni za y = (3/5) - 185 cm = 111 cm a x = 40 cm dostaneme a = 0,369 = 3,6 ms™2, ¢o
je menej, ako predosly vysledok.

Metro teda neméze zrjchlovat viac, ako zrychlenim 3,6 ms~2. Po prekrodeni tejto hranice
Mato posobenim prili§ velkého momentu zotrvac¢ne;j sily spadne skor, ako sa jeho topanky zac¢ni
smykat po podlahe.

Vsimnite si, Ze v celom rieSeni sme nepotrebovali vediet, aké velké su sily F; a F,. Tento
poznatok sme obisli déslednym zapisom rovnovahy sil a prefikanou volbou osi otécania.

4. Ako Spagety saji (opravovala Zuzka)

Zuzka si v poslednom &ase oblibila Spagety. Ako iste viete, ked namodite Spagety do vody, tak menia
svoj objem. Zistite, kolko vody také Spagety nasaji pocdas desiatich minGt v rézne teplej vode. Potom si
vyberte jednu teplotu vody a pre ti odmerajte, ako zavisi mnozstvo nasatej vody v Spagetach od cCasu.

Mame zmerat mnozstvo vody nasaté Spagetami za nejaky Cas pri nejakej teplote. To znie ako
nie¢o, ¢o bude trochu naro¢né na aparatiru, preto si treba najprv dobre premysliet, akym
spdsobom to chceme meraf a ¢i na to mame doma vsetky potrebné veci.

Pod mnozstvom zo zadania lohy mozeme rozumiet hmotnost, ako aj objem vody. Je na
nas, aby sme sa zamysleli, ¢o z toho chceme meraf, teda na ¢o mame doma pouzitelnt aparatiru
a vieme to zmerat jednoduchsie a presnejsie.

Rozumny odmerny valec s dostato¢ne malym najmensim dielikom na stupnici (aspoti 1 cm?)
asi nema doma kazdy. Naproti tomu digitdlna vaha merajica s presnostou na jeden gram
rozhodne nie je v domacnosti raritou, preto som osobne skor za meranie hmotnosti nez objemu.

Dalej budeme uréite potrebovat kuchynsky teplomer. Cim presnejsi, tym lepsie. A stopky.
Alebo minutky.

KedZe jedna cCast tlohy vyzaduje drzat Spagety desat mintt vo vode s konStantnou teplotou,
treba sa zamysliet aj nad tym, ako ti teplotu udrzat. Moznosti je hned niekolko. MozZeme si
zimprovizovat kalorimeter, ktorému budeme doverovat natolko, aby sme v fiom t vodu len tak
nechali, alebo pouzif termohrnéek, ktorému dostato¢ne déverujeme, alebo staf desat minit pri
sporéku s teplomerom stréenym v hrnci a podla toho, ako sa teplota vody meni, ju prihrievat.
Je to len na nas.

Mysliet musime aj na to, Ze sacia schopnost sa podla druhu Spagiet moze liSit, preto je fajn
uviest, aké Spagety sme pouzili.

Ked mame vyrieSeni aparatiru, mdZeme pristiupit k samotnému meraniu. Prva ¢ast tlohy
hovori, Ze treba zistit, kolko vody nasaju Spagety pocas desiatich minit v rozne teplej vode.
To neznie az tak zlozito. Navazime si Spagety, zohrejeme vodu, celé to zavrieme do aparatiry
a odstopujeme si desat mintt. Potom Spagety precedime a odvazime. Toto zopakujeme pove-
dzme pitkrat pre pit roznych teplot a s prvou ¢astou sme hotovi (samozrejme, ¢im viac teplot
odmeriame, tym lepsie budeme vedief odhadnit hladant zévislost).

) otazky@fks.sk
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Druh4 cast tlohy od nés chece, aby sme pre jednu teplotu zmerali zavislost mnozstva na-
satej vody od casu. Teda si zvolime nejaki teplotu, ktora sa nam podla prvého merania zda
najvhodnejsia, a nejaky casovy interval, po ktorom Spagety zakazdym precedime a odvazime.

Pri svojom merani som pouZila termohrnéek?, historicky teplomer s najmensim dielikom
2 °C, digitalnu vdhu merajicu s presnostou na jeden gram a bezvajecné Spagety Clever. Pri
prvom experimente bola pociatoéna hmotnost Spagiet 19 g, pri druhom 30 g. Tu st vysledky
mojho merania:

T [°C] | Am [g]
L[ 60 7
2. 70 11
3.] 80 14
4] 90 19
5. 100 19

Tabulka 1: Prirastky hmotnosti Spagiet po desiatich minatach v réznych teplotach vody

ts] | Am [g]
1. | 120 15
2. | 240 18
3. | 360 22
4. | 480 26
5. | 600 30
6. | 720 33
7. | 840 36
8. | 960 38
9. | 1080 41
10. | 1200 44

Tabulka 2: Prirastky hmotnosti $pagiet v roznom ¢ase pri teplote T = 80 °C

Odmerané méame, mozeme pristupit k interpretéacii idajov. Tu sa ujima slova Iubovolny
tabulkovy editor. Mohli ste pouzit Ezcel, LibreOffice Calc, ... Na vykreslenie grafov sme sa
vSak rozhodli pouzit Gnuplot.

Graficky vystup merania zéavislosti prirastku hmotnosti Spagiet od teploty (prvéa ¢ast tlohy)
by mohol vyzerat nejako takto:

2Teplota v fiom, sa po¢as merania menila maximalne o par stupiiov Celzia, ¢o je rozhodne menej ako rozdiely
medzi teplotami vody pri jednotlivych pokusoch

6 otazky@fks.sk
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Zavislost prirastku hmotnosti Spagiet od hmotnosti
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Obr. 3: Grafické spracovanie prvého merania (Ano, nemam graf graf pIny bodov, lebo som si povedala,

ze na ukazku to bude stacif. Verim, ze vy méte lepsie.)

Druhé meranie nam poskytlo takyto vysledok:

Zavislost prirastku hmotnosti Spagiet od ¢asu
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Obr. 4: Grafické spracovanie druhého merania

Na zaver ndm zostéva zamysliet sa, ¢o vSetko ndm mohlo sposobit nepresné meranie. V pr-
vom rade to boli tniky tepla do okolia. V kuchynskych podmienkach sa tazko vyraba dokonale
izolované ststava. Pri pouziti termohrncéeka (malej termosky), tieto straty obmedzime, no ako
bolo spomenuté, teplota sa poc¢as merania moze zmenif o niekolko stupiiov.® Okrem toho tep-
lomer mal presnost 1 °C, &o chyba radovo na tirovni tjch, ¢o sposobili tiniky tepla. Dalsimi
meranymi veli¢inami bol ¢as a hmotnost $pagiet. Nepresnosti stopiek a vahy st dostacne malé
na to, aby signifikantne prispievali k chybam merania. No je tu este jedna vec, na ktortt nemo-
zeme zabudnut, a to je dostatoéné scedenie Spagiet. Ak to neurobime poriadne, nejakd voda
nam tam zostane. Pokojne aj gram, ¢i dva. Zda sa to maélo, ale ked sa zamyslime nad tym, aké
hmotnosti meriame, tak uZ i ten gram navyse ndm sposobi nepresnost 5 — 10%. Zvysné zdroje,
ako rozpustanie skrobu zo Spagiet do vody, alebo odparovanie vody zo Spagiet poc¢as merania,

3T4to zmena bude urcite mensia ako 10 °C, ¢o st rozdiely medzi nami meranymi teplotami.
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nemé zmysel uvazovat, lebo ich efekt je radovo mensi, ako tych pred chvilou spomenutych. az
po nejaki ti hmotnost navySe spésobenti nedostatoénym odkvapkanim scedenych Spagiet.

A mame hotovo, mozeme ist jest. Keby mal niekto zaujem o recept na mega pseudobolonski
omécku, ktord je jednoduché a urcite nesklame, napiste mi ;).

5. Poistka vs. Li-lon ¢lanky (opravoval Jaro)

Jaro sa hral s 300 A poistkou a ¢uduj sa svete, podarilo sa mu ju prepalit :). K dispozicii mal [ubovolne
vela Li-lon &ldnkov s elektromotorickym napatim 3,3 V a vnatornym odporom 10 mf2, tie vieme spéjat
pomocou [ubovolného poétu dokonalych vodicov s nulovym odporom do lubovolne velkého zdroja. Na jeho
konce pripojime poistku s odporom 10 mf). Najdite vSetky také zapojenia, pozostdvajiice z ¢o najmensieho
poctu clankov, ktoré prepalia poistku.

Zrejme je kazdému jasné, Ze na vyrieSenie tlohy je potrebné pochopenie ¢innosti elektrického
zdroja.*

Elektricky zdroj je stuciastka, ktora koné pracu proti elektrickému polu, ¢im udrzuje poten-
cidlovy rozdiel medzi svorkami, a tym umoziuje prudu tiect obvodom. BeZne sa na vypocty
pouzivaju dva abstraktné modely zdroja, a to idedlny zdroj napétia a idealny zdroj priudu. Oba
sa vyznacuju tym, Ze v obvode udrzuju konsStantné napitie, resp. prud, bez ohladu na to, ¢o
na svorky zdroja pripojime. Ak by sme pouzili jeden z tychto modelov, vela by sme sa nenapo-
¢itali. V pripade pouzitia idedlneho zdroja napéitia by sme len do série zapojili dostato¢ne vela
zdrojov a obvodom by tiekol Tubovolne velky prad, Tahko vypoditatelny z Ohmovho zékona.
V pripade pouzitia idedlneho zdroja prudu by sme to mali este jednoduchsie. Obvodom by
tiekol taky prad, na aky je stavany zdroj. Lenze redlny zdroj sa sprava inak. Uz v samotnom
zdroji dochadza k istym stratam, ktoré v tomto pripade nemozno zanedbat, ako sa to vo vicSine
pripadov robi.

Problémom je, Ze nevieme, ¢o presne sa v takom zdroji deje a ako presne tie straty vyzeraju.
Nasfastie nas to ale nemusi ani zaujimat. Tedria elektrickych obvodov obsahuje dve velmi
uzito¢né vety, Theveninovu a Nortonovu teorému®.

V jednoduchosti, Theveninova teoréma ndm hovori, Ze ked méame Tubovolne zlozity linearny
obvod a zaujima nas prud tectci len jednou jeho vetvou, tak zvySok obvodu mozno nahra-
dif idedlnym zdrojom napitia s napitim rovnym napitiu medzi svorkami nahradenej Casti,
zapojenym s odporom do série, ktorého velkost je rovna odporu nahradenej ¢asti. ©

A to je presne nas pripad. Reélny zdroj moZno povazovat za zloZita ¢ast obvodu, pri¢om
nés zaujima len prud tecuci jedinou vetvou (cez poistku), preto redlny zdroj nahradime podla
Theveninovej vety idedlnym zdrojom a k nemu do série zapojenym vnitornym odporom.” V ce-
lom priklade bude Li-Ton ¢lanok nahradeny idealnym zdrojom napitia U = 3,3 V a k nemu do
série pripojenym odporom R; = 10 mS). Najjednoduchsi obvod s jednym c¢lankom preto bude
vyzerat takto:

4Alebo mozno aj nie, ale sme tu preto, aby sme sa nieco naudili. :)

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/ Th%C3%A9venin%27s_theorem, resp. https://en.wikipedia.org/wiki/Norton
%27s_theorem

6Nortonova teoréma je jej analégiou, ked fubovolni ¢ast obvodu nahradime idedlnym zdrojom pradu s pa-
ralelne zapojenym vnutornym odporom. Obe vety st si rovnocenné a dé sa medzi nimi jednoducho prechadzat.

"Pouzijeme Theveninovu vetu a nie Nortonovu, pretoze v zadani sa hovori o zdroji s elektromotorickym
napétim a nie o zdroji pradu.

8 otazky@fks.sk
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R;

R

Obr. 5: Nahradné zapojenie s jednym ¢lankom

Prad tectci tymto obvodom bude jednoducho podla Ohmovho zékona I = (U/R; + R) =
= 165 A. Vidime, Ze jediny ¢lanok ani zdaleka nestaci na prepéalenie poistky. Budeme preto
musiet zapajat zlozitejsie obvody.

Zrejme najistejsi spdsob, ako analyzovat zloZitejsie obvody, st Kirchhoffove zakony. Vsetky
vypocCty budu zaloZzené prave na nich, a tak by bolo na mieste si ich pripoment.

Prvy Kirchhoffov zdkon hovori, ze sucet prudov, ktoré do uzla vtekaju, sa rovna suctu
priadov, ktoré z neho vytekaju. Podla druhého Kirchhoffovho zdkona zase algebraicky sucet
ubytkov napéti zdrojov v uzavretej slucke je rovny suctu napéti na jednotlivych spotrebicoch
danej slucky.

Priamym désledkom Kirchhoffovych zdkonov je skutocnost, Ze ak nerozvetvenou castou
obvodu tecie pruad I a v nejakom mieste sa obvod vetvi na k zhodnych vetiev, tak kazdou
z nich preteka rovnaky prad I/k, ¢o budeme vyhodne vyuzivat na znizenie po¢tu rovnic. Viac
o Kirchhoffovych zdkonoch tu pisat nebudeme, nakolko vSetky navody, ako zostavovat rovnice,
sa daju Tahko najst na webe alebo v starych prikladoch FKS.

Teraz, ked vieme, ako na to, mdZeme sa pustit do analyzovania jednotlivych zapojeni. Na
zaciatok preverme dve najbeznejSie zapojenia, sériové a paralelné.

Obr. 6: Obvod s n ¢lankami zapojenymi v sérii

Najskor zapojme do série n élankov. Podla druhého Kirchhoffovho zédkona napiSeme rovnicu
pre zapojenie nU = (nR; + R) I, odkial

nU U U

I= = =
nR,+R R+ L R;

n In—o0

Tento zapis znamené, ze ak n budeme zvySovat nad vSetky medze, tak priud sa bude tym
viac k danej hodnote priblizovat. To preto, lebo ak R je nejaké redlne ¢islo a n rastie az do
nekonecna, tak podiel R/n je prakticky rovny nule (presnejsie povedané — blizi sa k nule).

9 otazky@fks.sk
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Pre ¢iselné hodnoty lim I (n) = 330 A%. Vidime, Ze maximéalny prid, ktory mozno dosiahnut
n—oo
sériovym zapojenim cClankov, naozaj prepali poistku. Zistime, kedy sa tak stane. Oznac¢me

Inae prad, pri ktorom sa poistka prepdli. Zrejme musi platit nerovnost .. < I(n), kde
I (n) =nU/(nR; + R). Odtial dostavame, ze

[maxR

> ——— =10.
"= U_ImaxRi

Na zaver eSte poznamenajme, Ze pri dostatocne velkom pocte ¢lankov zapojenych do série
je prud v obvode urcéeny predovSetkym vnttornym odporom clankov, kedZze v zadani stoji,
ze vonkajsi odpor obvodu je rovnaky ako vnutorny odpor jedného ¢lanku. Zdroj s takouto
vlastnostou sa nazyva méikky.

Obr. 7: Obvod s n ¢lankami zapojenymi paralelne

Pozrime sa teraz na paralelné zapojenie n ¢lankov. Podla 2.KZ s vyuzitim poznamky o iden-
tickych vetvach dostdvame rovnicu U = R;I/n + RI, odkial

j— -
- Mi4p R

n n—00

Prad v obvode je tentokrat pre dostatoc¢ne velké n uréeny predovSetkym vonkajsim odporom

zapojenia. Takyto zdroj sa nazyva tvrdy. Pre konkrétne ¢iselné hodnoty zo zadania lim I (n) =
n—oo

8lim je limita a vyjadruje presne to, o sme popisali; ak n ide do nekoneéna, tak udéva, k ¢omu sa blizi I

10 otazky@fks.sk
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= 330 A. Aj v tomto pripade dokaZeme prepalit poistku. Stane sa tak, ak podet zapojenych
zdrojov spliia nerovnost .4, < I (n), kde I (n) = nU/(R; + nR). Odtial dostaneme, Ze

Ima:c Rz

> — = 10.
"= U_ImaxR

Sériové i paralelné zapojenie nam dava rovnaké ciselné vysledky. V oboch pripadoch sa
poistka prepali pri aspon 10 ¢lankoch. Rovnaky vysledok pre oba zapojenia vsak nie je pravidlo.
Vdac¢ime za to tomu, Ze vnutorny odpor ¢lanku a odpor zataze st rovnaké. Ak by tomu tak
nebolo, tak by sme dostavali rozne vysledky.

Snad este jedna poznamka. Paralelné zapojenie ma tt nevyhodu, Ze ak je ndhodou niektory
zo zdrojov ,slabsi“, tak touto vetvou zacne tiect elektricky prad proti smeru polarity slabsieho
zdroja, ¢im sa vyrazne znizuje efektivita takéhoto zapojenia, nehovoriac o tom, Ze by mohlo
dojst k poskodeniu zdroja.

U —
-l U

e
—

Obr. 8: Najjednoduchsie ,hybridné“ zapojenie pozostavajice z 3 zdrojov

Uz sme zistili, kedy sa poistka prepali pri sériovom a paralelnom zapojeni. Zostava uz len
zistit, ¢i neexistuje nejaké hybridné zapojenie, ktoré bude fungovat aj pre mensi pocet zdrojov.
Napovedat by ndm mohlo najjednoduchsie takéto zapojenie pozostavajice z troch zdrojov (vid
Obr. 8). Podla druhého Kirchhoffovho zékona dostdvame rovnicu 2U = (R; + R) [ + R;1/2,
odkial I = 4U/(3R; + 2R) = 264 A. Pre porovnanie, sériovym a paralelnym zapojenim troch
¢lankov dostaneme prid len 247,8 A. To je pre nas zla sprava, pretoze sme ukazali, ze hybridné
musime skusat dale;j.

Preskiimajme teraz vSetky zapojenia styroch c¢lankov. Je ich az 10 a kazdé z nich treba
preverit.? Vietky st zobrazené na nasledujiicom obrazku.

9Ak by sme prihliadali na polaritu zapojenia zdrojov, tak ich je daleko viac, no predpokladdme, Ze netreba
nikoho presvied¢at o tom, Ze zapojenie zdrojov s opacnou polaritou bude vyrazne neefektivnejsie nez s polaritou
sthlasnou.

11 otazky@fks.sk
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T
0 rUm LR -"
R
[

U

— -

Obr. 9: Prehlad vsetkych zapojeni 4 zdrojov

Teraz uz len zostéava dopocitat prud v jednotlivych obvodoch. Naznacili sme, ako treba
postupovat pri zostavovani rovnic pomocou Kirchhoffovych zdkonov, a tak tu uvedieme uz iba
vysledky. Pre vicsiu prehladnost ich zapisme do tabulky.

12 otazky@fks.sk
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Cislo obvodu Algebraicky vysledok Numericky v¥sledok

1) I=35% 264 A
2) I=%0 283 A
3) =325 330 A
4) I = 289 A
5) =% 330 A
6) I=350 283 A
7) I =35 289 A
8) I =375 283 A
9) I =575 283 A
10) =0 264 A

Tab. 1: Prady pretekajice poistkou pre jednotlivé zapojenia Styroch zdrojov

Podarilo sa ndm néjst dve také zapojenia (3 a 5) pozostévajice zo Styroch ¢lankov, ktoré
prepalia poistku.!? Zaroven sme ukazali, Ze Ziadne zapojenie pozostavajlice z mensieho alebo
nanajvys rovnakého poctu ¢lankov nedokéze poistku prepalit. Tym je tiloha vyrieSen4.

6. Tepelna kapacita (opravoval MatoB)

Kubo si postavil dalsi super stroj. Ten obsahoval komoru s pohyblivym piestom, v ktorej sa nachadzal
idedlny jednoatémovy plyn s tlakom pg, objemom Vj a teplotou Ty v ustdlenom stave. Piest je pripojeny
na pruzinu tuhosti k. Ak odstranime plyn zo stroja, tak sa piest dotyka pravej steny nadoby. Pokojova
dizka pruziny je rovnakd ako dizka celej komory. Kuba by teraz zaujimalo, aka je tepelnd kapacita takéhoto
systému. Predpokladajte, Ze tepelnad kapacita materidlu pruZiny a stien naddoby je zanedbatelna.

10T, 7e zapojenia 3 a 5 d4vaji rovnaké vysledky, nie je nahoda. St to ekvivalentné zapojenia. Vodi¢ medzi
vetveniami obvodu 3 nekladie ziaden odpor, t.j. oba uzly maji rovnaky potencidl, a teda ich mozno stiahnut do
jedného. NavysSe zapojenie je symetrické, teda cez uzol neprechddza medzi hornou a dolnou vetvou pruad, teda
ho moZno rozpojit a dostaneme zapojenie 5.

13 otazky@fks.sk
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k Vo
T,
poo

Obr. 10: Skiimany stroj

Najprv si pripomenme, ¢o je to vlastne tepelnd kapacita. T4 ndm hovori, kolko energie vo forme
tepla musime “zaplatit” za to, aby sme ohriali systém o jednotku teploty (napriklad jeden
stupeti Celzia).™

_AQ

= X7

Teplo sa moéze ulozit do vnitornej energie plynu alebo pouzit na vykonanie prace. V nasom
pripade moze plyn tlacit na piest, ¢im vykond stladenim pruzinky piestu pracu. Dolezité ale
je, aby sme si uvedomili, Ze praca, ktora vykona plyn tlacenim na piest, je rovnaka ako narast
potenciélnej energie pruZinky. Preto tento prispevok energie mézeme zapodéitat iba raz!'? Teplo
by sa mohlo este teoreticky pouZif na ohriatie materidlu stien nadoby, piestu a pruzinky, no
v zadani sme povedali, Ze ich tepelné kapacity st zanedbatelné. Kazdopadne, energia sa musi
zachovat, ¢o mozeme zhrnat zdkonom zachovania energie, v termodynamike taktiez nazyvanym
aj ako prvd veta termodynamickd, ktory mozeme nasledne dosadit do definicie tepelnej kapacity:

AQ = AUpyn + AW

C =

AUy | AW
AT AT

Zo zadania dalej vieme, Ze piest (pruzinka) sa nachddza v pokojovom stave, ked sa dotyka
pravej steny nadoby. Ak si oznac¢ime plochu piestu S, objem plynu v pravej Casti piestu V' a
dlzku pravej ¢asti s plynom z, ¢o je zaroveti stlacenie pruzinky, tak vieme, e sila, ktorou posobi
plyn na piest Fjy, = pS, musi byt rovnaka ako sila, ktorou posobi pruzinka na piest Fp,; = k.
Odtial

F

pruz

plyn
kx =pS
kz? = pSx = pV.

KedZe vieme, Ze plyn je jednoatémovy a moézeme ho povazovat za idedlny, mdZeme rovno
pre vnitorni energiu plynu napisat znamy vzfah AU = (3/2)nRAT.*3

7 déraziiujeme viak, Ze formalne nie je A pri Q to isté ako A pri T, kedZe teplo nie je stavova veli¢ina!
A preto by sme ich mali po spravnosti rozliSovat.

12Ked7e tato energia je uloZend v systéme “iba raz” v podobe potencilnej energie pruzinky.

BKonstnata tri stvisi s poctom stupriov volnosti molekdl plynu. Jednoatémovy plyn mé iba tri, ked%e kazdy
atém sa moze pohybovat v troch smeroch a pri Tubovolnej rotécii okolo svojho stredu je nerozoznatelny. Na
stupeni volnosti sa moézete pozerat ako na pocet parametrov, ktoré potrebujeme poznat na to, aby sme presne
uréili poziciu a natoéenie molekuly plynu. Skuste si teda premysliet, kolko stuptiov volnosti maji dvojatémové
molekuly.
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Zostava nam teda zistit, aki nekonecéne malt pracu AW vykond plyn, ked sa zvicdsi teplota
plynu o nekonecne maly prirastok AT. Praca AW je rovna pAV = pSAx = kxAzx. Vlozenim
zatial vSetkého, ¢o sme zistili, do prvej vety termodynamickej dostaneme:

. AUplyn AW . 3 Az

AT AT
Mali by sme taktiez vediet, ako stvisi Ax s AT. Na to si pomodzeme stavovou rovnicou
idealneho plynu. Oznaéme n pocet mélov plynu. Dalej vieme, Ze v kazdom okamihu musi platif
rovnica idealneho plynu, t.j. aj po ohriati o AT.14

kx? = pV = nRT

k(z + Az)®> =nR (T + AT).

Odéitanim tychto dvoch rovnic a zanedbanim ¢lenu kAz*'®, gikovne zistime ako stvisi Az

s AT.
Ax nR

2 2 _ Ar  niv
k(x 4+ Azx)” — ka® ~ 2kzAx = nRAT AT = oka

Pokrocilejsi z vas sa mohli vyhnuit tejto obsktirnosti vyjadrenim AT a Az, diferencovanim
vyrazu kx? = nRT, ¢im by sme ale dostali rovnaky vysledok.

Dosadenim vsetkého, ¢o sme sa dozvedeli, do definicie tepelnej kapacity dostaneme celkom
mily vysledok: ; . y

PoVo

kde sme nakoniec vyjadrili vyraz nR na zéklade veli¢in zo zadania, kedZe pocet ¢astic plynu sa
v pieste nemeni.

Komentar k rieSeniam Vyskytlo sa niekolko rieSeni, pri ktorych autori s hrozou zistili, ze
v tomto pripade zohrievanie plynu nie je ziaden zo Styroch zakladnych dejov. To vsak nevadi,
tepelna kapacita sa da spocitat aj v takomto pripade! Dalsie chyby v rieSeniach viésinou pra-
menili z neuvedomenia si, kedy je pruzinka v pokoji a ¢o je to predlZenie pruzinky v tomto
priklade. Body boli vi¢Sinou strhévané za nekonzistentnost vasich tvah. Dobra rada na zéaver
teda je, precitat si po sebe svoje rieSenia a porozmyslat, ¢i tam ndhodou nie st tvrdenia, ktoré
si navzajom odporuju.

7. Nezelené hviezdy (opravoval MatoB)

Andrej sa velmi rdd pozerd na hviezdy, ale eSte radSej pri tom rozmysla nad délezitymi Zivotnymi
otazkami. Vacsinou si na ne dokaze odpovedat sam. Minule vsak priSiel na nieCo, ¢o mu uz dlho neda spat.
Andreja by zaujimalo, preCo na oblohe nedokaze nijst ziadnu hviezdu, ktordl by sme nasimi ocami videli
ako zelenl. Pomdzte mu vyrovnat sa s tymto problémom. Svoje argumenty sa snazte ¢o najviac podlozit
vypoc¢tami. Dokazali by ste povedat, akd farbu maja hviezdy, ktoré by “mali mat zelent farbu” (t.j najviac
Ziarenia vyzaruji na vinovych dizkach blizkych 530 nm) ?

14Na systém sa pozerame po ohriati o AT vidy, ked sa ustali v stave termodynamickej rovnovahy, pre ktory
stavova rovnica v pripade idedlneho plynu plati.

5Kedze vo fyzike nas ¢asto zaujima ako sa veci maji do prvého rddu, tak si to moézeme dovolit. Intuitivne si
to mozete predstavit, Zze ak je Az malé, tak Az? je o niekolko raddov mensie a teda oproti Az zanedbatelné.
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Predtym, nez si zodpovieme otazku zo zadania, si vyjasnime, ¢o je to vlastne farba.

Farba je &isto subjektivny pocit a interpretacia svetla istej vlnovej dlzky nasim okom a
mozgom. Nase oc¢i sa skladaju z troch druhov capikov, tzv. S, M a L capiky, ktoré su rozdielne
citlivé na svetla réznych vlnovych dizok. Pozor, tieto ¢apiky nie st citlivé na svetlo iba jednej
vlnovej dlzky, ale reagujt na pomerne Siroky rozsah vlnovych diZok. Pri velmi letmom pohlade
tieto Capiky koreluju s volbou troch zdkladnych farieb, ktoré sa pouzivaji na monitoroch a
displejoch — RGB!¢. To, akt farbu vidime, teda zalezi od dvoch veci: citlivosti ndsho oka na
svetlo réznych vlnovych dizok a samotného spektra svetla, ktoré dopada do nasho oka, ¢ize
toho, ako velmi st zasttpené rozne vlnové dizky v dopadajtcom svetle.

Spektrum svetla, resp. ziarenia hviezd mozno pre nase Gcely povazovat za spektrum abso-
lutne cierneho telesa. Hviezdy vSak ziaria iba v obmedzenom spektre, ktoré stivisi s ich zlozenim
a zodpoveda preskokom elektrénov medzi roznymi energetickymi hladinami v atémoch a mo-
lekulach, ktoré hviezdy tvoria. Dalej budeme tento fakt veselo ignorovat a budeme hviezdy
povazovat za absoliitne &ierne telesa. Ano, viem ako zvlastne to znie :). No na to ste si uz asi
vo fyzike zvykli. Pravdou je, Ze pre vii¢Sinu hviezd je takato aproximacia dostatocéné. Aj keby
sme pritomnost spektralnych ¢iar uvazovali, na vysledok by to nemalo velky vplyv. Hviezda by
totiz musela mat naozaj velmi exotické zloZenie, aby to bolo dovod na to, Ze ju vidime zelent.

wave\ength in nm

Obr. 11: Obrazok Fraunhoferovijch ¢iar — spektralnych ¢iar v spektre Slnka. Obrazok je prepozic¢any
z https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/2/2f/Fraunhofer_lines.svg.

Ziarenie absolttne ¢ierneho telesa sa riadi tzv. Planckovym vyZarovacim zikonom'”. Ten
nam hovori, kolko elektromagnetického Ziarenia vyzaruje absolitne Cierne teleso pri urcitej
teplote.

2he? 1
Ao exiT — 1
kde I oznacuje vyziareny vykon na jednotku plochy, priestorovy uhol a vinova dizku A, & je
Planckova konstanta, k je Boltzmanova konstanta, ¢ je rychlost svetla a T je teplota absoltitne
¢ierneho telesa.

Wienov posuvny zdkon,

_— 2,898 mm K
max T )

nam pre kazdu teplotu hovori, na ktorej vlnovej dizke A vyzaruje absoliitne ¢ierne teleso najviac
ziarenia (teda pre aké A\ je I(\) maximaélne). Vieme z neho lahko dopoéitat, aka teplotu by
musela maf hviezda, aby najviac Ziarenia vyZarovala na vlnovej dlzke A = 530 nm, &o je

16Red, green, blue, teda ¢ervend, zelend a modra.
"https://en.wikipedia.org/wiki/Planck\%27s_law
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priblizne zelena. Lahkym dosadenim zistime, Ze hviezda by musela mat teplotu 7' ~ 5470 K,
¢o vObec nie je nezvycajna teplota pre hviezdu!

Ako to, Ze teda nepozorujeme na oblohe zelené hviezdy? Hviezdy, ktoré vyzaruji najviac
Ziarenia v zelenej Casti spektra, vyZzaruji vela Ziarenia aj vo zvySku viditelnej c¢asti spektra.
KedZe viditelné spektrum je naozaj pomerne tizke oproti celému vyzarovanému spektru hviezdy,
wzelené* (M) Capiky st drazdené podobne, ako zvy$né dva druhy ¢apikov. Farbu urcuje to, ako
velmi podobne to je. Dokonca ak je teplota hviezdy vyssia ako 20 000 K, svetlo hviezdy vnimame
ako modrasté bez ohladu na to, aké je teplota hviezdy, kedZe najviac st drazdene prave ,,modré*
capiky.

Toto je dovod, preco astronémovia nepozoruju zelené hviezdy.'®

Uz vieme, preco nie st hviezdy zelené, no musime este zistit, aki farbu maja vlastne hviezdy,
ktoré by ,mali byt zelené“. Mézeme pouzit bud tento obrazok!®

0.9
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Obr. 12: Na obrazku mozeme vidiet krivku, na ktorej je zndzornena teplota v Kelvinoch. A prislusné
farby, ktoré zodpovedaju prislusnej teplote absolutne ¢ierneho telesa.

alebo si to skisime sami vypocitat. Na to, aby sme to vypocitali, vSak musime vediet, ako
presne st nade ¢apiky citlivé na svetlo roznych vlnovjch dizok. Nastastie nemusime dlho hladat,
pretoze ak sa trosku posnazime, dopatrame sa k tzv. CIE color matching functions®, ¢o st
Standardizované citlivosti ¢apikov na rdzne vlnové dlzky. Samotné tabulky x, y a z funkcii
mozno najst napriklad tu?!.

Stadi si teda otvorit tabulkovy procesor, nakopirovat si tabulky x, y a z funkeii (napr. po
0,1 nm), prenasobit vo viditelnom spektre spektrom absolatne ¢ierneho telesa teploty 7'~ 5470 K

18V skutocénosti sa im obd¢as stane, ze uvidia zelenti hviezdu, ale to iba v skupine éervenych hviezd. To je vsak

sposobené len inavou nasho oka, ktoré v pritomnosti vela éervenych bodiek zac¢ne vidiet aj zelené.
Yhttps://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/ba/PlanckianLocus.png
Onttps://en.wikipedia.org/wiki/CIE_1931_color_space#Color_matching_functions
Zhttp://cvrl.ioo.ucl.ac.uk/cmfs.htm
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a nasledne sé¢itat po malych kiskoch (napr. po 0,1 nm) (vid ¢lanok o Color matching functi-
ons).?? Nakoniec uz len ndjst sposob ako ¢isla color functions X, Y a Z prepocitat na RGB
farbu.

Iny spdsob bol priamo najst priblizné vztahy?® na vipodet X a Y stradnic v C ET farebnom
spektre priamo z teploty a potom prepocitat na RGB farbu.

Ci uz zvolime prvy alebo druhy spdsob, dopatrame sa k skoro ¢isto bielej farbe?*. | Zelené
hviezdy“ su teda v skutoc¢nosti biele. Pravdou je, Ze v tom obrovskom mnozstve hviezd sa
modZe nachadzat zopar hviezd s takym exotickym zlozenim,Zze vdaka absorbénému a emisnému
spektru prvkov, z ktorych sa bude skladat, sa ndm bude zdat zelend, no Ziadnu sme doteraz
nenasli. Ak len predsa len narazite na nejaky obrazok ¢i fotku v hviezdy v zelenej farbe, napr.
na stranke NASA, ide o pocitac¢ovo upravenu fotku s umelymi farbami.

22 Ak vam tato myslienka $¢itovanie po malych kiiskoch nie je jasna, odporti¢ame si preéitat v Archive FKS
vzorak k tlohe VInita panordma z 29. roc¢nika.

Bhttps://en.wikipedia.org/wiki/Planckian_locus#Approximation

2410.333,0.342] v CEI 1931 Color space
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