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RieSenia 1. kola zimnej Casti

1.1 Modelovy problém vzorak Jaro, opravovala Majka

Zac¢nime tym, Ze si vyjasnime, ako vyzerajui vrchné vrstvy zemského telesa. Najvrchnejsou vrstvou Zeme je
litosféra, ktora pozostava z niekolkych litosférickych dosiek. Litosféra zahrna zemsku koru a vrchnu cast plasta.
Jej priemernd hustota je p,. Litosféra sa velmi pomaly pohybuje po astenosfére, ¢o je ¢iastocne natavend vrstva
plasta s hustotou p,,.

To, ¢o nam zadanie hovori bez toho, aby nam to povedalo priamo, je, Ze mame uvazovat Airyho model litosféry.
Ten, ako bolo povedané, predpoklada, Ze od istej hibky v zemskom plasti je v nejakej pevne zvolenej hibke
konstantny tlak nezavisly na geografickej polohe miesta nad tymto bodom.

hladina
konstantného

Obrazok 1: Airyho model litosféry

Uvazujme litosféricka dosku hrtibky t. Zvolme si hladinu konstantného tlaku, ktora lezi v hibke a pod rozhra-
nim litosféra—astenosféra. To znamena, Ze v tejto hibke je tlak

Provina = thg+ ﬂppg-

Teraz uvazujme, Ze Cast litosférickej dosky je zvrasnend a vrchol pohoria siaha do vysky h nad zvysok dosky. To
ale znamend, Ze pohorie tlaci svojou tiaZou, no a tato extra hmota vyvija dodato¢ny tlak. Aby teda v uvazovanej
hibke bol v§ade rovnaky tlak, musi byt niekde pod pohorim oblast s mensou hustotou nez na rovnakom mieste
pod nezvrasnenou doskou. To je pri¢inou, preco sa litosféricka doska prehne do astenosféry.

Nech doska pod pohorim siaha do hibky d pod tiroven rozhrania litosféry a astenosféry mimo pohoria. Potom
tlak v uvazovanej hibke pod pohorim je
Prohorie = hpig + tpg + dpig + (a —d) p g

Toto prirodzene plati pre kazdy bod pod pohorim, pricom h predstavuje vysku pohoria presne nad tymto bo-
dom. Avsak nas zaujima najvicsia hibka korena, no a ti doska dosahuje neprekvapivo pod najvyssim bodom,
preto za h berieme vysku najvyssieho vrchu pohoria.
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Teraz ndm uZ ni¢ nebrani v tom dat najdené tlaky mimo pohoria a pod pohorim do rovnosti. Cleny, ktoré st
v oboch vyrazoch, vypadnd a my mdzeme vyjadrit neznamu hibku “korena” pohoria

d=—Pk p,
pp_pk

Pre zaujimavost mézeme odhadnut hibku ,koreria“ Himal4ji. Priemerna hustota zemskej kory je priblizne
Py = 2700 kgm™ a hustota plasta p, = 3500 kgm~3. Himal4je st vysoké zhruba h = 8 km, ¢o dava hibku
»korena“ d = 27 km. To je v sulade s tym, ¢o nas ucili na hodinach geografie — kontinentalna kora je hruba
zhruba 35 km, no pod pohoriami to mdze byt az 70 km.

Komentar k rieSeniam

Vela z vas pristupovalo k ulohe z pohladu sil. Vychadzali ste pritom z rovnosti vztlakovej a tiazovej sily. Napriek
tomu, Ze tento pristup je spravny, ¢asto ste sa dopracovali k nespravnemu vysledku. V ¢om bol teda problém?

Uvazovali ste nasledovne. Ked'sa ,koreni* ponori do pldsta, bude nan posobit vztlakové sila F, = Sdp g, ktord

kompenzuje tiaz pohoria Fgpora = Shp,g. Z rovnosti tychto dvoch sil ste dostali hlbku ,korena“ d = %h,
P

¢o je nespravne. Zabudli ste totiz, Ze aj samotny ,,koren“ ma istd hmotnost, preto aj nan posobi tiazova sila

Fgxoren = Sdp,g. Ked do rovnice pre rovnovéhu sil pridate aj td, dostanete rovnaky vysledok, ako dava pristup

cez hydrostaticky tlak d = —£2p.
Pp Pk

Este poznamenajme, ze rozdiel hustot v menovateli nie je prekvapivy. Miesto, kde sa nachadza ,,koren’, povod-
ne vyplial material plasta, takze tam ubudla hmotnost Sd(p )~ p;)- Na druhej strane v$ak pribudla hmotnost
pohoria Shp,. Aby sa tlak pod pohorim nezmenil oproti tlaku pod rovinou, nesmieme pridat ani odobrat
ziadnu hmotnost, preto musia byt tieto dve hmotnosti rovnaké, ¢o je tplne konzistentné s rieSenim.

1.2 Romanticky moment vzordk Denda a Simon, opravoval Simon

Pretransformujme zadanie do jazyka fyziky. Tiaz Simona, sle¢ny, ale aj samotnej lavicky vytvara vzhladom na
pravy oporny bod nenulové momenty sil. Spomenme si, ze velkost momentu sily vypocitame ako sucin velkosti
posobiacej sily a ramena sily. Rameno je jednoducho kolma vzdialenost od posobiska sily k osi otacania. Je teda
zrejmé, Ze ak moment sily od sle¢ny Mg, usilujuci sa lavicku prevazit, prekona sucet momentov sil od Simona
Mg a lavicky! Mr, ktoré tejto snahe odporuju, lavicka sa prevazi. Takze chceme zistit, pre akd vzdialenost
Simona od sle¢ny d nastane rovnost tychto momentov — pre akékolvek mensie d sa uz lavicka prevazi.

Iy bod otdc¢ania

= - °
mSI g mSLg

Mg

Obrazok 2: Sily a ramend sil.

Zac¢nime teda s vypoctom:
Ms1. = Ms; + Mr,

Mgy grsy, = Mgsigrsy + Mng.

'Uvazujeme moment sily od jej taziska. Pre¢o to mozeme spravit, zddvodnime na konci riesenia.
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Nakolko lavicka je osovo simerna, horizontalna vzdialenost taziska od osi rotacie je rr = D/2. Pre jednodu-

chost uvazujme, Ze sle¢na sedi tak, Ze jej tazisko je nad okrajom lavi¢ky.” Dizka ramena je 152, a teda g, = 152
arg=d- %. Zostava uz len dosadit
- L-D D
mgrg =mgg|d- 5 + MgE

a vyjadrit d

d= -
msig 2mg;

B 152g (ms + mg) = Mg5 L (mg +mg) — D (M + mg, + mg;)

Takze v momente, ked Simon prekona kriticku vzdialenost

Jo L (mgsy + mg;) — D (M + mgy, + mg)
2mg; ’

spolu so sle¢nou sa z lavi¢ky zosypu.

Poznamka pre hibavé typy

Mnohi z vas pri rieSeni delili lavicku na cast nalavo od osi otacania a napravo od osi otacania a uvazovali
momenty od oboch ¢asti oddelene. Ak budete ¢itat dalej, zistite, preco je v poriadku uvazovat moment sily
od taziska, aj ked cast lavicky sa nachddza nalavo a cast napravo od osi rotacie. Celkovy moment sily lavicky
sa da vypocitat tak, ze rozdelime lavicku na vela malickych casti s polohami x; a hmotnostami m;* a celkovy
moment sily vypocitame ako suc¢et momentov sily od vsetkych tychto casti. Takze ak poloha bodu otac¢ania je
X0, celkovy moment sily bude

Mr =Y mg(x;—xo).

Ked si spomenieme na vztah pre polohu taZiska x = £ celkovy moment sily moZeme upravit na

M b
> Xim;

M

My = Zmig(xi - X0) :gz m;x; — gXo Zmi = Mg - Mgxo = Mg (xr — x0),

¢o nie je ni¢ iné ako moment sily od taziska. Takze ak pozname polohu taziska, cely vypocet si mézeme ulahdit
bez akéhokolvek poruSovania fyziky.

1.3 Ked'gule nestacia vzordk MatoB, opravovala Ply§

Zamyslime sa najprv, ¢o sa stane s lodou, ked raketa bude uz niekde na polceste do vesmiru. Na zaciatku lod
plava aj so stojacou raketou na svojej palube, a teda na to, aby sa udrzala na hladine, musi byt ponorena vacsia
¢astlode ako v pripade, ked'si lod plava spokojne sama. Ak je raketa uz daleko nad vodou, lod sa musi pohnut
smerom nahor oproti stavu, ked raketa pred $tartom stdla na palube lode. Do6vod je skryty v jednoduchej
rovnovahe sil a Archimedovom zakone*.

Je to teda vsetko? Raketa odleti, lod sa odlah¢i a pohne sa smerom nahor? Nie! Pozrime sa pozornejsie na
pociato¢nu fazu, kedy raketa Startuje. Aby to bolo jednoduchsie, na chvilu si odmyslime lod a presunime sa na
pevnu sts. Aby sa raketa ,,odlepila“ od zeme, na nu musi smerom nahor pdsobit sila va¢sia ako tiazova sila.

2Alebo e jej sirka je vzhladom na dlzku ramena zanedbatelnd.

3i-ta ¢ast ma hmotnost m; a polohu x;

“Dufam, Ze to nemusim blizsie zdovodiiovat, a vietci vieme, Ze ¢im je teleso tazie, tak tym vacsi objem musi byt z neho ponoreny,
aby zostalo plavat na hladine
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Ako to raketa docieli? Predstavme si, Ze raketa kazdych At sekind zo seba vypusti palivo s hmotnostou Am
rychlostou v. Vo vztaZnej sistave spojenej s raketou, teda raketa vypusti za ¢as At palivo s hybnostou ppaiive =
vAm. Kedze plati zakon zachovania hybnosti, raketa ziska rovnako velku hybnost, ale v opa¢cnom smere ako
leti palivo. To znamena, Ze za ¢as At, raketa zmeni svoju hybnost o Ap = ppaivoe = vAm. Na raketu potom
posobi ,vzletova“ sila F

Ap  vAm

po e _vam

At At

Na to, aby raketa vzlietla, musi byt tato sila vdc¢sia ako tiazova sila, teda nutne F > M yperag.

Pozrime sa na to, ¢o sa deje s pridom horiacich plynov, ktory leti od rakety smerom nadol rychlostou v a za
kazdy kasok At odnesie hybnost Am - v. Pri Starte raketa stoji na mieste, a preto tesne po tom, ako sa zapnu
motory rakety, za¢ne tento prud horiacich plynov tlacit na podlozku, na ktorej stoji raketa. Prud horiacich
plynov samozrejme cez podlozku neprejde, preto musi zmenit smer, ktorym pruadi, z vertikalneho na horizon-
talny. KedZze sa v§ak zmeni smer prudu plynov, zmeni sa aj jeho hybnost. Zmenu hybnosti nemohol sposobit
nik iny ako sama podlozka, a teda na podlozku musi podla zakona akcie a reakcie tlacit sila

vAm
Foodlotka = ——
podlozka At

Pozorny citatel si v§imol, Ze sila Fyodiosa> ktorou prud plynov tlaci na spodok odpalovacej rampy, je rovnako
velkd ako sila F, ktord zabezpecuje vzlet rakety, a teda Fpodiozka > Miraketng- TO ale teda znamend, Ze tesne pri
Starte tlaci raketa na lod vdc¢sou silou ako len svojou tiazou! A teda tesne pri $tarte sa musilod pohnat smerom
nadol! Nasledne, kusok potom ako sa odlepi od paluby lode raketa a prud horiacich plynov neoslahava palubu
lode, sa celd lod pohne smerom nahor, a to tak, ze nad hladinou lode bude jej vac¢sia cast ako na zaciatku.

Ak mi neverite, skuste sa doma postavit na takd tu start vdhu a vyskocit z nej. Uvidite, Ze pri vyskoku bude
vaha ukazovat vac¢siu vahu, ako by zodpovedala vasej hmotnosti. Samozrejme, po tom ako pristanete vedla
uvidite, Ze vaha ukazuje nulu’.

Celej predstave mozno e$te pomoze obrazok, za ktory dakujem Plysu :-)

FKS FKS ‘ ’

Obrazok 3: Start rakety

>V lepsom pripade nie¢o viac ako nulu a vy sa potesite, Ze ste chudsi, nez ste si mysleli ...
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1.4 Fun fact na dnes vzorak Krtko, opravoval Krtko

Pred tym ako za¢neme merat, vzdy by sme sa mali zamysliet nad tym, ¢o a akym sposobom chceme merat.
Takze najprv kusok tedrie. Gulové zrkadlo (nas mokry dazdnik) sustreduje v hrubom priblizeni vsetky rov-
nobezné luce do ohniska. V naom pripade nemame do ¢inenia so svetelnymi lu¢mi, ale so zvukom. Bezné
$o$ovky, zrkadl4, a podobne maju velkost radovo vicsiu ako je vinova dlzka svetla, a to ndm umozuje pouzivat
geometricku optiku. Ak pouzijeme zvuk, dostavame sa do oblasti, kedy si uz zahra aj interferencia.

Navyse, vzhladom na tvar ddzdnika nebude ohniskom jeden bod, ale nejaka vacsia oblast. Ako to vSak odme-
rat?

Teoreticka metoda svetla

Pre svetlo je to jednoduchsie, to je jasne vidiet. Ak by sme mali dazdnik s hladkym povrchom, teoreticky by sa
mal dat pokovovat. Zrazu by z neho bolo gulové zrkadlo aj pre svetlo a mohli by sme teda merat aj pomocou
svetelnych lacov. Tato moznost je vSak skor teoretickd ako prakticka, kedZe vacsina fudi nema doma nastroje
na pokovovanie dazdnikov.

Realita so zvukom

Zvuk je zradny. Pred meranim si musime uvedomit, Ze rychlost zvuku je asi v = 343 ms™! a teda ak budeme
pouzivat zvuk s frekvenciou, na ktort je nas® mikrofén najviac citlivy f = 1000 Hz, vinova dlzka nasho zvuku
bude

343 ms™!

= = 34,4 cm.
1000 Hz

¢o znamena, Ze pri merani mozeme zaznamenat interferenciu jednotlivych vin. Preto sa oplati merat viackrat
s inou vzdialenostou zdroja, aby sme mohli priemerom jednotlivych merani odstranit Sum, ktory nam takto
vznika.

Cim merat?

D4 sa pouzit mobil, pripadne mikrofén pripojeny k pocitacu a nom pouzit Audacity. Vrelo vSak odporucam
pouzit nejaky mikropocita¢’ a pripojit nan maly mikrofén®. Tato moznost som nakoniec zvolil aj ja. Nevyhoda
je, Ze budete mat iba pomyselnti hodnotu od 0 po 1023 na Arduine’, ktord nie je nakalibrovana na decibely.
To ndm vsak nevadi, pretoze v ohnisku bude jednoducho vi¢sia hodnota.

Rychle meranie

Najvacsim problémom tohoto merania je jeho rychlost. Mikrofoén je totiz schopny zaznamenat cely priebeh
vlny a nie iba maximum. Preto musime pocas kazdej periddy zratat rozdiel medzi maximalnou a minimalnou
nameranou hodnotou. Inak by nam mikrofén tvrdil, Ze hodnota neustale kolise.

Postup

Ja som meral na kazdom centimetri dazdnika, vacsia presnost je absolutne zbytoc¢na, kedze aj samotny mik-
rofén ma Sirku 1 cm. Namerané data som vlozil do grafu, a kedZe hladame jedno maximum, mézeme data
prekryt napriklad Gaussovou krivkou, ktora nam odhali vrchol. Ten sa nachadza okolo 22,3 + 1,1 cm.

Steda moj

"napriklad Arduino alebo Nucleo, alebo ¢okolvek iné
8ako ho zapojit sa obvykle dozviete z datasheetu
Pripadne od 0 po 4095 na nejakom STM.
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Vizualne overenie vysledku

Na zaver by som doplnil este jeden sposob, ako zistit polohu ohniska dazdnika, a to geometricky. Je zrejmé,
ze ohnisko je niekde na osi. Ak si dazdnik odfotime zboku a prekryjeme ho kruznicou'?, stred tejto kruznice
(purpurovy bod) ukazuje na stred krivosti a ohnisko (zeleny bod) sa nachadza presne uprostred medzi nim

a miestom, kde sa tycka pripdja k dazdniku''. Touto metédou nam vyslo 21 cm, ¢o je taktiez velmi slusny
vysledok.

10 Alebo parabolou, podIa jeho tvaru.
'To je zdroven bod, od ktorého ritame vzdialenost.

https://www.fks.sk/ 6 otazky@fks.sk


https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

‘ é)é)é) Riesenia 1. kola zimnej Casti

1.5 Crash course slusného stolovania vzordak Jaro, opravoval MatoB

Nuz, aj vam sa zdala tato uloha akasi jednoducha? Veruze aj bola. Ak ste si uvedomili, ¢o sa v jednotlivych
fazach pohybu deje, vystacili ste si s elementarnou mechanikou. Podme teda na to.

KIt¢om k tspechu bolo rozdelit si dej na dve etapy. V prvej faze, kym sa obrus pohybuje pod tanierom, bude
na tanier pdsobit trecia sila konstantnej velkosti od obrusu, ktora ho urychluje. V. momente, ked tanier opusta
obrus, ma uz nejaku rychlost a za¢ne nan pdsobit trecia sila od stola, ktora ho bude naopak spomalovat.!?
Minimalnu potrebnda silu na vytiahnutie obrusa zrejme dostaneme, ked budeme uvazovat limitny pripad, v
ktorom tanier zastane na opa¢nom konci stola. Ked uz toto vieme, staci nam ndjst prislusné zrychlenia a
drahy, na ktorych prebiehaju jednotlivé fazy, a sme za vodou. Potom to uz bude len o narabani s rovnickami.

Uvazujme najskdr prvia fazu. Ozna¢me zrychlenie obrusu a; a zrychlenie taniera a,. Na tanier posobi v hori-
zontalnom smere len trecia sila od obrusu, preto

Ma, = Mg = a,=fg
Na obrus pdsobi okrem trecej sily od taniera este aj trecia sila od stola a sila, ktorou obrus tahdme. Preto
mozZeme pisat

ma, =F-fHMg-fi(M+m)g = a1=£—[f2%+ﬁ(l+%)]g

Okamzite vidime, Ze tak obrus ako i tanier sa pohybuji rovnomerne zrychlenym pohybom.

Nech tanier prejde drdhu x = 24,12 do momentu, kedy opusti obrus. Lubovolny bod obrusu musi za ten isty
¢as t; prejst drahu L + x, aby sa cely obrus dostal spod taniera. To znamena, Ze plati

1 1
L+ —a,t> = —a,t,
g 2T M

odkial
2L
tl = .
a—a
Vylucenim ¢asu z vyjadrenia drahy dostaneme
_ azL
a —a

a pre rychlost taniera v momente opustenia obrusu plati

V=ayt = a, .
a— &

2predpokladédme, Ze tanier po obruse presmykuje, ¢o znamend, ze budeme narabat so $mykovym (dynamickym) trenim. Keby
tanier nepre$mykoval, tak by sa vzhladom na obrus nepohyboval a urcite by skoncil spolu s nim na podlahe.
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Podme teraz na druhu fazu pohybu. T4 je o poznanie jednoduchsia, lebo Ziaden obrus v nej uz nefiguruje. Na
tanier posobi jedine trecia sila od stola proti smeru pohybu, ktora ho spomaluje. Mozno teda pisat'’

Mas =fMg = as=fig

Tanieru zostava do konca stola presmykat sa vzdialenost D — x. Vzhladom na to, Ze spomaluje z rychlosti v a
na konci stola musi zastat, tak mozno pisat subor rovnic

0=v—a3t2 = b =—;
as

1 Vv?
D—x:vt2—£a3t§:—.

Vylacenim neznamych zrychleni a drahy x postupnymi tpravami dostavame

azL 1 2 2L
a) —dap 2613 a) —ap

L L L L
al—a2(1+—+—21—)):f2g(1 l_)+;_zl_))
_ L. pL
F-{fl(M+m) +f2[M+(1+D+f3D)m]}g.
1.6 ﬁtrapy mladych umelcov vzorak Dusan, opravoval Dusan

Zacnime najprv technikalitami. KedZe je nadoba symetricka, sta¢i sa obmedzit iba na pohyb do jedného smeru
a skumat, aké hodnoty moze nadobudat velkost zrychlenia. Minimadlne zrychlenie je uplne jasné, jeho hodnota
je amin = 0. Sta¢i ndm preto najst hodnotu maximalneho zrychlenia gy, pri ktorom este hmotny bod z nadoby
nevyleti.

K samotnému rieSeniu mozno pristupovat dvoma spdsobmi. Prvy, tazky pristup, by bolo riesit ulohu cez sily. V
kazdom bode funkcie, ktora popisuje nadobu, by sme museli vypocitat vyslednicu gravita¢nej a normalovej sily
posobiacej na hmotny bod a nasledne hladat podmienky stability... jednoducho fuj! Druhy, v tomto pripade
stravitelnejsi pristup, vedie cez energie. Aj ked teraz to ma maly hacik. Na prvy pohlad nevieme, aku energiu
ma zrychlujici hmotny bod. No ked sa na problém pozrieme (doslova) z iného uhla, mézeme si v§imnut, ze
zrychlovanie vo vodorovnom smere sposobuje pre hmotny bod efektivne gravita¢né zrychlenie velkosti

Leff = \/&* + a2,

natocené pod uhlom

a
o = arctan —

oproti povodnému smeru.

137a kladny smer sme si tentokrat zvolili opa¢ny nez v predoslom pripade, aby sme dostali kladné spomalenie taniera, ¢o nim
umozni pisat kinematické rovnice rovnomerne spomaleného pohybu v zauzivanej konvencii so znamienkom minus a kladnym
spomalenim.
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Toto pozorovanie spolu s poznatkom, ze vetky systémy minimalizuju svoju energiu, nas vedu k odpovedi na
otazku, akd je hodnota a,,,,. No je presne taka, Ze v natocenej suradnicovej sustave o uhol « prestava pre
hmotny bod existovat potencialova jama v nadobe, ktora by ho zadrzala. Inak povedané, bude to vtedy, ked sa
v natolenej sustave stane povodny bod [0; 0] tym ,,najvy$sim“ bodom nadoby.'*

Ako to teraz vypocitat? KedZze zadanie od nas nechce presny analyticky vysledok, ukazeme si dva sposoby, pri
ktorych si pomodzeme mudrymi programami. Prvy spdsob je uplne bezny a druhy je pre fajn§mekrov, ktori uz
maju isté skusenost s derivaciami.

Binarne vyhladavanie v grafickom programe

Z toho, ¢o bolo povedané, by malo byt jasné, Ze v povodnej suradnicovej sustave vieme hladinu nulovej ener-
gie zrychlujuceho bodu popisat priamkou “2=x. Teraz ndm staci ndjst iny ako nulovy priesecnik s krivkou
popisticou nadobu. Teda riesime rovnicu

2 X Gmax

L+x——Lcos—=—x
20L L g

pre zrychlenie d,qy.

Je to vSak rovnica o dvoch neznamych x a a,,,. Nezostava nam nic iné, iba vykreslit si obe krivky v nejakom
grafickom programe, napriklad GeoGebre, a menit parameter a,,.x, aZ po kym sa krivky nebudu dotykat iba
v jednom bode. Samozrejme, nejde to robit inak ako formou pokus—omyl, pripadne binarnym vyhladdvanim
medzi hodnotami, kde sa krivky pretinaji v dvoch bodoch alebo sa nepretinaju vobec.

Postupnym iterovanim dostaneme hodnotu a,,,x = 0,845 g. A tym je tloha vyriesena.

= GeoGebra Graficky kalkulator <& PRHUST

i 3

ERC R -]
© g =o08ix i

+

T T B T Y aar']

DP L@

Obrazok 4: Takto pekne to vyzerd v GeoGebre. Hodnota x je v ndsobkoch L a a,x zas v ndsobkoch
g. Vidime, Ze pre hodnotu au., = 0,84 g sa krivky stdle pretinajii v dvoch bodoch, ale je to
blizko hladanej hodnoty.

*Samozrejme to je myslené iba v jednej polrovine.
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Hladanie lokalneho maxima

Na tlohu sa mozno pozriet aj tak, Ze bod, v ktorom sa krivky dotykaja, ma byt lokalnym maximom v otocenej
sustave, respektive ma byt maximom vzhladom na priamku “=x. To znamenena, Ze budeme derivovat a hladat
maximum, no treba si dat pozor na to, ako do toho zakomponovat podmienku s priamkou. To je vSéak pomerne
jednoduché, ten dotykajuci sa bod musi byt maximom, aj ked od povodnej funkcie od¢itame funkciu priamky.
Mame teda dve rovnice o dvoch neznamych

x? X Gmax
L+——-Lcos————x=0,
20L L g
x . x amax
— +sin — — =0.

10L L g

To analyticky nespocitame, tak to ddme do nejakého mudreho programu, napriklad Wolframu Alpha alebo
Mathematicy a dostaneme vysledok a,,,, = 0,84546 g, ¢o je v zhode s tym predchadzajiacim.

1.7 Dotkni sa hviezd vzorék Kvik, opravoval Vladko

Podla neoficidlnych vyjadreni viacerych riesitelov této uloha vyzerala naskutku hrozivo. Ulohou vzoréku bude
teda nielen vysvetlit, ako sa dala vyriesit, ale aj presvedcit vas, ze az takd hrozna nebola. Na vsetky tri pripady
stacilo pouzit zakon zachovania energie a zdkon zachovania momentu hybnosti. Namiesto energie budeme
hovorit o Specifickej energii, teda energii na jednotku hmotnosti. Pre teleso s konstantnou hmotnostou to
v rovniciach nespravi ziadnu zmenu, akurat sa zbavime jedného pismena m.

No ale moment. Raketa predsa z definicie nie je telesom s konstatnou hmotnostou, ¢ast hmoty predsa za-
hadzuje za seba a tym sa urychluje vpred. Nas vSak tento mechanizmus zaujimat nebude, pretoze impulzy
pokladame za velmi kratke a nase rovnice budu hovorit iba o tom, ¢o sa deje, ked sa raketa hybe iba zotr-
vacnostou. Navyse pre okamzité impulzy nebudeme ani musiet riesit zlozité diferencidlne rovnice - rychlost
rakety sa bude menit skokovo a nam ostane iba scitat velkosti tychto impulzov. Pre dostato¢ne kratke impulzy
by sa tplné riesenie od nasho ani velmi nelisilo.

Zakon zachovania orbitalnej energie

Odvodime si v§eobecny vztah medzi polohou, rychlostou a dréhou. Uloha sa dé dobre vyriesit aj bez neho, ale s
nim to ide trochu elegantnejsie. Ak motory prave nepracuju, $pecificka energia telesa sa musi zachovavat. Nech
sa teda pozrieme na fubovolné dva body na dréhe, energia musi byt rovnaka. Specifick4 energia obiehajiceho
telesa je vzdy

v GM

€ = &in t+ Epot = 5T (1)

Ak to plati kdekolvek, tak to plati aj v apogeu a v perigeu (ktoré si oznac¢ime ako Q a g), takze

Po preskupeni vyrazov za potencidlnu a za kineticku energiu dostaneme

V2 V2
_q__Q:G_M_G_M_ (2)
22 q Q
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Rychlosti v, a v ale nie st nezévislé, pretoZze moment hybnosti sa zachovéva. Tu vyuZijeme prijemny fakt, Ze
v extrémoch drahy sa teleso pohybuje kolmo na spojnicu so Zemou. Moment hybnosti je potom dany priamo
suc¢inom vzdialenosti a rychlosti. Plati teda

qvq = Qvo,
odkial vyjadrime napriklad

V= —V
q Q
q

a dosadime do rovnice 2. Po upravach dostaneme

1(Q2—qz)2 GM GM
— VQ:
2 q*

a odtial po zjednoduseni vyjadrime energiu v apogeu

V2
Q_ GML_
2 Q(g+Q)

Sucet vzdialenosti g + Q ale zodpoveda dlzke celej hlavnej osi, ¢ize 2a:

Celkova $pecificka orbitalna energia v apogeu (a teda aj kdekolvek inde) bude

v GM v GM GM
E=———— = =

2 r 2 Q 2a’

Ostava nam toto dosadit do vSeobecného vyjadrenia 1 a dostaneme rovnicu vis-viva, ¢ize vztah medzi okam-
zitou rychlostou v, vzdialenostou od stredu r a hlavnou polosou a:

GM v GM 2 1
_m_ vy o= VZ:GM(———). (3)
2a 2 r r o a

Samozrejme, rovnica sa da najst na internete a odvadzat ste si ju nemuseli. Odvodenie v$ak nie je narocné.

Pomdcka: prva kozmicka rychlost

Vo vsetkych pripadoch budeme potrebovat poznat rychlost, potrebnti na udrzanie sa na orbite v tvare kruznice
s polomerom r. Standardnym rieSenim je stotoznit dostredivu silu s gravita¢nou, ¢o mozeme zapisat ako

v GM GM
p— —2 — V= —_—. (4)
r T r

Alternativne mozeme pouzit vSeobecnejsiu rovnicu 3, kde dosadime r = a a dostaneme ten isty vysledok.
Specidlnym pripadom, ktory neskér viackrét vyuzijeme, je prva kozmickd rychlost pre r = Ry,

o JGM . =
v = = 7908 ms™". (5)
Re
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Prvy pripad: zvisly $tart a cirkularizacia orbity

Co so zvislym $tartom? Jednou moznostou je pouzit vSéeobecny zakon zachovania energie: na zac¢iatku mame
znamu polohu a neznamu rychlost, na konci pozname aj polohu, aj rychlost, ktora musi byt zo zadania nulova.
Druhou moznostou je, ako inak, pouzit nasu znamu rovnicu 3.

Jednou z jej zaujimavych vlastnosti je to, Ze nehovori ni¢ o smere pohybu - inak povedané, dizka hlavnej polosi
nezavisi od uhla medzi vektorom rychlosti a polohy. Teda hned vieme povedat, Ze ak vystartujeme z urcitého
bodu danou rychlostou, dizka hlavnej polosi bude rovnaka, nezavisle od smeru letu.’® Pre §tart zvislo nahor
do vzdialenosti £Rg moZzeme dosadit = Ry, a hlavna os bude mat dizku a = ER%. Z rovnice 3 plati

2 1
VvV =GM| = -—|.
Re s
2

Pdvodna rychlost je nulova, takze impulz je rovny prave rychlosti v:

GM 2
Avp=v= —(2——).
Re §

V momente, ked raketa zastane v najvy$$om bode svojej drahy, jej udelime dalsi impulz - taky, aby vysledna
draha mala opét tvar kruznice, CizZe
GM
Avp = [ —.
Vib ER,
S¢itanim dostavame celkovy vysledok
[. 2 1
AVIZAV13+AV1b=( 2—54—\/;)1/1.

Druhy pripad: Hohmannov transfer

Vypocet tu bude podobny, iba o trochu komplikovanejsi. Rovnica 3 ale opit spravi vdc¢$inu prace za nds.
Uvedomime si, Ze prvé dva impulzy v zadani vieme zlucit do jedného a vyletiet priamo na elipticka orbitu.
Tato prechodna draha bude mat perigeum vo vyske 0, ¢ize vo vzdialenosti Rg, a apogeum vo vyske h, ¢ize vo
vzdialenosti £Rg. Dlzka hlavnej polosi bude - ako vzdy - polovicou stétu vzdialenosti v apogeu a perigeu,

Cizea = % = %Re;. Toto dosadime do rovnice 3 a zistime, Ze potrebna rychlost je
2 2 2
Aviggp, = GM| — | = —£ V1.
Reg (E+1)Rg E+1
V apogeu opit zapneme motory, aby sme dosiahli , kruznicova® rychlost , /%. Rychlost rakety tentokrat

uz nebude nulovd, vieme ju vsak vypocitat — ako inak, nez pomocou znamej rovnice 3, do ktorej dosadime
rovnaku hlavnu polos a a nova vzdialenost r = {Rg,. Odtial

v —\IGM( 2 - 2 )— —2 v
o = fRe (E+1)Ry) VEE+D) "

1>Samozrejme len za predpokladu, Ze nepretneme povrch planéty. Potom budeme mat iné starosti.
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Potrebny impulz je dany rozdielom , kruznicovej“ a skuto¢nej rychlosti, ¢ize

s\ \/££+1>\/ (\@‘\/ﬁ)”

Celkovy impulz teda bude

[ 2¢ 1 / 2
Avyp = Avigy, + Avye = ( m + \/;— m) V1

Treti pripad: bielipticky transfer

Tato metdda je najkomplikovanejsia, av§ak ako uvidime, za urcitych okolnosti moze byt najlepsou. Prvou
¢astou sa nebudeme zdrziavat, pretoze je podobna, ako v druhom pripade. Opat mozeme $tart a urychlenie
na vysoku orbitu zlucit do jediného impulzu. Rozdiel bude v tom, Ze kedze H je velmi velké, potrebny impulz
bude takmer rovny druhej kozmickej rychlosti, teda rychlosti, ktora raketu vynesie na parabolickd unikova
drahu. Potrebnu rychlost moézeme spocitat bud cez energie, alebo opit zo starej znamej rovnice 3 a dostaneme

2 1 S0 |2GM
Aviiap = GM(R_ - E) H—> R
® ®

Nasledne po velmi dlhom c¢ase raketa prileti do vzdialeného apogea a prakticky zastane, kedze pre H — oo sa
jej rychlost v apogeu limitne blizi k nule.

Co s impulzom, ktory potrebujeme v apogeu? Nuz, tu na nas ¢tha drobnd zrada. Aby sme zvysili perigeum do
vy$ky £Rg, musime zvysit rychlost natolko, aby sa hlavna os 2a predizila na hodnotu 2Rg + H + h. LenZe nase
H je obrovské, takze staci aj velmi mala zmena rychlosti a vyska perigea prudko porastie — kto neveri, moze si
pozadované hodnoty opit skusit dosadit do rovnice 3. Pre H — oo bude teda tento impulz mat zanedbatelna
velkost

AVIIIC — 0.

Po dalsom dlhom c¢akani raketa dosiahne svoje perigeum. Zem ju ale bude pritahovat, takze jej rychlost bude
opétovne narastat. Celkova energia je v tomto pripade z definicie nulova,'® takze okamzita rychlost bude vzdy
rovna tnikovej. Aby raketa opét neuletela do nekonecna, v okamihu prechodu perigeom sa musi otocit proti
smeru letu a intenzivne zabrzdit. Velkost unikovej aj kruhovej rychlosti vo vyske {Rg sme uzZ spocitali, a preto
vieme povedat, ze posledny potrebny impulz bude

Avg = ZfGTZ:I‘ 5Re (\/> f)

a teda celkova potrebna zmena rychlosti je

2 1
Avi = AVigap + Avine + Aving = (\/E + \/; - \/;) V1

16V nekoneénej vzdialenosti, teda ,mimo* gravitaéného pola, mala nulovi rychlost.
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® oo

Zaver

Uft. Nakoniec uz len potrebujeme rozhodnut, ktora z nasich metdd je najlepsia. Nemalo by nas prekvapit, ze
to moze zavisiet od konkrétnej hodnoty & € [1; o0 ]. To vykoname graficky, Cize si vSetky tri funkcie nakreslime
— presnejsie povedané, ich bezrozmerné casti.
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Hned vidime, Ze prvy pristup optimalny nebude nikdy, a vyber medzi druhym a tretim zavisi od pozadované-
ho &. Ostava nam vyrie$it hnusnt nerovnicu. Ak nie sme prave masochisti, nechame to nejakému programu,
ktory ndm ochotne poradi, ze medznou hodnotou je £, = 11,939. Odpovedou Vladkovi teda bude, ze

o pre h < 10,939Rg by mal pouzit druhti metddu, ¢ize Hohmannov transfer,

o pre h > 10,939R5 bude lepsou metddou tretia, zvana bielipticky transfer.
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