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RieSenia 3. kola letnej Casti

3.1 Ako o preteky vzordk Denda, opravovala Denda

Predstavte si vodu lejuicu sa z kolmo pretocenej flase. Je zjavné, ze toto prudenie ani zdaleka nie je pekne
popisatelné ako lamindrne. Nejde ako jeden velky spojity kus. Rovnako nebude pekne padat ani odpadova,
splachnuta voda dolu potrubim. Vzduch sa jej totizto bude musiet nejako uhybat. Jednak sa bude stlacat,
¢im bude rast jeho tlak a jednak sa bude padajicou vodou predierat navrch, ¢im bude trochu vyrovnavat
podtlak vznikajtci nad nou. Aj keby bol v $achte vytvoreny nejaky ventila¢ny systém, ktory by umoznoval
vnikanie/unikanie vzduchu za tuc¢elom vyrovnavania tychto tlakov', kratkodobej zmene tlaku sa nevyhneme.
Nuz a nakolko vonkajsi, atmosfericky tlak je pre takéto kratke ¢asové intervaly konstantny, meniaci sa tlak
vzduchu v potrubi hladinu jednoducho rozkmita.
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Obrazok 1: Schéma odtokového potrubia. Atmosféricky tlak p,, je konstantny, zatial Co tlak v potrubi
Ppot Sa meni.

Spomenme este, Ze podla Bernoulliho rovnice’ budti hodnoty tlaku ovplyvnené aj prudenim vzduchu a od-
padovej vody - ich rychlostou. Pouzit ju vsak nemdzeme, nakolko spominané tekutiny (vzduch a odpadova
voda) su stlacitelné a prudenie nie je laminarne. Pointa vSak zostava. Tlak v hlavnom potrubi nezéavisi len od
hustoty tekutiny, ktord sa v nom nachadza. Bude zaroven tym mensi, ¢im rychlejsie sa v nom tato tekutina
pohybuje. Tlak v bo¢nom potrubi sa mu samozrejme bude snazit vyrovnat.

Pre zhrnutie, dolezité bolo uvedomit si, Ze tlak v potrubi sa po splachnuti chvilu meni. Kym je pod uroviiou
padajucej vody, tlak bude narastat, nakolko vzduch je padajicou vodou stla¢any. Po preteceni vody tam bude

"nech podtlak nespdsobuje nasévanie vody zo zachodov
?Slavna rovnica vyjadrujtca zdkon zachovania mechanickej energie pre ustdlené pradenie idealnej kvapaliny. Pre viac inform4cif
https://sk.wikipedia.org/wiki/Bernoulliho_rovnica.
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tlak naopak nizsi, nakolko nad vodou vzduch redne. Co sa bude diat pocas padania vody si naozaj netriifam
povedat - jej tok je velmi turbulentny. Prejde vSak okolo velmi rychlo. Nakoniec sa tlak samozrejme opat
ustali.

Dal$im moznym faktorom vplyvajucim na kmitanie hladiny je aj vibrovanie samotného potrubia sposobené
narazmi vody. Toto vibrovanie sa s istym tlmenim $iri rurami a voda v zachode sa jeho vplyvom rozkmita od
stien. V pripade neviskoznej kvapaliny je potom mozné kmitanie len v smere kolmom na povrch zachoda/rury.
Redlna kvapalina v$ak je viskdzna a teda je mozné kmitanie aj v kolmych smeroch. Kmitanie sa vtomto pripade
$iri od okrajov k stredu narozdiel od vychyliek spdsobenych rozdielom tlakov, kde hladina ako celok kmita
hore-dole. Pre hrubt predstavu si mdzete zobrat pohdr s vodou a jemne buichat po bokoch. Vertikalne vychylky
naozaj nebudu velmi vyrazné, pokial zaichod neza¢ne nadskakovat, ¢o viak nepozorujeme.

3.2 Suboj decibelov vzordk Jaro, opravoval Arthur

Pre potreby tejto ulohy je dobré mat aspon zakladné poznatky o zvuku. Vystacime si s tym, ze zvuk je akési
vlnenie, ktoré sa $iri prostredim. Toto vlnenie rozkmita bubienok v uchu a my to vnimame ako zvuk. Je
prirodzené, ze pod hlasitostou rozumieme to, ako velké je toto kmitanie. No budme trochu odbornejsi. Snad
kazdy vie, ze hlasitost sa udava v decibeloch. Bud viete, ¢o tie decibely su, alebo ste si to vyhladali na internete.
V kazdom pripade ste urcite narazili na takato definiciu:

Lzlog(é) [B] = 1010g(I£) [dB],

0

kde L je hladina intenzity zvuku, I je intenzita zvuku a I, je nejaka referenc¢nd intenzita. Nie je problém vy-
googlit, Ze referen¢na intenzita je zvolena zhruba ako najslabsi zvuk, ktory dokaze fudské ucho zachytit a ma
hodnotu I, = 102Wm—2.

Pre potreby tejto tlohy nie je nutné vediet, o presne intenzita zvuku je, no uz na zéklade jednotky vieme, Ze
ide o hustotu vykonu zvukovej vlny. Pre nas je dolezité to, ze vykon zvukovej viny sa musi zachovavat. No a
ked sa vlnoplocha vzdaluje od zdroja, rastie jej plocha so §tvorcom vzdialenosti, preto hustota vykonu bude
klesat so Stvorcom vzdialenosti, a teda intenzita zvuku bude imerna

1
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Helboj Brat
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Obrazok 2: Geometria miestnosti

Vybaveni tymito informaciami moZeme pristapit k rieSeniu nasej ulohy. Zavedme si siradnicovu sustavu tak,
Ze jej osi st paralelné so stenami miestnosti a jej pociatok lezi v rohu izby. Potom Helbojov reprak ma suradnicu
x = 0 m, Helboj x = 1 m, jeho brat x = 4 m a bratov reprak x = 5 m. Sta¢i nam uvazovat len intenzity na ich
osi, preto efektivne riesime len 1D problém. Intenzita Helbojovho repraku sa meni ako
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a intenzita bratovho repraku ako
I

(5-x)°

Z poziadavky, Ze kazdy z bratov ma pocut hlasnejsie prave ten svoj reprak, dostavame dvojicu podmienok

Iy (x) =

A 1.
IH(1)>IB(1) — Iy > EIB,

1. A
IH(4)<IB (4) —> EIH<IB.

Ked pozname definiciu hladiny intenzity, nie je Ziadnym kumstom prepisat tieto nerovnosti v intenciach hladin
intenzity:’

Iy 11 I 11 .

Hs 2 . 10log| 2| >10log| =2) — Ly > Ly -10log 16,
Iy 161, Iy 16 I,

11y 1 11 I

—HZ 5 10log| =E | <10log| Z| — Lj* - 10log16 < L.
161, I 16 I, Io

Dostavame teda, ze Helboj mdze pustit svoj reprak v rozmedzi hladin intenzity

Ly = Lg + 10log16 = 60 + 12 dB.

3.3 Vesmirna kanonada vzordk Vladko, opravoval Vladko

Keby sme boli byvali riesili bezny stredoskolsky priklad na hodine fyziky a nie FKS, ur¢ite by nam dovolili
uvazovat homogénne gravitacné pole. Ako by sme vtedy postupovali? Vyuzili by sme zdkon zachovania energie
avypocitali rychlost vo vyske h, pretoZe stcet kinetickej energie 0~ a potencidlnej mgh by bol konstantny. Ked
vieme, aky priebeh ma zavislost velkosti rychlosti od vysky v(h) a uvazujeme podla zadania velku frekvenciu
strielania, hladana vzdialenost je v(h)/f.

Co sa zmeni pri uvazovani radidlneho pola? Na kinetickej energii ni¢, ale potenciélna energia bude mat iny
tvar. Velkost gravitacnej sily je F, = K%, kde r je vzdialenost taziska zeme a bananu a M, je hmotnost zeme.
Potencidlna energia v takomto silovom poli je E, = —GM%’”. Pozornému ¢itatelovi by sa hadam mohlo zdat,
ze ked pri Fy = mg to bolo E,, = mgh, vlastne vidy silu ndsobime vhodnou vzdialenostou a mame energiu
(znamienko sa dako ,,dosachuje®), vsak W = Fs. Bohuzial, to neplati! Dévodom je, ze sila v radialnom poli nie
je konstantna v rdznych vzdialenostiach. Na konci vzoraku si povieme nieco o simulovani takéhoto problému
na pocitaci.

Teda ak sme si uz na internete alebo v knizke nasli vztah pre vypocet potencialnej energie, vieme, Ze celkova
energia Dusanovho bandanu, ktory sa sprava ako hmotny bod, je

M,

1
E=-mv;-G—.
R,

*Pouzivame taku definiciu hladiny intenzity, aby vychaddzala priamo v decibeloch.

otazky@fks.sk 3 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 3. kola letnej casti ° é)é)é)

Nasledne vieme vyjadrit zavislost rychlosti bananu od jeho vzdialenosti od stredu Zeme

2 M,
o2 (5 %)
m r

Ked Dusan vystreli nejaky banan kazdych 1/f sekiind, n-ty banan bude o 1/f tam, kde je v danom momente
(n—1). bandn. Ak ich striela dostato¢ne rychlo, vzdialenost medzi bananmi je

YRy
s=—-\/— — .
fVm r

Je dolezité, si uvedomit, ze tato vzdialenost nezavisi od hmotnosti bananu m, lebo po dosadeni pociato¢nej
energie E sa nam hmotnost bandnu vykrati. VSimnime si, Ze pri nekone¢nej vzdialenosti od Zeme je vzdiale-
nost konstantna. Je to tak preto, Ze sme uvazovali, Ze banany maju dostato¢nu rychlost na opustenie gravitac-
ného pola Zeme (teda aby sa dostali do nekone¢na) a mimo neho sa pohybuja uz iba konstantnou rychlostou.

Skusme sa este pozriet, ako by sme nieco takéto odsimulovali na pocitaci. Ide o simulovanie klasickej newto-
novskej mechaniky, teda mame nejaké zrychlenie (spomalenie), o zavisi od polohy. V ¢ase t = 0 sa nachadza-
me v h = 6378 km a mame pociatocnu rychlost vy. Zvolime si krok dt a spravime si jednoduchy for-cyklus,
kde budeme po krokoch dt (napriklad 0,1 s) vzdy robit nasledovné:

« vypocitaj zrychlenie a (v nasom pripade zaporné) podla poslednej polohy h

vypocitaj rychlost viey = Voua + adt

uloz start polohu a vypocitaj novua hpey = holg + Viewdt

o vypi$ niekde do suboru ¢as a vzdialenost hpey — Hoiq-

Po zbehnuti programu si mdzeme vykreslit graf, ktory zodpoveda nasmu vysledku.

3.4 Vetrom proti ohnu vzorék Denda, opravovala Denda

Preco vieme sfuknut zdpalku? Rozhodne to nie je tym, Ze obmedzime mnozstvo kyslika. Ide o to, Ze znizime
jej teplotu pod teplotu vznietenia. Horenie je zlozity fyzikalno-chemicky proces plny exotermickych reakcii
horlavych latok s kyslikom. Pre vysvetlenie si vystacime s jednoduchym modelom, pri ktorom potrebujeme
teplo na vyparovanie horlavych latok do vzduchu. Tie vo vzduchu reaguju s kyslikom a vytvaraji/udrzuju teplo
potrebné na vyparovanie dalsej horlavej zmesi. Odfuknutie tychto horiacich plynov od paliva zapricini, Ze sa
ohen uz nezvladne udrzat.

Predstavu, preco to funguje, mame. Podme sa teda zamysliet, ako zmerat rychlost fukania potrebnu na zaha-
senie zapalky a ¢o vSetko moze mat vplyv na presnost nasho merania. Najskér poznamenajme, Ze zapalky nie
st identické. Ked otvorite bali¢ek so zapalkami a podrobnejsie ich preskiimate, mozete si v§imnut, Ze mnoz-
stvo vysoko horlavej ¢ervenej zmesi, tvar drievka a vyska zapaliek sa trosicku lisia zapalka od zapalky. Ani pri
nekonecnom pocte opakovani merania by sme teda nevedeli urcit presna hodnotu. Mozeme len preskimat
Statistiku - teda to, aka je pravdepodobnost, Ze zapalka pri urcitej rychlosti fikania zhasne.

Presne regulovat rychlost nasho fikania a navyse ju aj merat je tazké. Bude teda potrebné vyuzit nejaky pekny
tyzikalny princip. Prvy, ktory sme sa rozhodli vyuzit a ktory bol ¢asto vyuzity vo vasich rieseniach, bol volny
pad. Ak nebudeme uvazovat moznost, Ze by zapalka pri pade mohla dosiahnut svoju termindlnu rychost*, a

*Najvyssia dosiahnutelna rychlost padania telesa v tekutine. Odporov4 sila zavisi od rychlosti a ked teleso dosiahne rychlost, pri
ktorej sa odporova sila vzduchu vyrovna tiazovej, prestane zrychlovat.
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celkovo ovplyvnenie rychlosti jej padu odporom vzduchu, mézeme ju nechat padat volnym padom, zmerat
¢as alebo drahu, pocas ktorej pri pade horela a z nameranej hodnoty uz nebude problém vypocitat jej rychost
v momente zhasnutia.

Nakolko presnot merania je pri natacani padu obmedzend po¢tom snimkov za sekundu - vd¢sinou je to okolo
30 fps a teda presnost na 1/30 sekundy, rozhodli sme sa pad fotit zrkadlovkou v tme na dlhu expoziciu. Tak-
to ked fotku spojime s dal$ou, na ktorej je v rovnakej vzdialenosti odfoteny meter, jednoducho zistime dlzku
drahy. Takéto meranie by ndm dokoca malo umoznit zmeriat rozdiel medzi padom hlavickou nadol, nahor
alebo bokom. Meranie padu pri hlavicke bokom dosiahneme jednoducho tak, zZe okolo stredu zapalky upev-
nime kus plasteliny, alebo ako Matej Hrmo zapichneme zapalku do gumy. Tak dokonca trochu obmedzime
problémy s nestabilitou padu. Nakolko sa vsak relativne ¢asto stavalo, Ze zapalka zhasla az na zemi, rozhodli
sme sa toto meranie opustit.

Obrazok 3: Ukdzka fotiek z merania

Nasledovny pokus o meranie chcel byt len drobnou tpravou. Pomocou dvoch stolic¢iek, vesiaka na pradlo,
dvoch $ntirok od topanok a plasteliny sme vytvorili kyvadlo upevnené v dvoch bodoch. Umyslom uchytenia
v dvoch bodoch bolo spravit kmitanie stabilnejsim, t. j. zabranit kmitajticej zapalke opustat chcent rovinu
kmitov. Problémom a zaujimavym zistenim bolo, Ze zapalka Casto zhasinala aZ pri druhom zdkmite nadol.
Nie pri o¢akavanom prvom. To znamend, Ze zhasnutie nezavisi len na dosiahnuti danej rychlosti, ale aj na
tom, ako dlho je danej rychlosti vetra vystavena!
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Obrazok 4: Kyvadlova aparatiira

Dal3i napad preto chcel byt univerzalnej$i. Zobrali sme teda startt CD mechaniku, rozobrali sme ju tak, aby
sme vedeli vyuzit jej motorcek, a nan sme napichli $paratko s plastelinou (vid obrazok). Do plasteliny sme
mohli zapichavat §pajdlu°, na ktort sme do vhodnej vzdialenosti pripeviovali bezpe¢nostné zapalky. Zapalky
sme na $pajdlu pripeviovali kolmo pomocou plasteliny. Kolmo preto, aby bola jasna vzdialenost ohna od osi
rotacie. Na meranie vzdialenosti zapalky od osi rotdcie nam poslizilo posuvné meradlo® a napitie sme na
motorcéek privadzali cez napatovy regulator.

>My sme bohuzial $pajdlu nemali, tak sme ju odimprovizovali z drievok z ozdobnych dazdni¢kov.
SRelevantna je len tato vzdialenost. Tvar plasteliny a $pajdle pre nés nebol velmi doleZity, ich tilohou bolo len udrzat to.
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Obrazok 5: Rotacnd aparatiira

Obrazok 6: Rotacnd aparatiira
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Ak este nie je zjavny princip, ktory sme pouzili, tu ho ozrejmime. Motorcek pripojeny na konstantné napétie
nam zabezpeci rotaciu s konstantnou uhlovou rychlostou - ta ziskame z periédy otocenia T ako w = 27/T.
Rychlost zapalky v zavisi od vzdialenosti od osi rotacie (polomeru) r ako v = wr. Takze upeviiovanim za-
paliek do spravnej vzdialenosti moézeme merat bud c¢as, ktory trva zapalke pri danej rychlosti zhasnut, alebo
pravdepodobnost, Ze zhasne pod nejakd ur¢enu dobu.

Pre urcenie periody sme 10-krat odmerali dobu 20 otacok. Jednak, aby sa nasa reakéna doba rozdelila medzi
20 peridd a jednak, aby sme sa uistili, Ze sa merania od seba navzdjom prili§ neliia — priemerom nikdy nic¢
nepokazite. Vysledna hodnota bola

T=05149s — (@=12,2027s"".

Nésledne sme pre kazdu zo vzdialenosti 1, 2, 3, 4,5, 6, 7,5, 9, 10,5, 12,5, 15 a 17 cm spravili 10 merani ¢asu
zhasnutia zapalky. Pre vzdialenost 17 cm iba 5, nakolko zapalka zhasinala tak rychlo, ze reak¢né chyby boli
percentudlne velmi vysoké. Vysledky merani uvddzame v tabulkach. ‘-’ znamena, Ze zapalka nezhasla (¢ize sa
dostala do bodu, kde sme ju museli sfiknut, aby nezacala tavit plastelinu).

polomer naprazdno 1cm 2cm 3cm 4,5 cm
- 21,83 25,93 6,70 6,97
- - 24,42 17,57 11,67
- - 5,80 16,11 3,45
34,98 - - 9,96 7,93
- - - 27,28 5,12
29,81 28,14 - 5,88 8,99
20,61 - 19,21 5,09 5,09
- - - 24,15 10,63
- - - 18,25 5,26
- - 14,98 9,95 5,14
priemerny Cas - - - 14,094 s 7,025 s
rychlost v - - - 0,366 ms™! 0,549 ms™!
polomer 6 cm 7,5 cm 9cm 10,5 cm 12,5 cm 15cm
2,93 4,57 2,08 1,92 2,01 1,63
1,64 1,33 3,07 1,16 0,98 0,87
3,85 1,21 1,51 3,48 1,14 0,52
5,54 1,69 1,76 4,33 1,31 0,43
4,12 5,44 1,13 2,04 1,38 0,77
3,43 1,56 3,47 2,30 1,73
3,82 2,15 3,09 1,15 2,04
5,24 2,96 3,53 2,92 1,77
4,37 3,87 3,01 1,02 1,82
4,20 1,78 2,30 1,10 2,31
priemerny cas 3,914 s 2,656 s 2,495 s 2,142 s 1,649 s 0,844 s

rychlost v 0915ms™! 1,097ms?'  1,28ms™!' 1,524ms™! 1,829 ms! 2,073 ms!
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Predpokladdm, ze pri pozreti sa do tabuliek si pomyslite, Ze to nie s prave najstastnejsie data. Na meranie totiz
mohlo mat vyrazny vplyv mnozstvo faktorov. Okrem toho, Ze kazda zapalka je jedinecna, vysledky boli znacne
ovplyvnené mojim reakénym ¢asom, nakolko ¢as bol stopovany stopkami na mobile. Meranie vyzeralo tak,
ze v momente zapalenia zapalky (na zvuk zapalenia) som pustala stopky a predlzovacku (¢ize zdroj napdtia).
Clovek m4 vsak len dve ruky, takze na predlzovacku som musela pouzif nohu.

Tieto tri udalosti sa mi napriek snahe nepodarilo dokonale synchronizovat. Zlozitou ¢astou ulohy bolo aj
posudenie momentu zhasnutia. Idedlne by bolo naraz so zastavenim stopiek zastavit aj predlzovacku, nech
sme si isty, Ze sa ohen uz nerozhori. Dosiahnut to vSak bolo velmi netrivialne. Ak by sme chceli dosiahnut
presnejsie vysledky, mnozstvo z tychto faktorov by sme dokazali eliminovat nataicanim merani a analyzou videi.
Vhodné by bolo aj zvysit pocet opakovani.

Pre tak velmi lisiace sa hodnoty, 10 merani pre rychlost nie je dostato¢na Statisticka vzorka. Ovplyvnujuce
faktory sme vSak este nevycerpali. Je taktiez mozné, Ze zapalky neboli umiestnené presne uvedent vzdialenost
od osi rotacie, mohli sa tiez trosku vychylovat vplyvom odstredivych sil, ohen nie je bodovy, nejaky vplyv
mohlo mat aj zrychlenie na zaciatku a samozrejme nepresnost meracich pristrojov (ta vsak je v porovnani s
ostatnymi chybami zanedbatelnd).

Podme este zanalyzovat nase vysledky. Ako sme ocakavali, priemerny ¢as zhasnutia naozaj klesal s rastucim
polomerom, a teda rastiicou rychlostou. Ulohou bolo zodpovedat otdzku: Ako rychlo treba fikat, aby sme
zdpalku uhasili? Nuz, niekedy netreba fukat vobec. Istotu by sme vsak mali mat nad rychlostou 0,366 ms~!. Ak
uvazujeme zhasinanie zapaliek nasim fukanim, ktoré nezvykne trvat velmi dlho, povedzme, Ze jeho trvanie by
sme odhadli na 2 sekundy (pravdepodobne je v$ak kratsi), tak pri rychlosti 0,915 ms™! uz za¢neme mat nejaku
$ancu, Ze ju sfikneme. Istotu by sme mali mat nad 2,074 ms~!. Tu st nase vysledky vykreslené do grafov.

10 ! ! ! ! ! ! ! ! !
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Obrazok 7: Priemerny cas zhasnutia zapalky pri danej rychlosti.
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Obrazok 8: Pravdepodobnost zhasnutia zdapalky do 2 sekiind pri danej rychlosti.

Nakoniec este pre in$pirdciu spomeniem pekny princip merania, ktory vyuzila Michaela Leinwatherova. Ta
si postavila aparaturu zo starého pocitacového ventilatora, regulovatelného zdroja jednosmerného napitia,
kartonovej krabice, PVC rury a anemometra. Menenim napitia menila otacky ventilatora, a teda aj rychlost
vzduchu. Ten efektivne zachytavala krabica a presmerovavala ho do rurky. Rychlost vytekajiceho vzduchu
zaznamenavala anemometrom. Pomalym prechadzanim zapalkami popred riurku zmerala pre rézne rychlosti
pravdepodobnost, ¢i pri prechode zapalka zhasne alebo nie.

Obrazok 9: Miskina aparatiira

https://www.fks.sk/ 10 otazky@fks.sk


https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

‘ é)é)é) Riesenia 3. kola letnej casti

3.5 Nepoucitelny vzordk Adam, opravoval Simon

Na zaciatok sa pokusime odolat pokuseniu riesit spojite vela sikmych vrhov. KedZe po rozpadnuti palice posobi
na jednotlivé kusky len tiazova sila, vieme povedat, Ze tazisko, ktoré na zaciatku stdlo, sa bude hybat volnym
padom k zemi. Vo vztaznej ststave s nim spojenej sa budu kusky rozpadnuvsej sa palice hybat rovhomerne
priamociaro.

Jedinou cenou za takyto prechod je, ze zem teraz zrychluje tiazovym zrychlenim nahor. Jednotlivé kasky palice
sa hybu nielen rovnhomerne priamociaro, ale ich rychlost je tiez tmerna vzdialenosti od stredu/taziska palice.
Teda ak by sme sa pozreli na rychlost kusku, ktory bol na zaciatku vo vzdialenosti x od stredu palice, je to
v(x) = wx. Dréha ktoru tento kdsok prejde v Case je teda vt = wxt. Ak sa teraz pozrieme na pomer tejto
vzdialenosti k x, dostaneme wt. To znamend, Ze aj po rozpadnuti budu tvorit (teraz uz predlzujicu sa) ¢iaru.
Ozna¢me uhol, ktory zviera této ¢iara s vodorovnou hladinou v ¢ase t ako ¢(t). Uhol v ¢ase rozpadnutia nech

je ¢(0).

Uz spomenutd roznorodost rychlosti kiskov spdsobuje, Ze linedrne v ¢ase bude rast tan (¢(t) — ¢(0)).

- - — — — — —>
[6¢]

Obrazok 10: Ty¢

Vieme, Ze nemoze nastat situdcia, v ktorej dopadnu vSetky kusky neskor ako tazisko. Kedze ¢as dopadu taziska
je pre zadané parametre konstantny 7 = \/2;7 , najlepsie, ¢o vieme dosiahnut je dopad taziska ako prvého. Ak
ma tazisko dopadnut prvé, musia spolu s nim dopadnut rovno vsetky kasky. To zodpoveda situdcii

¢(r)=m,

7 =¢(0) +arctan wt,

2h
¢(0) = m—arctanwy [ —.
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3.6 Ladovcova sankovacka II. vzorék Jaro, opravoval MatoB

Hovorite si, Ze tento priklad bude malina a nemdze priniest ni¢ zaujimavé oproti prikladu z predchadzajicej
série?” Nuz oprobujme. Princip riesenia bude, samozrejme, rovnaky. Nebudeme sa preto zapodievat zdlhavou
kvalitativnou analyzou. Pouceni rieSenim minulého prikladu® vieme urcit, ako bude Kvikov ladovec vyzerat.
Ale naozaj? Mame tu totiz nejaké nové crty. Menovite musime vediet interpretovat ¢asy idice do nekonecna.
Ak ste vSak minule ¢itali vzorak pozorne, nemalo by to robit velky problém.

Kvikov graf hovori, Ze ak kvadrik vypustime s velmi malou rychlostou, tak by mal byt ¢as navratu obrovsky.
Ale ako je to mozné? Ved predsa ked takto pomaly iduci kvadrik za¢ne stipat po fadovci nahor, musi prakticky
okamzite zastat a vratit sa. RieSenie je prosté — kvadrik nemoze hned zacat stipat. To znamend, ze ladovec
moze bud zo zaciatku klesat a potom stupat, alebo tam moze byt zo zaciatku vodorovny tsek.

Vplyv jamy v ladovci na ¢as navratu kvadrika sme skiumali uz minule a zistili sme, ze jama v ladovci spdsobuje
konecne velké zdrzanie kvadrika, ¢ize na grafe by sa mal v pripade jamy objavit odskok kone¢nej vysky. Ozaj,
aj na sustredeni bude rieSenim $tvrtej $ifry slovo ladovec, ale liskavo si to nechaj pre seba. Dalej sme povedali,
ze ¢im je jama plytsia, tym je odskok na grafe vacsi. My vSak na Kvikovom grafe vidime nekonec¢ne velky
odskok,” ¢o znamend, Ze jama musi byt nekonecne plytka, a teda je to de facto rovina. Kvik si teda na rozdiel
od Filipa drzi od ladovca odstup.

Dalej na grafe vidime zlom. Jeho pritomnost sme si vysvetlili uz minule. Ostry zlom v grafe zna&i skokovt
zmenu sklonu. Akurat v tomto pripade je zlom opacne otoceny a po zlome sa graf blizi k priamke s miernej$im
sklonom. To znamena, Ze sklon fadovca sa meni skokovo k strms$iemu.

Posledna ¢rta na grafe je odskok na konci, za ktorym uz nemame zobrazené Ziadne data. To sa dd interpretovat
velmi jednoducho - nech Kvik akokolvek zy$oval rychlost kvadrika, ten sa uz nevratil. To znamena, ze kvadrik
uz musel dosiahnut vrchol ladovca. Co sa nachadza za vrcholom, na zaklade dat, ktoré mame k dispozisii,
rozhodnut nevieme.

YA

Kvik

Obrazok 11: Kvikov ladovec

Ked uz vieme, ako ma ladovec vyzerat, mdzeme pristupit k pocitaniu. Budeme postupovat nasledovne - bu-
deme vychadzat zo znameho tvaru a dopocitame prislusné charakteristické navratové ¢asy pre vyznacné po-
¢iato¢né rychlosti. Potom rovnice oto¢ime a vyjadrime z nich parametre ladovca.

7https ://fks.sk/ulohy/zadania/1503/

8https ://fks.sk/ulohy/riesenia/1503/

9Za normélnych okolnosti by sme mali pre limitne nulové rychlosti limitne nulové ¢asy navratu, no my mame nekoneéne velky
navratovy cas.
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Oznac¢me postupne rychlosti na grafe Vi, V; a V, a im prisluchajuce navratové casy Ty, Ty a T,. Zacnime tym
najjednoduchsim, a tym je uréenie vysky polohy zlomu /4, a celkovej vysky ladovca H. To vieme urobit priamo
zo zakona zachovania energie. Vieme totiz, ze ak vystrelime kvadrik rychlostou V;, zastane presne v mieste
zlomu, a ak ho vystrelime rychlostou V,, dosiahne prave vrchol ladovca, preto plati

VZ
hl = _1>
2g

2 (1)
no 1
2g

Zvy$né vypocty uz nebudu také jednoduché. Budeme musiet poctivo vychadzat z kinematickych rovnic pre
rovnomerny a rovnomerne zrychleny pohyb a presne matematicky popisat Kvikov graf. Budeme musiet uva-
zovat tri pripady v zavislosti na pociato¢nej rychlosti kvadrika v.

Prvy pripad: vy < V;

V tomto pripade nemd kvadrik dostato¢nu rychlost, aby prekonal skok v sklone ladovca. To znamena, Ze sa
najskor pohybuje po rovine a potom zacne stipat. Vodorovnu ¢ast prekond za ¢as fy = 32."" Ndsledne sa zacne
pohybovat so spomalenim a; = gsina;. Spomaleny pohyb az do momentu zastavenia trva ¢as t; = —°

gsinag *
Celkovy c¢as do navratu je dvojnasobkom stctu tychto dvoch ¢asov
X v
T:2(t0+t1):2(—°+ = ) (2)
Vo gsiney

Druhy pripad: V, <vy <V,

Aj v tomto pripade sa kvadrik najskor pohybuje po rovine po dobu f, = 3? a potom za¢ne spomalovat pri stu-
pani. Tentokrat v§ak prekro¢i aj zlom v ladovci, preto treba uvazovat rozdielne spomalovanie na jednotlivych
’ . A > . / _ . / 0 r _ 1 . 2
tsekoch. Najskor spomaluje so spomalenim a, = gsin a; na drahe s, = - o teda plati - =Voh —;gsinaty.
C e . Ly . . o/ V5 -2hig . Sy . p
Riesenim tejto rovnice je ¢as spomalovania t; = —-———. Zoberieme rie$enie so znamienkom minus, pre-

gsinay
toze ¢as spomalovania musi byt urcite kratsi nez cas t; = —2°—, ktory by zodpovedal Gplnému zastaveniu.
gsinag

V tomto momente mé rychlost v, = vy — gsinayt; = \/v3 —2hig = \/¥3 — V2. Nésledne vsttipi do druhej
¢asti fadovca, kde sa pohybuje so spomalenim a, = gsina,. Pohyb v tejto casti do tplného zastavenia trva

VZ_VZ 7 7Y /4 .
ty = —A— = Y Vysledny ¢as do névratu je teda
gsinay gsinay

2 2 2 2

x, VoxA/vi—V v — V-
T=2(t0+t1+t2)=2 —O+ 0 \/0 1+\/(‘) !
Vo gsinay gsina,

(3)

Treti pripad V, < v,

Posledny pripad je najjednoduchsi. Odbavime ho bez akéhokolvek pocitania. Vieme, Ze v tomto pripade sa
kvadrik nevrati, preto priamo piseme

T = 0. (4)

Ty vidime, preco v pripade malych pociato¢nych rychlosti dostdvame obrovské casy.
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Teraz sa mozeme pozriet, aké casy zodpovedaju hrani¢nym rychlostiam V; a V,. Spravime tak jednoduchym
dosadenim tychto rychlosti do 2, resp. 3. Dostaneme

\%
lez(&"' N ! ))
Vi gsina,

Tzzz(xo +vzi¢v3—v%+¢v%—v%).

(5)

Vv, gsina; gsina,

Ziskali sme dve rovnice o troch neznamych xo, a; a a,, takze potrebujeme este jednu nezavisla rovnicu. Doteraz
sme eSte nikde nevyuzili rychlost V; a nej prislichajuci ¢as ndvratu, tak sa zamyslime, ako ich vieme vyuzit.
Vsimnime si, Ze v okoli rychlosti V sa navratovy ¢as velmi nemeni, teda mozno pisat

T(V()) ~ T(VO + 8V),

kde 6V je mala zmena rychlosti. KedZe tieto rychlosti s mensie ako Vi, za T dosadime vyraz 2 a dostaneme
Xo V() Xo VQ +0V
2 —+ — ~ 2 + — .
Vo gsina Vo+ 6V gsing

Postupnymi tpravami sa vieme dopracovat k tvaru

Vo (Vo+8V)

Xo ;
gsinaq,

Vzhladom na to, ze §V <« V), tak plati

VZ
Xo = .O . (6)
gsin o

Alternativne vieme pouZit priamo rovnicu 2 napisanu pre bod [ Vy; T | a mali by sme dostat rovnaky ¢iselny
vysledok. Ak vSak budeme hladat analyticlé riesenie, budeme pravdepodobne dostavat zlozitejsie vyrazy, v
ktorych bude vystupovat aj ¢as Tj.

Kone¢ne sme ziskali sustavu troch rovnic o troch neznamych, ktort vieme vyriesit. Tieto rovnice su pomerne
komplikované, a tak mozeme zvolit cestu mensieho odporu a sustavu vyriesit numericky. Avsak pre pripad,
ze sa medzi riesitelmi nachddzaju podobni masochisti, ako je autor tohto vzoraku, uvedieme si tu analytické
rieSenie.

Ako prvy krok z rovnic vyli¢ime uhol «;. Z 6 vyjadrime

-2 )
gsina; V3
a dosadime do rovnice 5. Dostaneme
1 V
T1=2(7+7;)XO, (8)
1 0

1 V-yVi-2\ (JVE- V2
TZZZ(( 2 2 1)X0+ 2 1). (9)
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Nasledne z rovnic vylac¢ime aj x,. Z rovnice 8

T,V V2

o vy

(10)

no a po dosadeni do rovnic 7 a 9 kone¢ne dostavame

Vv
Vlng ’

sina; =2

(11)

2\ Vi-Vv2
g(Tz ~ Vi(V3+V3-va/V3- V7)) Tl).

Va(V2+V2)

sina, = (12)

Teraz uz zostava len dopocitat numerické hodnoty vsetkych parametrov:
Xo=5m
a; = 30°
h; =20m
X1 =X + hycotg a; =40 m
a, = 60°

V2_v2
hy=—2—21=60m
2g

Xy =% +hycotgay =74 m

H=80m

3.7 Hviezdny valcik vzorak Jaro, opravoval Jaro

Prva vec, ktort si musime uvedomit, je dovod, preco Kvik pozoruje v rozli¢nych postaveniach hviezd rozlicné
frekvencie tej istej spektralnej ¢iary. Po chvilke dumania prideme na to, ze jedinym rozumnym vysvetlenim
je Dopplerov jav v spojeni s tym, aky pohyb hviezdy vykonavajui. Tie totiz obiehajt okolo spolo¢ného taziska
rychlostou v, ktoré sa navyse od Zeme vzdaluje rychlostou u. Ked st teda obe hviezdy a Zem na jednej priamke,
obe hviezdy sa od Zeme pohybuju rychlostou u. Ked je spojnica hviezd kolmé na smer k Zemi, vtedy sa jedna
z hviezd pohybuje vzhladom na Zem rychlostou u + v a druha rychlostou u — v. To je dévodom, prec¢o Kvik
pozoruje dvojicu spektralnych ¢iar.

otazky@fks.sk 15 https://www.fks.sk/


mailto:otazky@fks.sk
https://www.fks.sk/

Riesenia 3. kola letnej casti ° é)é)é)

[0+V]|=u+v

Obrazok 12: Pohyb dvojhviezdy

Ked sme prisli na pri¢inu rozdielov vo frekvencii tej istej spektralnej ¢iary, moze sa zdat, Ze uz mame vyhraté.
Staci to uz len nahadzat do rovnic a vybuchat z nich rychlost u. Alebo zeby nie? Pripomenme, ze zmenu
frekvencie pri Dopplerovom jave popisuje rovnica

f=f

ctw,

: (13)
C+ W,

kde c je rychlost vlnenia, w, je rychlost pozorovatela (receiver) a w; je rychlost zdroja (source). Znamienka
vyberame podla toho, ktorym smerom sa pozorovatel a zdroj pohybuju. Pripustné su vsetky $tyri kombinacie.

V nasom pripade je c rychlost svetla. Ale ¢o su nase rychlosti w, a w,? Na prvy pohlad je zjavné, ze vysledok
zavisi na volbe vztaznej sustavy. Otazka znie, ako volime vztaznu sustavu. Aby sme si na to zodpovedali, uva-
zujme nazornejsi priklad — dve auta pohybujuce sa oproti sebe. Vtedy mame na vyber vztazné ststavy spojené
s jednotlivymi autami, s babkou stojacou na zastavke ¢i s Jozkom utekajicim na autobus, ale aj akukolvek int
vztaznu sustavu.

Niekomu by mohlo napadnut, Ze vztaznu sustavu volime podla toho, o kym pozorovanu frekvenciu sa zau-
jimame, teda ak nas zaujima, aku frekvenciu pocuje babka, tak situdciu popisujeme v babkinej ststave. Ale
¢o potom vo vztahu 13 robi rychlost w,, ked ta by musela byt vzdy nulova? Ta rychlost tam nebude len tak, a
preto tato volba nemoze byt spravna.

V skuto¢nosti volime vztaznu ststavu spojent s prostredim, v ktorom sa vlnenie $iri. V pripade zvuku je tym
prostredim vzduch. A ¢o v pripade svetla? Tedria relativity hovori, Ze svetlo sa vo vSetkych vztaznych sustavach
$iri rovnako, teda v pripade svetla vysledok nemoze zavisiet na volbe vztaznej sustavy. To je vak v rozpore so
vztahom 13, preto ten nemoze popisovat Dopplerov jav pre svetlo.

Vztah 13 je odvodeny na zaklade Galileiho transformacii, ktoré st nerelativistické. Keby sme vyuzili relativis-
tické Lorentzove transformacie, dostali by sme odli$ny vztah

ctw

f=f (14)

CFW
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Jeho odvodenie tu nebudeme vykonavat, kedze ¢itatel si ho vie jednoducho vyhladat v dostupnej literature ¢i
na webe. Len poznamenajme, Ze v Citateli aj v menovateli vystupuje rovnaka rychlost w, ktora je vzajomnou
rychlostou zdroja a pozorovatela, preto vysledok nezavisi na volbe vztaznej sustavy. V tomto pripade su pri-
pustné len dve kombindcie znamienok - vzdy vyberame rozdielne znamienka, pri¢om ich volba zavisi na tom,
¢i sa objekty od seba vzdaluju alebo ¢i sa k sebe priblizuju.

Ta zaujimavejsiu ¢ast tlohy mame za sebou. Teraz sa uz mozeme pustit do pocitania. Nech je skuto¢na frek-
vencia spektralnej ¢iary f. Pre pozorované frekvencie potom plati

- (u+v)
c+(u+v)’

fepe—=

f_z :fz (u ) (15)

c+(u—v)

c—

fo=f

C+Ll

Vylu¢me zo sustavy rovnic skutoénti frekvenciu spektralnej ¢iary fpredelenim prvych dvoch rovnic v 15 tretou.
Po niekolkych jednoduchych tupravach sa dopracujeme do tvaru

W +uv—-cv-7)=ff (W +uv+cov-2),
(16)
P -uw+ev-7)=f5 (> —uv—-cv-2?).

Vidime, Ze obe rovnice su linearne vo v a kvadratické v u. Zaujimame sa o rychlost vzdalovania dvojhviezdy
u, preto z oboch rovnic vyjadrime obeznu rychlost hviezd v:

@) B-P)
Plu—o)-Flure)

(17)

_ W= -
f2 (c—u)+fi(c+u)
Velmi nés tesi, Ze v oboch rovniciach sa vyskytuje rovnaky faktor (u? — ¢?), pretoze ked rovnice medzi sebou

predelime, tento faktor z nich vypadne, ¢im sa efektivne znizi stupen rovnice z kubickej na linearnu. Postup-
nymi upravami dospejeme ku kone¢nému vysledku

u= LE-f (19)

-

Niekoho by mohlo napadnut, Ze vzajomné rychlosti hviezd a Zeme st velmi malé v porovnani s rychlostou
svetla, preto by malo byt mozné vztah 14 linearizovat. Aplikujme nan Taylorov rozvoj

SR MRS (G))]

(18)
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Uvazujme najskor rozvoj len do prvého radu. V takom pripade dostaneme ststavu rovnic

£ =f(1_u+v),

(1=,

f=f(1-).

C

Okamyzite vidime, Ze tato ststava je ekvivalentna pouzitiu klasického Dopplera vo vztaznej ststave zdroja vl-
nenia. Ked ju v§ak zacneme riesit, narazime na problém, pretoze z nej vypadnu vsetky rychlosti a dostaneme
len podmienku pre frekvencie

A=ttt

ktora hovori, ze v priblizeni do prvého radu musi byt frekvencia f, aritmetickym priemerom zvy$nych dvoch.

Aby sme sa dopracovali k nejakému vysledku, musime teda uvazovat Taylorov rozvoj az do druhého radu:

2
_u+v+(u+v) )’

fe = f( ! c 2¢2

~ u-v (u-v)’
f__f(l_ c a2 )’

Opit z rovnic vyluc¢ime frekvenciu f predelenim rovnic medzi sebou:

fi 262 =2uc—2vc+uP +v: +2uv

- >

fo 2¢2 - 2uc + u?

fo2¢ = 2uc+2ve+u +v2 - 2uv
fo 2¢2 = 2uc + u? '

Tentokrat sme dostali o ¢osi komplikovanejsiu sustavu, kedZe obe rovnice st kvadratické v uivo v. Nas vSak ni¢
tak fahko nezastrasi. Pozrieme sa na ne nasim odbornym okom a hned vidime, Ze ked ich s¢itame a od¢itame
medzi sebou, tak sa o ¢osi zjednodusia:

fetfo 4 —duc+2u? + 20

fo 2¢2 = 2uc+u?
fi—f-  —4vc+duy
fo 2 -2uc+u?
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Z tychto rovnic uz nie je problém vyjadrit obeznu rychlost v v relativne jednoduchom tvare:

[v| = \l (Jﬁ - 1) (2¢2 = 2uc + u?),

2fo

(fs —f-) (2¢* = 2uc + u?)
4fy (u-¢) '

V=

Aby sme sa zbavili absolitnej hodnoty a odmocniny, dajme do rovnosti kvadraty obeznej rychlosti. Dopra-
cujeme sa ku rovnici, ktord je kvadraticka v u a neobsahuje rychlost v, a teda uzZ nemame najmensi problém
ndjst rieSenie:

8fo (fr +/~ —2f0) -2 (f+ _ff)zcz ~0
8fo (fo +f- = 2f0) - (f. = f-)°

u=c lﬁ;\J 1—'Sﬁ)(ﬂ'+f;__zﬁ)'"Z(fy—ji)z
8f (fe +f- —2f0) - (f —f.)°

W —2cu+

b

Fyzikélne rieSenie je to so znamienkom minus, kedZe |u] ‘e Pozorny citatel by mohol namietat, Ze nas vy-
sledok nemoze byt spravny, pretoZe narabame s relativistickym Dopplerovym javom a pritom sme pouzili
klasicky vztah na skladanie rychlosti. A ma v podstate pravdu. V skutoc¢nosti by sme mali uvazovat relativis-
ticky ziskané rychlosti vzdalovania jednotlivych hviezd

uxtv
Wi: .
li‘;—zv

Avsak vzhladom na to, Ze rychlosti 1 1 v sit malé v porovnani s rychlostou svetla, hohlo by sa zdat, Ze si mdzeme
dovolit pouzit aj klasicky zlozené rychlosti. Pozrime sa v$ak na to, k akému vysledku by sme sa dopracovali,
keby sme predsa len pouzili relativisticky vztah na skladanie rychlosti, pretoze je to vskutku zaujimavé. Budeme
nasledovat uplne rovnaky postup ako v prvom pripade. Vychadzame zo sustavy rovnic

2 _ 2 1+3
f+ fc+1bf:£;,’
f _fC+1u1<f’

2

2 ,C— U

Jo fc+u'

Vylucenim frekvencie f dostaneme

2 2
uy uy
ff(u2+——cv—c2) :foz(uz——+cv—c2),
c

c

2 uv

u*v
f_z(uz——Jrcv—cz) :foz(u2+——cv—cz).
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Riesenia 3. kola letnej casti ° é)é)é)

Z rovnic vieme vyjadrit obeznu rychlost
R-(E-w)
= =
(F2+f3) (=)

L BepEe-w)
(P+f) (% - ¢)

Ked dame tieto vyrazy do rovnosti, dospejeme k rovnici, ktora neobsahuje Ziadne rychlosti

P R-F
Rf RAP

=0,

¢o sa da este zjednodusit na

fo=Ffo

takze frekvencia f, by mala byt geometrickym priemerom zvy$nych dvoch. Co to znamena? Ak neurobime
ziadne zanedbania, tak principialne nie je mozné urcit rychlost vzdalovania dvojhviezdy. Po hlbsom zamysle-
ni nas to viak velmi neprekvapuje. Mame totiz vlnenie nejakej frekvencie a zaujima nas, ako sa tato frekvencia
zmeni vplyvom Dopplerovho javu. Zmena frekvencie je jednoznacne dand rychlostami u a v. Ak teda pozna-
me zdanlivé frekvencie v dvoch pripadoch, frekvenciu v tretom pripade vieme dopocitat pouzitim posledne
odvodeného vztahu. To znamena, Ze nasa trojica rovnic, z ktorej sme vychddzali, nebola nezavisla, a teda z
nej nie je mozné dopocitat tri nezname, kedze efektivne mame len dve rovnice. Znamena to, Ze Doppler nam
nevie ni¢ povedat o rychlosti vzdalovania dvojhviezdy? Nie, ak nevieme, aka je skuto¢na frekvencia pozoro-
vanej spektralnej ¢iary. Ale vzhladom na to, Ze frekvencie spektralnych ¢iar st zname, tak v praxi nam staci
identifikovat danu spektralnu ¢iaru a pouzitim dvoch zdanlivych frekvencii dopocitat rychlost vzdalovania
dvojhviezdy.

Poznamka od rieSitela

Cest a sldva patri Jonaovi, ktory ako jediny poctivym relativistickym vypoétom ukdazal, Ze z pozorovanych
frekvencii nie je mozné urcit rychlost vzdalovania dvojhviezdy. Pouzil sikovny trik, ked uvazoval pomocny
objekt pohybujuci sa spolu s taziskom dvojhviezdy, no a potom zratal dvojnasobny dopplerovsky posun. Prvy
posun zohladnil obeznu rychlost hviezd a druhy rychlost pohybu taziska dvojhviezdy od Zeme. Tento vypocet
viedol na vztah medzi pozorovanymi frekvenciami

oS
forf

Jo

ktory sa 1isi od toho, ktory sme dostali my. Problém je v tom, Ze my sme v pripade pozorovanej frekvencie
fo uvazovali, ze rychlost vzdalovania hviezdy je u, ¢o v$ak nie je pravda. V skuto¢nosti musime relativisticky
zlozit kolmé rychlosti u a v a takto ziskanu rychlost pouzit vo vztahu pre relativistického Dopplera.

https://www.fks.sk/ 20 otazky@fks. sk


https://www.fks.sk/
mailto:otazky@fks.sk

	Riešenia
	Ako o preteky
	Súboj decibelov
	Vesmírna kanonáda
	Vetrom proti ohňu
	Nepoučiteľný
	Ľadovcová sánkovačka II.
	Prvý prípad: v_{0}\leq V_{1}
	Druhý prípad: V_{1}\leq v_{0}\leq V_{2}
	Tretí prípad V_{2}\leq v_{0}

	Hviezdny valčík
	Poznámka od riešiteľa



